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PRÉFACE. 


La  première  édition  de  cet  Ouvrage,  qui  fait 
suite  à mes  Elémens  de  Calcul  différentiel  et  de 
Calcul  intégral , ne  renfermait  que  les  principes 
fondamentaux  de  la  Mécanique,  et  leurs  plus 
simples  applications.  Dans  cette  seconde  , j’ai 
adopté  un  cadre  plus  étendu  et  cherché  à ras- 
sembler toutes  les  théories  essentielles  de  la  Mé- 
canique des  modernes , c’est-à-dire  de  celle  qui 
s’élève  à ce  degré  de  généralité  introduit  dans 
cette  science  par  Lagrange  et  Laplace,  et  dont 
s’écarte  entièrement  la  manière  restreinte  avec  la- 
quelle l’envisageaient  La  Caille , Bezout , Bossut 
et  quelques  autres  géomètres. 

On  s’est  long-temps  borné , dans  les  traités  de 
Mécanique,  à n’employer  les  équations  du  mou- 
vement que  dans  l’hypothèse  où  il  s’effectue  dans 
un  plan.  C’était  voir  la  nature  en  profil,  et  non 
sous  son  aspect  le  plus  ordinaire.  Il  était  donc  im- 
portant de  considérer  les  corps  comme  se  mouvant 
d’une  manière  quelconque  dans  l’espace;  et,  pour 
parvenir  à ce  but,  la  Géométrie  analytique  à trois 
dimensions  devenait  indispensable.  En  appliquant 
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ce  puissant  ressort  à la  Mécanique  , cette  science 
a dû  changer  de  face , mais  en  changer  pour  la 
dernière  fois. 

La  généralité  qu’elle  a acquise  , et  qui  per- 
met d’embrasser  beaucoup  d'objets  à la  fois  , 
épargne  un  temps  qu’on  doit  d’autant  plus  mé- 
nager , que  le  domaine  de  nos  connaissances  s’ac- 
croît tous  les  jours.  Néanmoins,  je  ne  pense  pas 
que  ce  soit  là  une  raison  d’être  trop  laconique, 
et  de  laisser  désirer  ces  développemensj  qui  fa- 
cilitent l’intelligence  d’un  ouvrage  de  ce  genre. 
Quelqu'un  a prétendu  que  les  difficultés  dont  il 
peut  être  hérissé  étaient  avantageuses  à l’esprit , 
et  qu’en  cherchant  à les  vaincre  on  le  fortifiait  par 
cet  exercice.  Cette  assertion  ne  doit  pas  déplaire 
aux  écrivains  qui  s’inquiètent  peu  d’être  intelli- 
gibles ; ce  qu’il  y a de  certain,  c’est  que  ces  tran- 
sitions brusques,  qui  déroutent  le  lecteur,  nui- 
sent rarement  à l’auteur  ; car  le  lecteur  attribue 
presque  toujours  l’embarras  qu’il  éprouve  à la 
difficulté  inhérente  à la  matière  qu’il  étudie. 
C’est  une  des  causes  qui  ont  détourné  des  Ma- 
thématiques beaucoup  d’hommes  qui  auraient 
pu  enrichir  cette  science  de  leurs  découvertes , et 
que  de  pénibles  efforts  ont  découragés.  Il  en  est 
d’autres  qui,  avec  plus  de  persévérance,  se  faussent 
l’esprit,  parce  que,  manquant  des  données  né- 
cessaires , ils  ne  peuvent  que  s'égarer.  Il  en  est 
bien  autrement  de  celui  qui  s’accoutume  de  bonne 
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heure  à suivre  une  marche  méthodique  : ses  fa- 
cultés intellectuelles  s’accroissent  à mesure  qu  un 
ouvrage  le  fait  penser  davantage,  et  qu’il  con- 
tracte l’habitude  de  se  rendre  raison  de  tout. 

La  Statique  est  la  partie  de  la  Mécanique  qui 
comporte  le  moins  de  connaissances  mathémati- 
ques, et  dont,  par  cette  raison , l’étude  est  le  plus 
répandue.  Les  anciens  mêmes  la  cultivaient,  et 
n’avaient  aucune  notion  de  la  Dynamique.  Ce 
n’est  point  que  la  Statique  n’attendît  encore  de 
grands  progrès  : elle  s’est  perfectionnée  dans  les 
temps  modernes,  mais  ce  n’est  que  de  nos  jours 
qu’elle  est  sortie  de  la  carrière  étroite  des  cas 
particuliers,  et  que  I on  est  parvenu  à réduire  a 
des  équations  générales  toutes  les  questions  qu’on 
peut  se  proposer  sur  l’équilibre. 

Je  démontre  facilement  ces  équations  à l’aide  de 
quelques  expressions  trigonométriques  d’un  fré- 
quent usage,  et  de  la  notation  qui  a tant  con- 
tribué à opérer  cette  heureuse  révolution  dans  la 
Science.  Traitant  ensuite  du  centre  de  gravité  , 
j’en  détermine  les  formules  les  plus  générales  à 
l’aide  du  Calcul  différentiel , et  je  me  sers  du 
même  moyen  pour  démontrer  en  peu  de  mots 
le  théorème  si  fécond  et  si  ingénieux  de  Guldin  r 
et  pour  parvenir  à l’équation  de  la  chaînette  , 
courbe  que  l’Architecture  et  la  Navigation  ont 
rendue  célèbre. 

Le  Calcul  différentiel  n eutre  en  quelque  sorte 
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que  d’une  manière  accessoire  dans  la  Statique;  il 
joue  un  plus  grand  rôle  dans  la  Dynamique  ; c’est 
là  qu’il  devient  tout-à-fait  indispensable.  En  effet, 
comment,  si  l’on  ne  l’employait,  pourrait-on  ré- 
soudre la  plupart  des  problèmes , qui  concernent 
le  mouvement  des  corps,  lorsque  les  données  pre- 
mières de  ces  problèmes  qui  sont  la  vitesse , et  la 
force  accélératrice,  ont  pour  expressions  des  coeffi^ 
ciens  différentiels  ? Je  m’attache  particulièrement 
à bien  faire  saisir  le  sens  qu’on  doit  attribuer  à ces 
quantités,  et  je  les  détermine  sans  recourir  aux 
infiniment  petits. 

Le  mouvement  qui  s’effectue  en  ligne  droite 
présente  diverses  circonstances  qui  donnent  lieu 
à autant  de  problèmes.  C’est  là  que  l’on  com- 
mence à voir  comment  les  équations  du  mou- 
vement en  font  connaître  toutes  les  propriétés  , 
lorsqu’on  parvient  à les  intégrer. 

M’appuyant  ensuite  sur  la  proposition  du  pa- 
rallélépipède des  vitesses,  je  donne  les  équations 
générales  du  mouvement  curviligne;  j’examine 
en  particulier  le  cas  où  le  mobile  est  assujetti  à 
se  mouvoir  sur  une  courbe  ou  sur  une  surface  dont 
on  a les  équations;  je  fais  connaître  le  principe 
des  aires  et  la  belle  propriété  des  centres  fixes. 

Le  mouvement  en  ligne  courbe  m’amène  à 
traiter  du  mouvement  sur  la  cycloïde , du  mou- 
vement d’oscillation,  du  tautochronisme,  et  des 
propriétés  curieuses  du  pendule  simple. 
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Le  pendule,  a son  tour,  me  fournit  l’occasion 
de  déterminer  l’expression  de  la  gravité , et  d’exa- 
miner quelle  est  la  nature  de  la  force  centrifuge 
qui  en  atténue  l’effet. 

Comparant  entre  elles  ces  deux  forces,  je  dé- 
termine l’intensité  de  la  pesanteur  dans  l’hypo- 
thèse où  le  globe  terrestre  serait  immobile  ; c’est 
ainsi  que  j’obtiens  la  première  donnée  qui  va  me 
servir  à la  vérification  de  la  loi  de  Newton.  Le 
problème  du  Système  du  monde  me  fournit  en- 
suite la  plus  brillante  application  de  l’intégration 
des  équations  du  mouvement  curviligne,  et  en 
complète  la  théorie. 

Newton  employant  les  mesures  fautives  de  Pi- 
card, pour  évaluer  la  chute  d’un  corps  à la  région 
de  la  lune  en  une  minute  de  temps,  n’avait  trouvé 
qu’une  différence  d’un  pouce  et  demi,  entre  le  résul- 
tat fourni  par  la  théorie  et  celui  que  donne  l’obser- 
vation. Je  ne  pouvais  rien  conclure  de  ce  calcul, 
car  on  sent  qu’une  erreur  peut  s’atténuer  par  des 
compensations:  partant  de  données  moins  inexac- 
tes, je  suis  parvenu  à un  résultat  encore  plus  ap- 
proché. 

Ayant  ainsi  démontré  que  la  loi  de  l’attraction 
se  réalisait , à très  peu  de  chose  près , relative- 
ment à la  lune,  je  cherche  ensuite  à déduire  cette 
loi  de  la  démonstration  d priori  de  celles  de  Ké- 
pler.  C’est  là  que,  sans  employer  cette  multitude 
de  propositions  et  de  corollaires  dont  la  marche 
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est  si  lente  dans  le  géomètre  anglais,  je  par- 
viens à trouver  l’équation  de  la  trajectoire , sans 
même  supposer  que  la  loi  de  la  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance  existe  ; de  sorte  qu’en  modi- 
fiant convenablement  un  des  élémens  de  la  courbe, 
on  peut  établir  toutes  sortes  d’hypothèses  sur  la 
loi  de  l’attraction.  Enfin,  je  montre  que  lorsqu’on 
suppose  que  cette  loi  est  celle  de  la  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance,  on  tombe  sur  une  sec- 
tion conique.  La  manière  dont  je  déduis  l’expres- 
sion des  axes  principaux  , et  tous  les  autres  élé- 
mens de  la  courbe,  présente  un  degré  de  sim- 
plicité auquel , à ma  connaissance , on  n’était  pas 
encore  parvenu  jusqu’à  ce  jour.  Cela  me  donne 
lieu  de  démontrer  avec  une  extrême  facilité,  que 
les  carrés  des  révolutions  sont  comme  les  cubes 
des  distances,  et  que  l’ellipse  donnée  par  l’obser- 
vation nécessite  que  la  loi  de  l’attraction  soit  celle 
de  la  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

Le  mouvement  des  projectiles  est  encore  une 
dépendance  de  la  gravitation  , c’est  le  cas  où  cette 
force  est  combinée  avec  une  force  d’impulsion.  Je 
considère  d’abord  ce  mouvement  dans  la  vide;  je 
le  démontre  ensuite  dans  un  milieu  résistant. 

On  n’a  pu,  jusqu’à  présent , intégrer  sous  forme 
finie  les  équations  différentielles  de  la  courbe 
décrite  par  les  projectiles  dans  ce  milieu  résistant, 
mais  on  a le  moyen  de  la  construire  par  points. 
Cette  opération  graphique  était  un  objet  assez 
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peu  éclairci,  dans  les  ouvrages  qui  ont  précédé  le 
inien  : je  crois  l’avoir  expliqué  d’une  manière 
d’autant  plus  satisfaisante,  que  je  n’ai  pas  même 
employé  les  infiniment  petits. 

Dans  ce  qui  précède , le  mouvement  n’agissait 
que  sur  un  corps;  on  peut  demander  mainte- 
nant quels  en  sont  les  effets  lorsque  plusieurs  mo- 
biles se  rencontrent.  Cela  nous  porte  à considérer 
le  choc  des  corps;  on  voit  ensuite  se  manifester 
les  principes  de  la  conservation  du  centre  de  gra- 
vité et  des  forces  vives:  ce  dernier  nous  conduit, 
par  analogie  , au  beau  théorème  de  Carnot. 

11  y eut  autrefois  une  controverse  célèbre  sur  les 
forces  vives  : j’en  parle,  non  pour  rappeler  une 
dispute  sur  le  fond  de  laquelle  on  est  d’accord , 
mais  pour  donner  une  idée  précise  de  la  notion 
des  forces  vives. 

Jusqu’ici  les  corps  sont  supposés  agir  libre- 
ment : il  était  utile  de  considérer  encore  les 
mouvemens  qui  leur  sont  communiqués,  lorsque 
ces  mouvemens  sont  altérés  par  la  liaison  mu- 
tuelle de  ces  corps.  Les  procédés  que  nous  avons 
indiqués  deviendraient  inapplicables  dans  cette 
circonstance,  si  nous  ne  surmontions  cet  obstacle 
à l’aide  du  fameux  principe  de  d’Alembert.  Ce 
principe,  par  sa  grande  simplicité,  était  difficile 
à démontrer,  et  je  crois  l’avoir  fait  d’une  ma- 
nière qui  ne  laisse  rien  h désirer. 

Après  avoir  donné  quelques  applications  sim- 
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pies,  je  m’en  sers  pour  déterminer  successive- 
ment le  mouvement  de  rotation  d’un  corps,  les 
propriétés  du  pendule  composé , et  le  double 
mouvement  que  prend  un  corps  libre  qui,  par 
l’action  d’une  force  quelconque,  est  entraîné  dans 
l’espace. 

Le  principe  de  d’Alembert , rendu  familier  par 
l’usage  qu’on  en  fait  dans  la  solution  de  tous  ces 
problèmes,  reçoit  ensuite  la  plus  belle  applica- 
tion lorsqu’on  détermine  le  mouvement  d’un  sys- 
tème quelconque  de  corps,  ce  qui  complète  la 
Dynamique  : aussi  déduit -on  avec  une  extrême 
facilité , des  équations  de  ce  mouvement  , les 
principes  des  aires,  et  ceux  de  la  conservation  du 
centre  de  gravité  et  des  forces  vives,  dans  toute 
leur  généralité.  Ce  dernier  principe  ne  se  dé- 
montre ordinairement  qu’à  l’aide  du  calcul  des 
variations  , mais  j’y  suis  parvenu  par  un  autre 
moyen , pour  ne  point  sortir  du  genre  de  con- 
naissances qui  peuvent  suffire  à l’étude  de  cet  Ou- 
vrage. 

La  troisième  partie  comprend  l’Hydrostatique. 
Me  fondant  sur  le  principe  de  l égalité  de  pres- 
sion, je  démontre  les  équations  générales  de  l’é- 
quilibre des  fluides  , et  j’en  donne  l’application 
aux  cas  des  fluides  élastiques  et  des  fluides  pe- 
sans.  J’explique  la  théorie  des  pompes , celle  de 
l’aréomètre , etc.  , et  je  termine  l’Hydrostatique 
par  une  démonstration  fort  simple  de  la  formule 
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générale  , avec  laquelle  on  détermine  par  le 
baromètre  la  hauteur  des  différens  lieux  de  la 
terre.  J’ai  introduit  dans  cette  troisième  partie  une 
théorie  des  corps  flottans,  qui  manquait  entière- 
ment à la  première  édition.  Adoptant , comme 
Bouguer,  une  marche  en  quelque  sorte  géomé- 
trique , qui  fait  parfaitement  sentir  la  manière 
dont  toutes  les  choses  se  passent , je  détermine  la 
position  du  métacentre  ; et  je  déduis  ensuite  les 
conditions  d’équilibre  des  corps  flottans  de  la  for- 
mule qui  donne  la  vitesse  dans  le  mouvement  de 
rotation. 

La  quatrième  partie  de  cet  Ouvrage  , entière- 
ment ajoutée  à cette  seconde  édition,  comprend 
l’Hydrodynamique.  Je  m’y  suis  beaucoup  étendu 
sur  l’écoulement  des  eaux  , dans  l’hypothèse  du 
parallélisme  des  tranches , parce  que , dans  cette 
partie  de  la  Mécanique  , c’est  ce  qui  est  le  plus 
utile  et  le  plus  d’accord  avec  l’expérience.  Je  ter- 
mine cet  Ouvrage  par  la  théorie  des  équations  gé- 
nérales du  mouvement  des  fluides.  Cette  matière, 
depuis  Euler,  ne  me  paraît  pas  s’être  beaucoup 
éclaircie,  et  soit  par  de  nouvelles  notations,  soit 
par  des  considérations  géométriques  qui  nous 
dirigent  dans  la  marche  de  l’analyse  , je  crois 
être  parvenu  à la  rendre  tout-à-fait  intelligible. 

Il  est  beaucoup  d’autres  augmentations  impor- 
tantes que  j’ai  fait  subir  à cet  Ouvrage  : sans 
parler  de  ce  qui  concerne  le  frottement,  je  me 
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bornerai  à citer  îa  théorie  dun  point  assujetti  à 
se  mouvoir  sur  une  courbe  ou  sur  une  surface  , et 
celles  des  vitesses  virtuelles  et  du  plan  principal. 
La  première  de  ces  théories , si  utile  dans  les 
problèmes  physico  - mathématiques , me  donne 
l’occasion  de  déterminer  directement  les  expres- 
sions des  cosinus , en  fonction  des  coefficiens  dif- 
férentiels fournis  par  les  équations  de  la  courbe 
ou  de  la  surface  courbe.  Lagrange  n’y  étant  par- 
venu que  par  des  moyens  trop  indirects,  j ai  cru 
devoir,  par  des  démonstrations  nouvelles,  ratta- 
cher cet  objet  aux  formules  connues  de  la  Géo- 
métrie analytique. 


Le  principe  des  vitesses  virtuelles,  que  ce  grand 
géomètre  a pris  pour  base  de  sa  Mécanique , était 
susceptible  de  recevoir  quelques  améliorations 
dans  sa  démonstration  générale.  C’est  ce  que  j’ai 
eu  en  vue  en  traitant  ce  sujet.  Je  me  suis  atta- 
che surtout  a donner  plus  de  rigueur  aux  raison— 
nemens  qui  s’appuient  sur  la  considération  des  in- 
finiment petits. 

Indépendamment  de  toutes  ces  augmentations, 
cet  Ouvrage  a subi  des  changemens  non  moins 
avantageux  dans  la  disposition  de  ses  parties.  En 
general  , j ai  toujours  cherché  a coordonner  mes 
démonstrations  a une  idee  principale,  afin  de  ne 
pas  sortir  de  cette  unité  qui  est  la  première  règle 
à suivre  dans  toutes  les  productions  de  l’esprit 
humain. 
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J’ai  cru  rendre  le  début  de  la  Statique  plus  fa- 
cile et  plus  agréable  en  amenant  la  proposition 
du  parallélogramme  des  forces  d’une  manière  dif- 
férente que  je  ne  le  faisais  dans  la  première  édi- 
tion. Ceux  néanmoins  qui  préféreraient  la  dé- 
monstration de  M.  Duchayla,  la  trouveront  dans 
la  note  première  , avec  de  nouveaux  éclaircîsse- 
mens,  et  présentée  d’une  manière  qui  la  rattache 
immédiatement  au  plan  de  l’Ouvrage. 

Ainsi  que  dans  mes  Elémens  de  Calcul  diffé- 
rentiel et  de  Calcul  intégral , j’ai  désigné  par  de 
fins  caractères  les  objets  qui  sont  le  moins  élé- 
mentaires, et  qu’on  pourra  supprimer  à une  pre- 
mière lecture.  L’étude  en  deviendra  plus  fruc- 
tueuse lorsque,  par  ce  travail  préparatoire,  on 
aura  acquis  de  l’habitude  à se  servir  des  équations 
fondamentales  de  la  Mécanique. 
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DE  MÉCANIQUE. 


PREMIERE  PARTIE. 


STATIQUE. 


NOTIONS  PRÉLIMINAIRES. 

i.  La  Mécanique  est  la  science  qui  traite  des  lois  de 
1 équilibre  et  de  celles  du  mouvement.  La  Mécanique  ap- 
pliquée aux  solides  se  divise  en  Slatique  et  en  Dynamique, 
suivant  que  ces  solides  sont  en  équilibre  ou  en  mouvement. 

La  Mécanique  appliquée  aux  fluides,  contient  aussi  deux 
parties,  1 Hydrostatique  qui  est  la  statique  des  fluides  , et 
1 ’Hy d rody namique  qui  nous  fait  connaître  les  propriétés 
qui  résultent  de  leur  mouvement. 

2.  La  Statique  ayant  pour  but  de  déterminer  les  lois  de 
t équilibre  des  corps,  cet  équilibre  peut  toujours  être  censé 
produit  par  la  destruction  mutuelle  de  plusieurs  forces. 

3.  On  appelle  force  ou  puissance  toute  cause  qui  im- 
prime à un  corps  ou  à un  point  matériel  le  mouvement  ou 
une  tendance  au  mouvement. 

q.  Lorsqu  une  force  agit  sur  un  point  matériel,  elle  peut 
le  faire  de  deux  manières  : ou  en  entraînant  le  point  vers 
elle,  ou  en  le  poussant  d’un  côté  opposé.  Nous  adopterons 
Êlèm.  de  Mécanique,  i 
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la  première  hypothèse  toutes  les  fois  que  nous  ne  prévien- 
drons pas  du  contraire. 

5.  Un  point  matériel  étant  sollicité  par  une  force  unique, 
doit  naturellement  se  mouvoir  en  ligne  droite  ; car  il  n’y 
a aucune  raison  pour  qu’il  aille  plutôt  à droite  qu’à  gauche. 

6.  Cette  droite  suivant  laquelle  une  force  agit,  est  la 
ligne  de  direction. 

7.  L’effet  d’une  force  dépend,  i°.  de  son  intensité;  20.  de 
son  point  d’application;  3°.  de  sa  direction;  4°-  du  sens  dans 
lequel  elle  agit  suivant  cette  direction. 

8.  L’intensité  d’une  force  est  sa  faculté  plus  ou  moins 
grande  à imprimer  le  mouvement. 

9.  Il  est  certain  que  si  deux  forces  directement  opposées 
tiennent  un  point  matériel  ou  une  droite  inflexible  en  équi- 
libre , l’intensité  de  l’une  de  ces  forces  peut  être  arbi- 
traire, pourvu  qu’on  donne  à l’autre  la  même  intensité.  Ce 
que  nous  disons  de  deux  forces  pouvant  s’appliquer  à plu- 
sieurs, on  voit  qu’il  suffit  de  connaître  les  rapports  des 
forces  et  non  leurs  valeurs  absolues  pour  établir  les  condi- 
tions de  l’équilibre. 

10.  Ayant  pris  une  force  pour  unité,  on  dit  qu’une  autre 
force  lui  est  égale,  lorsque,  lui  étant  directement  opposée  , 
elle  la  tient  en  équilibre. 

Deux  forces  égales  appliquées  à un  même  point  matériel 
et  agissant  dans  la  même  direction  et  dans  le  même  sens, 
constituent  une  force  double  : cette  force  deviendra  triple  , 
si  elle  résulte  de  la  réunion  de  trois  forces  égales,  et  ainsi  de 
suite,  de  sorte  que  ces  forces  croissent  comme  leurs  inten- 
sités. Par  conséquent , si  plusieurs  forces  appliquées  au 
point  M (fig.  1),  tendent  toutes  à entraîner  ce  point  dans 
le  sens  de  M en  B,  on  devra  ajouter  ensemble  ces  forces, 
parce  que  leur  effet  sera  le  même  que  celui  d’une  seule 
force  qui  agirait  avec  la  somme  de  leurs  intensités.  Par  la 
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même  raison,  on  devra  retrancher  de  la  somme  de  ces 
forces,  c’est-à-dire  regarder  comme  négatives,  celles  qui 
tendent  à entraîner  ce  point  M vers  le  point  A. 

11.  L’unité  de  force  étant  arbitraire,  on  peut  la  repré- 
senter par  une  partie  quelconque  de  sa  direction. 

12.  Il  est  à observer  que  lorsqu’une  force  est  appliquée  à 
un  corps,  tous  les  points  de  ce  corps  étant  liés  entre  eux, 
l’un  ne  peut  se  mouvoir  sans  entraîner  les  autres;  par  con- 
séquent, une  force  appliquée  à un  point  A (fîg.  i)  aura  le  Fig.  t. 
même  effet  que  si  elle  était  appliquée  à tout  autre  point 

M,  pris  sur  la  direction  AB  de  cette  force. 

Lors  même  que  l’on  ne  considérerait  pas  un  corps,  on 
peut  concevoir  les  points  de  l’espace  pris  sur  la  ligne  de 
direction  comme  des  points  mathématiques,  et  l’on  sent  que 
l’un  ne  peut  se  mouvoir  sans  entraîner  les  autres. 


i3.  Il  suit  de  l’art,  il , qu’en  plaçant  sur  la  ligne  de  di- 
rection, un  obstacle  invincible,  la  force  n’aura  aucun  effet. 

t 4-  Deilx  forces  égales  P et  Q (fig.  2 et  3)  , qui,  appli-  Fig.  a, 
quées  aux  points  A et  B d’une  droite  inflexible  AB,  et  dans  ct  3‘ 
sa  direction,  agissent  en  sens  contraires,  se  font  équilibre; 
car  si  P tend  à transporter  A de  A en  a , le  point  B,  lié  à A 
par  les  points  intermédiaires,  devra  parcourir  Bô  = Aa  ; 
mais,  par  hypothèse,  la  force  Q tend  à entraîner  B d’une 
quantité  Bb'  = Aa  , donc  B ne  pouvant  obéir  à l’une  des 
forces  plutôt  qu’a  l’autre,  restera  immobile,  et  le  repos 
s’introduira  dans  le  système,  art.  i3.  Il  en  sera  de  même 
si  les  forces  P et  Q,  au  lieu  de  tendre  chacune  à entraî- 
ner les  points  A et  B,  agissent  sur  ces  points  par  pulsion. 

i5.  Quand  la  droite  AB  se  réduit  à un  point , les  deux 
forces  égales  et  directement  opposées  se  font  encore  équi- 
libre, mais  si  ces  forces  sont  inégalés,  la  plus  grande, 
animée  par  la  différence  de  leurs  intensités,  entraînera  le 
point  M. 
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De  la  composition  et  de  la  décomposition  des 
forces  qui  sont  appliquées  à un  point. 

16.  Lorsque  deux  forces  agissent  sur  un  mobile,  et  qu’elles 
forment  entre  elles  un  angle  dont  îe  sommet  est  le  point 
d’application  de  ces  forces , l’équilibre  ne  peut  subsister.  En 

Fig  4.  effet,  supposons  que  les  forces  P et  Q (îig.  4)  fussent  en 
équilibre,  on  pourrait  introduire  dans  le  système  une  force 
P égale  et  directement  opposée  à P.  Cette  force,  en  vertu 
de  l’équilibre  de  P et  de  Q,  aurait  tout  son  effet  et  entrai  * 
nerait  le  point  M dans  le  sens  de  M en  P';  mais  P et  P'  de* 
van  t se  détruire,  puisque  ces  forces  sont  égales  et  direc- 
tement opposées , il  en  résulterait  que  la  force  Q agirait 
comme  si  elle  était  seule,  et  entraînerait  le  point  M dans 
le  sens  de  M vers  Q ; et  comme  il  est  impossible  que  le 
point  M puisse  suivre  deux  chemins  à la  fois,  on  ne  peut 
sans  absurdité  admettre  l’équilibre  de  P el  de  Q. 

1 7.  L’équilibre  ne  pouvant  subsister  entre  deux  forces  P et 
Q cpii  ne  sont  pas  en  ligne  droite,  le  point  M se  mouvra 
suivant  une  certaine  direction  MR,  comme  s’il  était  solli- 
cité par  une  force  unique  R.  Cette  force  est  appelée  la  ré- 
sultante des  deux  autres,  et  celles-ci  en  sont  les  compo- 
santes [note  première  (*)]. 

Observons  que  deux  forces  qui  ont  une  résultante  ne 
concourent  pas  toujours  en  un  point.  Par  exemple,  si  deux 
forces  parallèles  P et  Q agissent  sur  un  corps  et  qu’une 
force  R produise  le  même  effet , celle-ci  sera  la  résultante 
des  deux  autres. 

t8.  Le  cas  le  plus  simple , après  celui  de  l’équilibre  de 
deux  forces  égales  qui  agissent  sur  un  même  point , est 
celui  de  l’équilibre  de  trois  forces  égales  appliquées  à ce 
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point  : soient  P,  Q et  R ces  trois  forces,  pour  qu’eiles  se 
mettent  en  équilibre,  il  faut  qu’elles  divisent  en  trois  par- 
ties égales  (fîg.  5)  la  circonférence  dont  leur  point  coin-  Fig.  5. 
mun  d’application  M est  le  centre;  car  alors  toutes  les 
raisons  que  l’on  pourrait  donner  pour  prouver  que  ce 
point  doit  se  mouvoir  sur  la  direction  de  l’une  de  ces 
forces,  pouvant  s’appliquer  à l’une  des  doux  autres,  il  en 
résulte  que  le  point  M ne  cédera  de  préférence  à aucune, 
et  par  conséquent  restera  immobile. 

19  Les  angles  égaux  PMQ , PM  R et  QMR.  (fîg-  5)  étant  Fig  5. 
mesurés  par  le  tiers  de  la  circonférence,  sont  chacun  de 
| angle  droit,  ou  de  1200  ( divis . sexagésim.).  Par  consé- 
quent, si  l’une  des  trois  droites  PM,  QM , RM  (fig.  5)  est  Fig.  5. 
prolongée  en  M,  dans  l’angle  formé  par  les  deux  autres, 
elle  partagera  cet  angle  en  deux  parties  égales.  En  effet, 

MS  étant,  par  exemple,  le  prolongement  de  RM,  on  voit 
que  les  angles  PMS  et  QMS  sont  égaux  comme  supplé- 
mens  des  angles  égaux  PMR,  QMR,  d’ou  il  suit  que  MS 
partage  l’angle  PMQ  en  deux  parties  égales. 

20.  Soient  maintenant  deux  forces  égales  P et  Q (fig.  6)  Fig.  (I 
appliquées  perpendiculairement  aux  extrémités  A et  B d’une 
droite  AB;  nous  allons  prouver  que  la  résultante  de  ces 
forces  passe  par  le  milieu  O de  la  droite  AB,  et  égale  en  in- 
tensité la  somme  des  intensités  des  forces  P et  Q.  Pour  cet 
effet,  menons  par  les  points  A et  B les  quatre  droites  AG, 

AD  , BC  , BD  , qui  fassent  chacune  avec  AB  un  anglç  de 
i angle  droit ; les  triangles  ACB,  ADB  , seront  isoscèles,  et 
auront  des  côtés  égaux  AC,  CB,  AD  et  DB. 

Cela  suffira  pour  prouver,  d’une  pari , que  les  droites  AB 
et  CD  se  coupent  au  point  O à angles  droits,  et  de  l’autre 
que  la  figure  ACBD  est  une  lozange;  les  côtés  de  cette  lo- 
sange et  leurs  prolongemens  détermineront , en  se  rencon- 
trant , quatre  angles  obtus  ACB  , ADB  , P"  AC  , QBC  , qui 
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vont  égaux  chacun  à | angle  droit ; car  l'angle  CAD  étant 
par  construction  égal  à * angle  droit j l’angle  PAC  qui  en 
est  le  supplément  doit  être  de  é angle  droit > autrement  la 
somme  de  CAD  et  de  CAP'  ne  vaudrait  pas  deux  angles 
droits;  et  comme  les  côtés  opposés  de  la  lozange  sont  paral- 
lèles, l’angle  ACB  équivaut  à CAP' , et  par  conséquent  est 
aussi  égal  à | angle  droit.  Il  en  est  de  meme  des  autres 
angles  CBQ'  et  ADB.  Cela  posé,  la  direction  de  CD  coupant 
en  deux  parties  égales  l’angle  ACB  qui  est  de  § angle  droit , 
il  s’ensuit,  art.  19,  que  les  trois  angles  ACB,  ACS,  BCS 
seront  égaux.  On  prouverait  pareillement  qu’il  existe  trois 
angles  égaux  aux  points  A , B et  D. 

21.  Maintenant  nous  pouvons  appliquer  aux  points  A, 
B,  C,  D,  que  nous  considérerons  comme  liés  entre  eux, 
douze  forces  égales,  distribuées  de  la  sorte  : 

au  point  A les  trois  forces  égales  P , P',  P", 

au  point  B les  trois  forces  égaies  Q,  Q',  Q';, 

au  point  C les  trois  forces  égales  S , S , S", 

au  point  D les  -trois  forces  égales  V,  V',  Y"; 

formant  des  angles  de  * ang.  droit , elles  se  feront  équilibre. 

Mais  les  forces  égales  P'  et  V",  Q'  et  V'  qui  agissent  en 
sens  contraires,  se  détruisent  deux  à deux,  art.  i/p,  il  en 
est  çde  même  des  forces  P"  et  Sr,  Q"  et  S,r.  Donc,  pour  que 
l’équilibre  se  maintienne  dans  le  système,  il  faut  que  les 
quatre  forces  P,  Q,  S et  Y se  contrebalancent.  Ces  deux 
dernières  étant  égales  et  agissant  dans  le  même  sens,  peu- 
vent s’ajouter  et  s’appliquer  au  point  O de  leur  direction. 

6.  Ainsi,  il  y a équilibre  (fig.  6)  entre  P,  Q et  une  force  R qui , 
égale  à leur  somme,  passerait  par  le  milieu  O de  AB. 

Si  nous  supprimons  P et  Q,  l’équilibre  sera  rompu,  et 
nous  ne  pourrons  le  rétablir  qu’en  plaçant  au  point  O une 
force  Pd  égale  et  directement  opposée  à R;  cette  force  aura 
donc  l’effet  de  P et  Q réunis,  et  par  conséquent  en  sera  la 
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résultante.  Il  suit  de  là  que  la  résultante  des  deux  forces 
parallèles  égales  P et  Q,  équivaut  à La  somme  de  ces  forces j 
leur  est  parallèle  et  divise  en  deux  parties  égales  la  per- 
pendiculaire AB  à la  direction  commune  de  ces  forces. 

Le  fond  de  cette  démonstration  appartient  à M.  Fouiner. 

11.  Pour  trouver  les  conditions  d’équilibre  de  deux  forces 
parallèles  inégales  P et  Q appliquées  aux  extrémités  A et  B 
d’une  droite  AB  (fig.  7)  , soit  p l’unité  de  force,  et  suppo-  Fig-  7* 
sons  P = mp  et  Q=  np , c’est-à-dire  exprimons  par  m l n 
le  rapport  des  forces  P et  Q;  partageons  ensuite  AB  en  deux 
parties  qui  soient  dans  ce  rapport,  nous  aurons 

P : Q ::  ad  : db.  . . (a). 

Portons  AD  de  A en  A/,  et  DB  de  B en  B',  nous  aurons  en- 
core, parce  que  A'D  et  DB'  sont  doubles  de  AD  et  de  DB, 

p : Q : a'd  : db'  ::  min. 

Par  conséquent , si  l’on  partage  A'D  en  m parties  égales,  DB' 
le  sera  en  n,  et  A'B' contiendra  autant  de  parties  égales  que 
P -f-  Q contient  p\  et  comme  deux  des  points  de  division  a y 
a , d",  etc.,  séparent  trois  parties,  que  trois  en  séparent 
quatre,  et  ainsi  de  suite,  A'B' renfermera  un  point  de  di- 
vision de  moins  que  de  parties.  Appliquant  une  force  p à 
chaque  point  de  division,  il  en  restera  une  dont  nous  porte- 
rons une  moitié  en  A'  et  l’autre  en  B',  et  toutes  nos  forces 
partielles  seront  distribuées  sur  A B'.  Or,  les  points  A'  et  D 
étant  également  éloignés  de  A,  la  force  £ p , appliquée,  en 
A',  fera  équilibre  à la  moitié  de  la  force  p appliquée  en  D, 
et  leur  résultante  sera  égaje  à leur  somme  , et  passera  par  le 
point  A.  Il  en  sera  de  même  des  forces  p et  p appliquées  en 
a'  et  en  a /f  des  forces  p et  p appliquées  en  a"  et  en  au  , ainsi 
de  suite;  de  sorte  que  la  résultante  de  toutes  les  forces  par- 
tielles distribuées  sur  A'D  passera  par  le  point  A,  et  sera 
égale  à leur  somme,  c’est-à-dire  à P.  On  prouverait  qu’il  en 
est  de  même  de  DB'  à l’égard  de  Q.  Ainsi , le  système  de  toutes 


to 
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les  forces  partielles  distribuées  sur  A'B'  peut  être  rem- 
placé par  deux  forces  P et  Q,  appliquées  aux  points  A et  B. 

Mais  on  peut  autrement  combiner  ces  forces  parallèles, 
car  en  les  prenant  deux  à deux  à égale  distance  du  milieu 
O de  AB',  on  prouvera  facilement  que  la  résultante  de  toutes 
passe  par  ce  point  O,  et  est  égale  à leur  somme  P -fi-  Q. 

Il  ne  reste  plus  qu’à  déterminer  la  position  du  point  O. 
Pour  cela,  nous  remarquons  que  A' O (fig.  7) , moitié  de 
AB',  équivaut  à AB;  remplaçant  cette  valeur  dans  l’é- 
quation suivante,  donnée  par  l’inspection  de  la  figure 


AO  = A'O  — AA  , 

on  aura  AO  = AB — AA',  ou  plutôt  AO=  AB — AD  = DB  ; 
on  reconnaîtra  de  même  que  OB=  AD.  Mettant  ces  valeurs 
de  DB  et  de  AD  dans  la  proportion  (a) , il  viendra 

Q : p ::  ao  : ob.  . . (z>). 

Quand  P et  Q sont  incommensurables,  cette  proportion, 
Fig.  7.  fondée  sur  le  partage  de  A' B'  (fig.  7)  en  m-\-n  parties  égales, 
n’est  plus  démontrée;  mais  elle  le  devient  en  prenant  pour 
points  de  division  ceux  de  la  droite  A'B'  qui , parce  qu’a- 
lors  Ka  , ci  a",  etc. , sont  infiniment  petits  (*)  , est  continue. 

23.  Cette  proportion  subsiste  encore  pour  des  forces 
Fig.  8.  parallèles  P et  Q appliquées  (fig.  8)  aux  points  C et  D d’une 
oblique  CD;  car  en  menant  AB  à angles  droits,  et  en  trans- 
portant les  points  d’application  aux  points  A et  B des  direc- 
tions de  P et  de  Q,  la  proportion  (ô)  a lieu;  et  si  l’on  y rem- 
place le  rapport  de  AO  à OB  par  celui  de  OC  à OD  fourni 
par  la  similitude  des  triangles  ACO,  BOD,  on  aura 

q : p ::  oc  : od. 


(*)Si  1*°«  voulait  éviter  la  considération  des  infiniment  petits,  dans  le 
cas  de  l'incommensurabilité,  on  f ourrait  démontrer  par  l'a!  surde  la  jus- 
tesse de  la  proportion  précédente,  ou , ce  qui  revient  au  même , de  celle-ci  : 

Q : P 4*  Q ::  AO  : AB, 
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Concluons  que,  lorsque  deux  forces  parulleles  et  inégales  P 
et  Q sont  appliquées  aux  extrémités  C et  D d3  une  droite 
Cl) j leur  résultante  partage  cette  droite  en  deux  parties  qui 
sont  en  raison  inverse  des  intensités  de  ces  forces.  ®* 

2f  Ce  théorème  nous  offre  un  moyen  facile  de  démon- 
trer celui  du  parallélogramme  des  forces  dont  voici  l’é- 
noncé : Si  deux  forces,  P et  Q qui  concourent  en  un  point 
A ( lig.  9)  sont  représentées  par  les  parties  AB  et  AC^XZ-  9* 
prises  sur  leurs  directions  et  proportionnelles  à leurs  in- 
tensités j la  résultante  de  ces  forces  sera  également  repré- 
sentée en  intensité  par  la  diagonale  du  parallélogramme 
construit  sur  AB  et  ACj  et  en  suivra  la  direction. 

Il  est  d’abord  évident  que  cette  résultante  passe  par  îe 
point  de  concours;  car  l’action  mutuelle  des  deux  forces 


qu'on  obtient  en  ajoutant  les  antécédens  aux  conséquens.  En  effet,  si 
celte  proportion  était  inexacte,  ce  serait  parce  que  son  quatrième  terme 
devrait  être  plus  grand  ou  plus  petit  que  AB.  Supposons-lo  plus  grand  et 
égal  h Ab  (üg.  8),  cette  hypothèse  nous  donnerait 

Q:  P + Q::  AO:  A&j  • 

alors,  en  partageant  Ab  en  parties  égales  moindres  que  B&,  un  de* 
points  de  division  tomberait  entre  B et  b,  et  en  appliquant  h ce  point 
n la  force  Q,  on  aurait,  par  ce  qui  précède. 


Fig.  3. 


Q:P  + Q::AO':  A». 

La  droite  ACE,  qui  entre  dans  ccttc  proportion  , est  plus  grande  que  AO  ; 
car  , que  P et  O soient  incommensurables  ou  non  , le  point  O' sera-  le  mi 
lieu  de  2A  ri  tout  aussi  bien  que  O c'ait  celui  de  2 AB;  et  comme  An  sur- 
passe AB,  il  faut  aussi  que  AO  surpasse  AO.  Cela  posé,  on  tire  des  se- 
conda rapports  des  proportions  precedentes  , 

AO  : Ab  AO'  : Art  ; 
et  en  changeant  les  moyens  de  place, 

AO  : AO'  ::  Ab  : An  p 

proportion  absurde  , puisque  AO  est  plus  petit  que  AO',  comme  on  vient 
de  le  démontrer , tandis  que  Ab  surpasse  An.  On  prouverait  de  la  même 
manière  que  lê  quatrième  terme  de  la  proportion  ne  pourrait  être  plu* 
petit  que  AB  , ce  qui  montre  qu’il  ne  diffère  pas  de  cette  droite  AB. 
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se  réunissant  pour  entraîner  ce  point,  il  ne  peut  qu’ap- 
partenir à !a  direction  de  la  force  unique  qui  est  la  ré- 
sultante des  deux  autres. 

PI  ^es  forces  P et  Q,  en  concourant  en  un  point  A 

( %•  9 )>  déterminent  un  plan  PAQ  dans  lequel  la  direc- 
tion de  la  résultante  doit  être  comprise.  En  effet,  si  cette 
i ésultante  était  située  au-dessus  de  ce  plan  , toutes  les  raisons 
quon  pourrait  donner  pour  prouver  qu’elle  doit  suivre 
cette  direction  pourraient  s’appliquer  pour  prouver  qu’elle 
doit  suivre  une  direction  située  symétriquement  au-dessous; 
donc  la  résultante  ne  suivra  ni  l’une  ni  l’autre. 

Fig.  to,  ^ ne  sera  Pas  P^us  difficile  de  démontrer  que  cette 

ni  et  i2.  résultante  suivra  la  droite  AD  (lîg.  io,  ii  et  I2j  qui  par- 
tage l’angle  de  ces  forces  en  deux  parties  égales. 

En  effet,  la  droite  AD  partageant  l’angle  PAQ  en  deux, 
parties  égales,  si  la  droite  Am  était  la  résultante,  il  exis- 


i3 


îerait  une  autre  droite  An  absolument  située  , à l’égard  de 
AD,  de  AQ  et  de  AP,  comme  A m l’est  à l’égard  de  AD, 
de  AP  et  de  AQ  ; de  sorte  que  toutes  les  raisons  qu’on 
pourrait  donner  pour  prouver  que  A m est  la  résultante. 


pourraient  s’appliquer  pour  prouver  que  An  est  aussi  la 
résultante;  d’oîi  l’on  conclurait  qu’il  y aurait  deux  résul- 


tantes, ce  qui  est  impossible:  donc  la  résultante  ne  peut 
être  dirigée  que  suivant  AD. 

2 7*  Supposons  maintenant  que  deux  forces  inégales  P et 
Q concourent  en  A (fig  io),  et  que  le  parallélogramme 
ALCD  ait  pour  cotés  les  droites  AB,  AC,  proportionnelles 
aux  forces  P et  Q,  et  situées  dans  leurs  directions.  11  s’agit 
de  démontrer  que  la  résultante  de  P et  de  Q , qui,  d’après 
ce  qui  précédé,  passe  par  le  point  A,  passera  aussi  par 
1 extrémité  D de  la  diagonale  AD.  Pour  cela,  ayant  pris 
DE'±r  AB  ==  P,  menons  la  parallèle  EF  à la  droite  AB  , et 
appliquons  en  E et  en  F deux  forces  Q'  et  Q"  égales  à Q , 
et  dirigées  en  sens  contraires  dans  la  direction  de  FF;  ces 
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forces  se  détruiront , et  par  cela  même  nous  serons  en 
droit  de  substituer  aux  forces  P et  O les  quatre  forces 
P,  Q,  Q'  et  Q".  En  considérant  P et  Q'  comme  deux 
forces  appliquées  aux  points  B et  E de  la  droite  inflexible 
BE  , comme  on  a par  construction 

p :Q'  ::  de  : bd, 

il  suit  du  dernier  théorème  qu’on  a démontré,  que  la 
résultante  R des  forces  P et  Q'  passera  par  le  point  D. 
ir  un  autre  côté,  si  l’on  transporte  la  force  Q au  point  F 
de  sa  direction,  les  forces  égales  Q et  Q"  auront  une  ré- 
sultante S qui,  divisant  l’angle  Q"FQ  en  deux  parties  égales, 
art.  26  , passera  par  l’extrémité  D de  la  lozange  CDEF  ; nous 
am  ons  donc  deux  résultantes  R et  S qui,  concourant  au  point 
D,  passeront  par  ce  point.  Il  en  sera  donc  de  même  de  la  ré- 
sultante de  P et  de  Q,qui  ne  diflere  pas  de.  celle  de  R et  de  S. 

28.  Il  nous  reste  à démontrer  que  les  composantes  P 
et  Q étant  représentées  en  intensités  par  les  droites  AB 
et  AG  (fi g.  i4)  , la  résultante  doit  l’être  par  la  diagonale  AD.  !' > 

En  effet  , si  au  point  A (fig.  1 4)  3 et  dans  la  direction 
de  la  di  agonale  AD  du  parallélogramme  BAC  des  forces 
P=rAB  et  Q = AC , on  applique  une  force  inconnue  X 
égale  et  directement  opposée  à leur  résultante,  l’équilibre 
subsistera  entre  ces  trois  forces.  On  pourra  donc  regarder 
à son  tour  Q comme  directement  opposé  à la  résultante 
des  forces  X et  P;  d’oii  il  suit  que  si,  par  l’extrémité  B 
de  cette  dernière,  on  mène  BE  parallèle  à X,  cette  pa- 
rallèle rencontrant  en  E la  direction  de  la  diagonale  Q, 
déterminera  BE  pour  le  côté  qui,  dans  le  parallélogramme 
BAFE,  sera  opposé  , et  égal  au  côté  X;  mais  BE  comme 
côté  du  parallélogramme  ED,  est  égal  à la  diagonale  AD 
du  parallélogramme  des  forces  P et  Q ; donc  X — AD  : 
ce  qui  prouve  que  l’intensité  de  la  résultante  se  mesure 
par  la  longueur  de  la  diagonale. 
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29.  Un  des  premiers  corollaires  que  l’on  peut  tirer 
, 3 Pr°P°sition  du  parallélogramme  des  forces,  est  la 
relation  tngonometrique  qui  existe  entre  deux  forces  P et 
^ qui  concourent  en  un  point  A et  leur  résultante  R.  Pour 

o Jtenir,  prenons  sur  les  directions  de  ces  forces  (fie.  1 5) 

des  parties  AB  et  AC  proportionnelles  à ces  forces  et 
construisons  ïe  parallélogramme  ABDC,  nous  aurons 

P : Q : R ::  ab  : ac  : ad. 

e côté  BD  étant  égal  a AC  , on  peut  ne  considérer  que  les 
cotes  du  triangle  ABD , et  la  proportion  précédente  devient 

p : Q : R ::  a b : bd  : ad. 

D une  autre  part,  les  côtés  d’un  triangleétant proportionnels 
aux  sinus  des  angles  qui  leur  sont  opposés,  on  a encore 


AB  : BD  : AD  ::  sin  BDA  : sinBAD  : sin  ABD. 

On  tire  de  ces  proportions  , 

p • Q : R ::  sin  BDA  : sin  B AD  : sin  ABD. 

Le  triangle  des  forces  est  ainsi  ramené  à la  Trigonométrie. 
00.  Par  exemple,  si  l’on  donnait  les  deux  composantes  AC  et 

AB,  et l’angle  BAC  qu’elles  forment  entre  elles,  et  qu’on  voulût 

déterminer  la  résultante,  comme  l’angle  BAC  est  supplément 
de  angle  ABD  , on  connaîtrait  dans  le  triangle  ABD  l’angle 
B et  les  deux  côtés  compris;  il  serait  donc  facile  de  déter- 
miner par  la  Trigonométrie  le  côté  opposé  AD  = R.  Au 
reste,  on  calculerait  aisément  R par  la  formule  (*) 

Rs  = P2  4-  Qa  — 2PQ  cos  B. 

3i.  Si  l’on  veut  que  l’angle  qui  entre  dans  cette  fot- 
mule  soit  l’angle  BAD  des  forces,  cet  angle  étant  supplé- 


3.  C)  Pour  la  démontrer , le  triangle  AED  , rectangle  en  D,  nous  donne 

AD1  = (BD  — BE)*  -f-  AE*  ; 

mettant  dans  celte  équation  AB  cos  B et  AB  sin  B à la  place  de  BE  et  de 
AL,  et  remplaçant  an’  B -f.  eos*  B par  l'unité  , on  réduira. 
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ment  de  Pangîe  B , on  doit  avoir  cos  B = — cos  A ; par 
conséquent  on  a la  relation  suivante  entre  la  résultante  , 
les  deux  composantes  et  l’angle  qui  est  compris  entre  ces 
dernières , 

Ra  — Pa  -f  Qa  4“  2PQ  cos  A. . . (i). 

32.  Lorsqu’on  a plusieurs  forces  qui , quoique  situées 
dans  ces  plans  différons,  concourent  en  un  point  A,  on 
en  peut  toujours  déterminer  la  résultante;  car  il  suffit 
de  composer  ces  forces  deux  à deux  et  de  leur  substituer 
leur  résultante  , pour  diminuer  successivement  le  nombre 
des  forces  du  système  et  les  réduire  enlin  à une  seule. 

33.  Il  existe,  sur  la  composition  de  plusieurs  forces 
qui  concourent  en  un  point,  une  construction  graphique 
très  remarquable. 

La  voici  : soient  (fig.  17)  P,  P',  P",  P'*,  etc.  , plusieurs  Fig. 
forces  qui  concourent  en  un  point  A,  et  que  nous  représen- 
terons par  les  parties  A p,  Ap' , A p" , A p" , etc.,  de  leurs 
directions  : on  mènera  à A p la  parallèle  pr  égale  à A p , 
et  l’on  formera  le  parallélogramme  Aprp  ; la  diagonale 
Ar=Rsera  la  résultante  de  P et  de  1^  : menant  ensuite  rr  pa- 
rallèle et  égale  à A//,  et  formant  le  parallélogramme  Arrp\ 
la  diagonale  A / sera  la  résultante  de  R et  de  P"  ou  des  forces 
P,  P',  P".  On  voit  que  par  ce  procédé  011  construira  un  po- 
lygone A prr’r",  etc. , dont  les  côtés  seront  parallèles  aux  di- 
rections des  forces  P7,  P",  \)IU,  etc.,  et  dont  les  longueurs  res- 
pectives représenteront  les  intensités  des  forces  P,  P',  P", etc. 

Les  distances  de  A aux  angles  de  ce  polygone  seront 

A r résultante  de  P et  de  ly, 

Ar'  résultante  de  P,  de  P'  et  de  P", 

A/'  résultante  de  P,  de  P',  de  P"  et  de  P'*. 

En  continuant  ainsi,  l’on  voit  que  la  distance  de  A à l’eX' 
trémité  /n)  du  dernier  côté  du  polygone  Ar//'...  rO), 
»era  égale  à la  résultante  de  toutes  les  forces. 
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Des  forces  appliquées  à un  même  point  et  qui  sont 
situées  dans  un  même  plan. 

Fig*  >9*  34-  Soient  P,  P , P , P , etc.  (fig.  18),  différentes  forces 

situées  dans  un  plan  , et  qui  aboutissent  à un  point  A : nous 
mènerons  par  ce  point  les  axes  rectangulaires  Ax et  Ay,  et  en 
représentant  ces  forces  P,  P',  P%  etc. , par  les  parties  AP, 
AP',  AP",  etc.,  de  leurs  directions,  nous  les  décompo- 
serons chacune  en  deux  autres  dirigées  suivant  les  axes 
Ax  et  A y.  Pour  cet  effet,  soient  u,  u,  a",  etc.,  les  angles 
que  les  forces  P,  P',  P",  etc.,  font  avec  Paxe  des  x>  et  C,  £', 
C",  etc.,  les  angles  quelles  font  avec  l’axe  des  y.  Comme 
on  sait  qu’en  général  lorsque  l’hypothénuse  AB  (lig.  19) 
d’un  triangle  rectangle,  fait  un  angle  A avec  l’un  des  côtés, 
le  côté  adjacent  a pour  expression  AB  cos  A,  tandis  que 
le  côté  opposé  à l’angle  A est  égal  à AB  sinA  (*),  on 
pourra  facilement  calculer  les  composantes  des  forces  P, 
PV  Pw>  etc.,  suivant  les  axes;  car  la  force  P,  représen- 
tée par  AB,  faisant  un  angle  « suivant  l’axe  des  x,  et  un 
angle  £ avec  celui  desy,  on  aura  pour  ses  composantes, 

AC  = P cosu,  BC  = PcosC. 

On  trouverait  de  même  que  les  torces  P',  P",  Pw,  etc.  , 
ont  pour  composantes  dans  le  sens  des  x , 

P'  eos  P"  cos  et",  P"  cos  u”,  etc. , 
et  dans  le  sens  des  y, 

P'  cos  £',  P"  cos  £",  P'"  cos  C",  etc. 

Si  Ion  ajoute  toutes  les  composantes  dirigées  suivant 

{*)  Pour  le  dcnïontrer,  il  suffit  de  remarquer  qu’on  a les  proportions 

(fig*  19) 

AB  : AC  ::  1 : cos  a , ar  : bc  : : 1 : sin  a ; 

d’où  Ton  tire 

AC  = AB  cos  A , BC  = AB  sin  A* 
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l’axe  des  x,  et  qu’on  fasse  la  même  chose  à l’égard  des 
composantes  dirigées  suivant  Taxe  des  y,  eu  représentant 
ces  sommes  par  X et  par  Y , nous  aurons 

P cos  u -{-  P'  cos  cl'  -f-  P"  cos  u"  -f-  etc.  — X, 

P cos  £ -}-  P/  cos  % -f-  P"  cos  £"  -f-  etc.  — Y, 

et  alors  toutes  les  forces  seront  réduites  à deux,  l’une  X 
qui  agira  suivant  l’axe  des  x,  et  l’autre  Y qui  agira  suivant 
l’axe  des  y.  Nommant  R la  résultante  de  ces  deux  forces, 
elle  nous  sera  donnée  par  l’équation 

X2  4-  Y2  = R2. 

35.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  attribué  le  signe 
positif  à tous  les  cosinus,  parce  que  nous  les  avons  consi- 
dérés en  général,  mais,  dans  la  pratique,  il  faudra  avoir 
égard  aux  signes  qui  doivent  les  affecter.  C’est  ce  qui  va 
s’éclaircir  par  les  considérations  suivantes.  Soit  donc  un 
point  M ( fig.  20  ),  que  sollicite  une  force  représentée 
en  intensité  par  la  droite  MP.  En  décomposant  cette  force 
en  deux  autres  dirigées  suivant  les  axes  rectangulaires  Ma-, 
M y,  si  l’on  donne  l’angle  a que  cette  force  fait  avec  l’axe 
Ma,  ses  composantes  seront  évidemment 

MC  — MP  sin  «,  MD  — MP  cos  u. 

En  admettant  que  les  forces  dirigées  suivant  Mx  soient 
positives  lorsqu’elles  agissent  de  M en  x,  la  composante 
MD  sera  positive.  Si  la  force  MP  prend  ensuite  la  position 
MP',  l’angle  «,  mesuré  par  l’arc  AP,  augmentera,  et  le  co- 
sinus diminuera;  de  sorte  que  si  la  force  MP  tombe  dans 
l’angle  droit  j/MB , et  devient  MP",  son  cosinus  changera  de 
signe;  et  l’on  voit  qu’en  effet  la  composante  de  MP",  repré- 
sentée par  MD",  est  alors  négative,  et  tend  à entraîner  le 
point  M dans  un  sens  opposé  à celui  ou  elle  le  sollicitait 
quand  la  force  avait  la  position  MP,  et  que  la  composante 
était  MD.  Voilà  donc  deux  forces,  MD  et  MD",  qui  sont  de 
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lignes  contraires;  et  l’on  voit  que  pour  déterminer  ces  signes 
il  suffit  d’attribuer  à cos  a la  valeur  qui  lui  convient,  eu 
égard  à l’angle  auquel  il  correspond.  De  cette  manière,  nous 
pourrons  admettre  que  toutes  les  force  MP,  MP',  etc.,  qui 
sollicitent  un  point  M,  soient  positives  * pourvu  qu’on  chai- 
sisse  convenablement  le  signe  qui  appartient  au  cosinus. 

36.  Si  la  force  que  nous  considérons  tombait,  comme  MP'*, 
au-dessous  de  Ab,  il  faudrait  donc,  en  mesurant  l’angle  te 
par  un  arc  ALBP*,  considérer  un  angle  plus  grand  que  la 
demi-circonférence.  Pour  éviter  ces  inconvéniens,  nous  con- 
viendions  de  mesurer  les  angles  a et  £ indistinctement  de 
chaque  côté  de  leurs  axes  respectifs.  Ainsi,  lorsque  notre 
force  tombera  au-dessous  de  AB,  l’angle  « sera  mesuré,  non 
par  l’arc  ALBP",  mais  par  l’arc  AP",  qui  a le  même  cosinus. 
De  cette  maniéré,  nous  n’emploierons  plus  que  des  arcs  qui 
n’excèderont  pas  2.00°.  Il  est  vrai  que  quand  on  donnera  l’angle 
*>  comme  il  pourra  être  porté  de  A en  P,  ou  de  A en  P®,  il 
semble  qu’on  ne  pourra  plus  distinguer  entre  elles  les  di- 
rections des  forces  MP  et  MP*;  mais  tout  doute  cessera  à cet 
égard  si  l’on  fait  attention  que  l’angle  Q déterminera  cechoix, 
puisque  cet  angle  est  aigu  pour  la  force  MP,  et  obtus  pour 
la  force  MP'". 

87.  En  général,  de  quelque  manière  que  soit  située 
notre  force,  comme  elle  doit  tomber  dans  l’un  des  quatre 
angles  droits  formés  autour  du  point  M,elle  11e  peut  prendre 
à 1 égal  d de  ces  angles  que  l’une  des  quatre  positions  indi- 
quées dans  les  fig.  21 , 22 , 23  et  24. 

Dans  la  i»e,  a et  S aigus donnent  cos  * et  cos  C positifs, 

Dans  ta  ame,  * obtus  et  C aigu  donnent  cos  * négatif  et  cos  C positif, 

Dans  la  a et  C obtus donnent  ccs  et  et  cos  C négatifs, 

Dans  la  4™e,  * aigu  et  C obtus  donnent  cos  et  positif  et  cos  * négatif. 

On  voit  que  tous  ces  angles  sont  mesures  chacun  par  un 
arc  qui  ne  surpasse  pas  200°. 

38.  11  est  h remarquer  que  les  signes  de  ces  cosinus  sont 
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ceux  des  coordonnées  x et  y du  point  B.  Par  exemple,  lorsque 
îe  point  B est  situé  dans  l’angle  xk y (%.  22),  x est  négatif 
et  y positif,  et  l’on  a aussi  cos  * négatif  et  cos  G positif. 

Sq.  Pour  donner  un  exemple  delà  détermination  des  si- 
gnes des  cosinus,  cherchons  la  résultante  des  forces  P P' 

P'  , P , P1Ÿ,  disposées  comme  dans  la  fig.  25,  et  qui  toutes  Fig.  25. 
tendent  à entraîner  le  point  A : en  attribuant  îe  signe  positif 
ou  le  signe  négatif  aux  forces  qui  correspondent  à des  angles 
aigus  ou  obtus,  les  composantes 


deP  ■ 

f -f-  P cos  et, 

~h  P cos 

c 

de  P'  / 1 

i + P'  COS  et  , 

— P'  COS 

G' 

de  P"  ■>  seront  4 

+ P"  COS 

— P"  cos 

G" 

de  P'"  5 1 

| P*  COS  et" , 

— P'"  cos 

c 

de  PIV  ] | 

. — FIV  COS  «lv, 

-f-  P1Y  cos 

G'\ 

On  ajoutera  les  composantes  qui  agissent  dans  un  sens , et 
1 on  retranchera  de  cette  somme  celles  qui  «agissent  en  sens 
contraire , et  l’on  obtiendra 


P cos  * 4-  P'  cos  et  -P  P"  cos  a!'  — P * Cos  ù" 
P cosb-pPlvcos  blv  — P'  cos  G'  — p,;  cos  G 


— PIV  cos  *1V  = X, 
" — P'"  cos  GT  - Y. 


Fig. 


25. 


4».  Si  l’on  se  réserve  de  déterminer  les  signes  des  cosinus 
lorsque  l’on  passera  à la  pratique,  on  peut'  donner  à tous 
les  cosinus  le  signe  positif,  et  l’on  aura  en  général 

P cos  * + P'  cos  » 4-  P"  cos  a"  + etc.  =X. 

P cos  £ 4-  P'  cos  £'  + P”  cos  Q“  -f-  etc.  = Y (3)’ 

41-  La  résultante  étant  la  diagonale  d’un  parallélogramme 

dont  les  côtés  rectangulaires  sont  X et  Y,  sera  donnée  par 
1 équation  v r 

V/X2  + Ya-R (4). 

Ii  ne  s agit  plus  que  d’en  déterminer  la  position.  Pour  cet 
effet,  si  nous  nommons  a et  b les  angles  que  cette  résul- 
E/c’m.  de  Mécanique . 2 
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tante  fait  avec  les  axes  coordonnés,  nous  aurons 
X=Rcos «,  Y = R cos  ù , 

d’où  nous  tirerons 

cos  a— g-,  cosù  = ^- (^)* 

Les  seules  données  du  problème  étant  P,  P',  P",  etc.  , 
cos*,  cos  cos  etc.,  cos  C,  cos  C',  cos  b",  etc.,  ces 
données  feront  connaître  X et  Y,  !au  moyen  des  équa- 
tions (2)  et  (3).  Ces  valeurs  étant  substituées  dans  la  for- 
mule (4) , on  aura  la  résultante  R,  et  la  position  en  sera  dé- 
terminée par  les  équations  (5). 

42.  La  ligne  de  direction  passant  par  le  point  A , aura 
pour  équation  celle  d’une  droite  menée  par  l’origine.  Cette 
équation  sera  donc 

sin  a 

y — *tang«,  ou  y — 

changeant  sin  a en  cos  b , parce  que  les  angles  a et  b for- 

a6-  mes  par  la  résultante  R avec  les  axes  kx  et  ky  ( 1%.  26  ) , 

sont  complémens  l’un  de  l’autre  , nous  obtiendrons 

cos  b 

y = x ? 

J cos  a 

et  en  mettant  dans  cette  équation  les  valeurs  de  cos  a et  de 
cos  b données  par  les  équations  (5) , on  aura 

Y 

^X*’ 

43  Dans  le  cas  de  l’équilibre,  l’intensité  de  la  résultante 
R étant  nulle,  la  formule  (4)  devient 

+ Y " = o,  ou  plutôt  .V  -4-  V = o. 

Comme  tout  carré  est  essentiellement  positif,  et  qu’une 
somme  de  quantités  positives  ne  peut  être  égale  à zéro  , à 
moins  que  chacune  ne  soit  nulle  séparément,  on  a 
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X — O,  Y rrz  o. 

Telles  sont  les  équations  de  l’équilibre  de  plusieurs  forces 
qui,  étant  situées  dans  un  même  plan,  sont  appliquées 
immédiatement  à un  point  A. 

44-  Si  X seul  était  nul,  on  aurait 

— E , cos  « ~ o , cos  b = dz  i . 

Ces  équations  font  voir  que  la  résultante  serait  dirigée  sui- 
vant Taxe  des  y. 

On  prouverait  de  même  que  si  Y seul  était  nul,  la  résul- 
tante serait  dirigée  suivant  Taxe  des  x. 

Observations  générales  sur  les  forces  situées  dune 
maniéré  quelconque  dans  l’espace . 

45.  Lorsque  trois  forces  agissent  d’une  manière  quel- 
conque dans  l’espace,  et  concourent  en  un  point , elles  don- 
nent beu  a un  théorème  analogue  au  parallélogramme  des 
forces,  c est  celui  de  leur  parallélépipède.  La  démonstra- 
tion en  est  très  facile.  En  effet,  soient  AP,  AP'  et  AP",  trois 
forces  appliquées  à un  point  A;  si  Ton  prend  les  lignes  AB, 

AC  et  AD  (fig.  27  ),  proportionnelles  à ces  forces,  et  que  Fig.  2 
Ton  construise  le  parallélépipède  DE,  on  voit  d’abord  que 
la  diagonale  AE  de  la  base  de  ce  parallélépipède  est  la  ré- 
sultante des  forces  AC  et  AB.  Remplaçant  ces  deux  forces 
par  AE,  la  résultante  cherchée  sera  celle  de  AE  et  de  AD, 
et  se  terminera  à l’extrémité  F de  la  droite  FE  parallèle  et 
égale  au  côté  AD:  elle  sera  donc  la  diagonale  AF  du  paral- 
lélépipède DE. 

46.  Si  les  trois  forces  sont  rectangulaires,  l’angle  AEB 
est  droit , et  nous  avons 

AE2  AB2  -f  BE2; 


2.  . 
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l’angle  E du  triangle  AEF  étant  également  droit,  nous  ayons 

encore  _ 

AF2  = AE2  + FE2. 


Remplaçant  AE2  par  sa  valeur  donnée  par  la  précédente 
équation , nous  trouverons 

AF2  = AB2  4-  BE2  4 FEft. 

Substituant  les  droites  AC  et  AD  à leurs  parallèles  BE  et 
FE?  et  passant  à la  racine,  nous  obtiendrons  enfin 


AF  =3  V/A-B2  + AC2  4 AD2  O , 


R—  V/pa-f-p'3  + p,/a> 

en  désignant  par  R la  résultante  de  nos  trois  forces. 

4^.  De  même  que  nous  avons  rapporté  à deux  axes  rec- 
tangulaires les  forces  qui  agissent  dans  un  plan,  de  même 
nous  rapporterons  à trois  axes  rectangulaires  les  forces  qui 
agissent  dans  l’espace.  Ainsi  ayant  fixé  trois  axes  rectangu- 
as.  ] ai reS  en  un  point  quelconque  O,  nous  mènerons  (fig.  29) , par 
' le  point  d’application  d’une  force  P,  trois  axes  rectangu- 
laires Ax,  A y et  As,  parallèles  aux  axes  coordonnés;  et. 
nommant  C,  y , les  angles  que  cette  force  P , représentée 
par  AD,  fait  respectivement  avec  ces  axes,  la  direction  de 
cette  force  sera  déterminée  lorsque  ces  angles  seront  connus. 


(+)  cettc  formule  revient  h celle  qui  exprime  la  distance  des  points  A 
28.  et  F (fis-  28);  car  soient  x',  z'  les  coordonnées  du  point  A et  x, 
<y1  z celles  du  point  F,  on  a 

— PQ  = IL  = OL  = OL  — 01  = x — xrf 
AC  = BE  = QH  = HP  — QL  = HP  — PI  = r — ï\ 

AD  = FE  = FH  - EH  — FH  — AP  = z — 

substituant,  il  vient, 

AF  = 1/  (X  — 


x')*  -f-  ( Y ' — y'y  + (2  — a'P* 
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48.  Ces  angles  serviront  également  à faire  connaître  les 
composantes  de  P suivant  les  axes  Ax , A y et  Az.  En  effet  ? 
DC  étant  perpendiculaire  au  plany-Ax,  l’angle  DCA,  sera 
droit  ; donc  le  triangle  rectangle  ADC  , dans  lequel  l’angle 
D adjacent  au  côté  DC,  est  par  hypothèse  y,  nous  donnera 
( note  de  l’art.  34  ) 

DC  — AD  cos  y . . . . (6). 

En  considérant  ensuite  tour  à tour  les  composantes  AB  et 
CB , on  prouverait  de  même  qu’on  a 

AB  “ AD  cos  a,  BC  = AD  cos  G . . . (7)  j 

mettant  P à la  place  de  AD,  les  trois  composantes  rectan- 
gulaires de  P seront  donc  P cos  a , P cos  G et  P cos  y. 

4<j.  Une  propriété  importante  des  axes  rectangulaires 
est  que,  lorsque  deux  des  trois  angles  u,  G,  y,  sont  donnés, 
le  troisième  en  résulte  nécessairement.  Pour  le  démontrer , 
nous  remarquerons  d’abord  que  le  carré  de  la  diagonale  AD 
étant  égal  à la  somme  des  carrés  des  trois  composantes, 
(art.  46),  nous  aurons 

ABJ-f  BC2+DC2  — AD*. 

Substituant  dans  cette  équation  les  valeurs  des  termes  du 
premier  membre,  données  par  les  équations  7 et  G,  et  sup- 
primant ensuite  le  facteur  commun  AD2,  il  restera 

cos2  « + cos2  » -f-  cos2  y = 1 . . . (8)  [note  seconde). 
Cette  équation  nous  donne 

cos  y — — y/  l — cos2  a — cos2  S . . . (9)  ; 

et  comme  on  tirerait  des  valeurs  analogues  pour  les  deux 
autres  cosinus,  il  en  résulte  que  l’un  des  trois  angles  que 
fait  la  direction  de  la  force  P avec  les  axes  Ax,  Ay  et  Az, 
est  déterminé  lorsque  les  deux  autres  le  sont. 

5o.  Le  double  signe  qui  affecte  le  radical  de  l’équation 


» 
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9,  nous  indique  que  le  cosinus  de  l’un  des  angles,  peut  être 
positif  ou  négatif.  Le  premier  cas  arrive  lorsque  cet  angle 
est  aigu,  et  le  second  lorsqu’il  est  obtus. 

Or,  on  verra  facilement  que  l’angle  y sera  aigu  ou  ob- 
tus, selon  que  la  force  P tombera  au-dessus  ou  au-des- 
sous du  plan  a; A y,  c’est-à-dire  du  côté  des  z positifs  ou  du 
côté  des  z négatifs. 

La  même  observation  s’applique  aux  cosinus  des  angles 
u et  £,  considérés  relativement  aux  axes  des  x et  des  y.  En 
général,  les  signes  des  cosinus  seront  les  mêmes  que  ceux 
des  coordonnées  x, y,  z comptées  du  point  A. 

5 1.  On  emploie  encore  pour  déterminer  les  signes  des 
cosinus,  une  règle  qui  est  fondée  sur  l’art.  10.  En  effet,  si 
• Ax  ( fîg,  3o),  indique  la  direction  de  l’une  des  compo- 
santes, cette  composante  sera  positive  ou  négative,  selon 
qu’elle  agira  de  A vers  x , ou  de  A vers  x . Dans  le  pre- 
mier cas  son  effet  est  d’écarter  le  point  A de  l’origine  O 
des  coordonnées,  et  dans  le  second  de  l’en  rapprocher.  C’est 
sur  cette  considération  qu’on  a établi  cette  règle  ; Une 
composante  est  positive  lorsqu  elle  tend  à augmenter  la  coor- 
donnée du  point  d* 'application  A ; elle  est  au  contraire  né- 
gative lorsqu  elle  tend  à diminuer  cette  coordonnée. 

Des  forces  appliquées  à un  même  point , et  qui  sont 

situées  dans  l’espace . 

62.  Soient  P,  Pr,  P",  etc.,  diverses  forces  qui  sollicitent 
un  point  A ; menons  par  ce  point  les  trois  axes  coordonnés 
Ax  y Ay  y A z y et  nommons 

a y Ç , y les  angles  que  P fait  avec  les  axes  coordonnés, 

et , Cf , y les  angles  que  P'  fait  avec  ces  axes, 

«5" , Q"y  y les  angles  que  P"  fait  avec  ces  axes, 
etc.  etc. 

En  décomposant  ces  forces  suivant  les  axes  coordonnés  , 
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nous  trouverons  (art.  4^) 


P cos  * ? P cos  C , P cos  y pour  les  composantes  Je  P, 

p'  cos  * , F cos  P'  cos  y pour  celles  Je  P', 

P"  cos  et" , P"  cos  P"  cos  y pour  celles  Je  P", 

etc.  etc.  etc.  etc. 


Si  nous  nous  réservons,  comme  Jans  l’article  (4°)>  Je  Jé- 
terminer  les  signes  Jes  cosinus  lorsque  nous  passerons  a la 
pratique , et  que  nous  représentions  par  X,  Y,  Z les  com- 
posantes Je  la  résultante  cherchée  R suivant  chacun  Jes 
axes  coor Jonnés , nous  aurons 


P cos  ot,  -p  F cos  et  -p  P cos  et'  -p  etc.  — X.  . . (9)  ? 
P cos  C -f-  P'  cos  ^ "P  P cos  "P  e^c‘  ” ^ • (T0)  > 

P cos  y -p  P'  cos  y'  -p  P"  cos  y"  -p  etc.  = Z. . . C1  0* 


53.  X,  Y,  Z étant  les  trois  projections  AB,  BC,  CD 
Je  la  Jroite  AD  (fig.  29)  qui  représente  la  résultante  B,  nous  Dg-  vo- 
mirons ( art.  4^) 

AB3  -P  BC2  -P  CD3  = AD3, 


et  par  conséquent 

X3  4~  Y3 -J- Z3  = R3. 

Ainsi  Bon  Jéterminera  l’intensité  Je  la  résultante  au  moyen 
Je  l’équation 

R — j/X3  -P  Y3 -P Z3.  . . (12). 

D’une  autre  part , si  nous  appelons  ci,  b , c les  angles  que  la 
résultante  fait  avec  les  axes  coor  Jonnés,  les  composantes  Je 
R suivant  chacun  Jes  axes , seront 

R cos  a,  R cos  b,  Pi  cos  c \ • 

et  comme  nous  avons  représenté  par  X , A,  Z ces  compo- 
santes, nous  aurons 

X = R cos  a,  Y^R  cos  b,  Z = R cos  c, 
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^J8-  29-  d’oii  nous  tirerons 

X 7 y Z 

eos  a — j7,  eos^~~?  cos  c—  g.  . . (i3). 

Lorsque  les  forces  P,  P7,  P",  etc.,  et  les  angles  C,  y r 
a > y')  etc.,  seront  donnés,  les  formules  (9),  (10)  et  (1 1) 
nous  mettront  en  état  de  calculer  X,  Y et  Z.  Ces  valeurs 
étant  substituées  dans  l’équation  (12),  nous  ferons  connaître 
R.  On  pourra  donc  ensuite,  au  moyen  des  équations  (i3)  , 
déterminer  les  angles  a } b,  c qui  fixent  la  position  de  la  ré- 
sultante. 

54»  Dans  le  cas  de  l’équilibre , la  résultante  étant  nulle ; 
l’équation  (12)  nous  donne 

Xû  -j-  Y2q-Za  = o. 

Cette  équation  est  la  somme  de  trois  carrés  qui  sont  tous 
essentiellement  positifs  ; par  conséquent  elle  n’est  possible 
que  d’autant  que  chaque  terme  soit  égala  zéro.  Ainsi  l’on  a 

X — - O , Y o , Z r=r  o : 

ces  valeurs  réduisent  les  équations  (9),  (10)  et  (1 1)  à 

P cos  «.-j-F  cos  a'  -f-P"  cos  «+p*  cos  ctw-f-  etc.  — oi 
P cos  £-f-P  cos  £ —f-P  cos  ~j~  P,7/  cos  etc.  = O > . . . ( 1 4) . 
P cos  y -f-P'  cos  y -\~V"  cos  y" -f-P''7  cos  yw-f-  etc.  — oj 

Telles  sont  les  équations  d’équilibre  d’un  système  de  forces 
situées  d’une  manière  quelconque  dans  l’espace  et  appli- 
quées à un  même  point. 

55.  Ces  conditions  étant  remplies , on  va  prouver  que 
l’une  des  forces  est  égale  et  directement  opposée  à la  ré- 
sultante des  autres.  En  effet,  soient  R7  la  résultante  de 
toutes  les  forces  hors  P cos  *}  X7,  Y7,  Z7  ses  composantes  , et 
a , b y c les  angles  qu’elle  fait  avec  les  trois  axes,  on  a 
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X = P'  cos*é  -f-  P"  cos  a"  -j-  Pw  cos  *"  -f-  etc. , 

Y'  — P'  cos  C + P cos  -f-  Pw  cos  Cu  -f-  etc. , 

Zl  — P'  cos  y'  -f-  P"  cos  y"  -j-  Pw  cos  y"  -f-  etc.  : 

au  moyen  de  ces  valeurs,  on  réduira  les  équations  (i4)  à 

P cos  a -}-  X'  “ o , 

P cos  £ -J-  Yr/  ~ o , 

P cos  y + Z'  = o ; 

éliminant  X',  Y',  Z' au  moyen  des  équations 

X'  = R'  cos  a! , X = R'  cos  bJ?  Z'  — IV  cos  c , 
il  viendra 

P cos  x — — R'  cos  â 1 
P cos  C z=z  — R'  cos  b'  > . . . ( 1 5). 

P cos  y = — - R'  cos  c ; 

Elevant  ces  équations  au  carré  et  les  ajoutant , on  trouvera 

P2  (cosV.  -f-  cos2  C -f-  cos2  y)  — R'2  (cos2  a'-f-  cos2  b'  -f  cos2  c)} 

et  comme  la  somme  des  carrés  des  cosinus  des  angles  qu’une 
force  fait  avec  les  trois  axes  est  égale  à l’unité,  cette  équa- 
tion se  réduit  à 

P2  = R'2, 

et  donne 

P — R'  : 

on  ne  prend  ici  P qu’avec  le  signe  positif,  parce  que  les 
signes  qui  affectent  les  forces  dépendant  de  leurs  positions 
respectives , doivent  être  déterminés  par  la  règle  des  cosinus 
que  nous  avons  expliquée  art.  35  et  suivans. 

Substituant  la  valeur  de  P dans  les  équations  (i5),  et  sup- 
primant ensuite  le  facteur  R',  ces  équations  deviennent 

cos  et  = — cos  cl  . . . ( 1 6) , 
cos  £ = — cos  b'.  . . (17), 
cos  y rrz  — cos  c . . . (18). 
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Si  P on  fait  cos  a ~ ni , l’équation  (16)  nous  donne 

cos  ci  — — m. 

Ces  valeurs  de  cos  a,  et  de  cos  a nous  apprennent  que  les 
angles  a et  sont  supplémens  l'un  de  l’autre.  En  effet,  si 
3i.  cos  a est  représenté  par  AC  ( fig.  3i),  cos  a le  sera  par 
AC'  = AC , et  alors  a = D AC  , « = D'AC. 

Or  ces  angles  sont  supplémens  l’un  de  l’autre;  car,  à 
cause  de  AC — AC',  l’égalité  des  triangles  ADC,  D'AC'  nous 
prouvant  celle  des  angles  DAC,  D'AC',  on  peut  changer 
D'AC'  en  DAC  dans  l’équation 

D'AC  -R  D'AC'  = 2 angles  droits; 

et  l’on  voit  que  les  angles  D'AC  et  DAC  ou  a et  u sont  sup- 
plémens l’un  de  l’autre. 

On  prouverait  de  même,  au  moyen  des  équations  (17)  et 
08) , que  Cet  b'  sont  supplémens  l’un  de  l’autre,  et  qu’il 
en  est  de  même  des  angles  y et  c . 

H,  résulte  de  ce  qui  précède,  que  R'  et  P sont  directe- 
ment opposés;  car  si,  par  exemple,  R'  était  situé  au-des- 
sus du  plan  des  x, y dans  la  région  des  x et  des  y positifs, 
P serait  situé  au-dessous,  et  clans  la  région  des  x et  des^y 
négatifs. 

56.  Après  avoir  réduit  toutes  les  forces  à trois  forces 
rectangulaires  X,  Y,  Z,  nous  avons  vu  (art.  45)  que  la  ré- 
sultante R était  la  diagonale  d’un  parallélépipède  dont  les 
côtés  contigus  AB  , AC,  AD  (fig.  27)  seraient  X,  Y,  Z : par 
conséquent  (pour  déterminer  l’équation  de  la  résultante  R 
représentée  par  AF,  il  s'agit  de  trouver  celle  d’une  droite 
AI4  qui  passerait  par  l’origine  A dont  les  coordonnées 
sont  milles,  et  par  le  point  F qui  a pour  coordonnées 
X,  Y,  Z. 

5j.  On  peut  donner  plus  de  généralité  à ce  problème,  en 
supposant  que  le  point  d’application  A ait  pour  coordon- 
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nées  x'y  y , z ) alors  les  coordonnées  du  point  F fftg.  32)  Fig.  3i. 
seront 

*+x,  y+T,  *'+  z. 

Cela  posé,  les  équations  de  la  résultante  étant  celles  d’une 
droite  dans  l’espace,  sont  de  la  forme 

z = ax  + b,  z =z  ay  + b'.  . . (l 9); 

mettant  dans  ces  équations  les  coordonnées  du  point  F 
à la  place  de  x,y,  z , nous  trouverons 

z' -\-7j~clx  -j-aX-j-b -,  z -j-Z=a' y -f-a'Y -\-br . . . (20)  : 

les  coordonnées  x',  y',  z!  du  point  A devant  aussi  satisfaire 
aux  équations  (19),  nous  aurons 

z = ax  -f-  b , z ~ cl  y -f-  . . . (21). 

Retranchant  ces  équations  des  équations  (20) , nous  obtien- 
drons 

Z =1  aX  , Z ~ cl  Y , 

d’où  nous  tirerons 

Z , Z 

« =T. 

D’une  autre  part , éliminant  b et  b'  entre  les  équations  (19) 
et  (21),  nous  aurons 

2 — z'  a ( v — x ) , z — z — cl  ( y — y'  ) : 

mettant  dans  ces  équations  les  valeurs  de  a et  de  a',  il  vien- 
dra enlin  pour  les  équations  de  la  résultante  ( note  troisième ) 


1 


-^  ( .v  x ) , 


z 


/Z 

2 =y  Cr— y)- 
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Des  conditions  d équilibre  lorsque  le  point  auquel  sont  ap- 
pliquées diverses  forces > est  assujetti  ci  rester  constam- 
ment sur  une  surface  dont  lJ équation  est  donnée. 


j8.  Jusqu  h présent  nous  «avons  suppose  que  le  point  materiel,  auquel 
sont  appliquées  les  forces  P , P',  P",  etc.,  était  libre  lorsqu’on  le  sou- 
mettait a 1 action  de  ces  forces  ; si , au  contraire , il  était  assujetti  rester 
constamment  sur  une  même  surface,  les  équations  (i4)  ne  suffiraient  pas, 
et  il  faudrait  que  la  résultante  de  toutes  ces  forces,  au  lieu  d'être  nulle, 
fut  normale  à la  surface  donnée.  Car , si  elle  avait  une  autre  direction , 
en  la  décomposant  en  deux  forces  , l’une  tangente  à la  surface  , et 
1 autre  normale;  la  première  tendrait  à faire  glisser  le  point  matériel,  et 
la  seconde  seule  serait  détruite  par  la  résistance  de  la  surface.  Il  suit  de 
ce  qui  précède,  que  la  résultante  de  toutes  les  forces  agit  sur  le  point 
matériel  dans  le  sens  de  la  normale  à la  surface  donnée^  et  puisque  la 
résistance  que  cette  surface  oppose  à la  force  normale  en  entraîne  la 
destruction , nous  considérerons  cette  résistance  comme  une  force  qui 
serait  directement  opposée  à la  force  normale  que  nous  représenterons 
par  N. 

Si  1 on  connaissait  l’intensité  de  cette  force  N,  et  les  angles  9 , 9',  9", 

qu  elle  lorme  avec  des  axes  parallèles  aux  coordonnées,  on  sent  qu’il  suffi- 
rait d ajouter  à nos  équations  d’équilibre  les  composantes  N cos  9 , 
cos  0 , N cos  6 de  la  force  normale  , ce  qui  fournirait  les  équations, 

IN  cos  0 -f-  P cos  et  -f-  I3/  cos  <x' - f-  P"  cos  a."  -f~  etc.  = o, 

N cos  9'  -j-  P cos  £ ■+*  P'  cos  C -f-  P"  cos  C -f-  etc.  = o , 

N cos  6"-h  P cos  y + P'  cos  yr  -f-  P"  cos  y -f-  etc.  = o. 


5g.  INous  simplifierons  ces  équations  en  représentant , comme  dans 
1 art.  5a  , par  X , par  Y et  par  Z les  sommes  des  composantes  parallèles  à 
chaque  axe,  et  ces  équations  deviendront 


Ncosô-f-X— o,  N cos  ô'-f-  Y = o,  ]\cosâ"  + Z = o...  (22). 

00.  Il  s’agit  maintenant  de  déterminer  les  inconnues  cos  0,  cos0',  cos  9" 
et  N.  Pour  cet  effet,  soit  L=o  l’équation  de  la  surface,  et  x\  ÿ,  z\ 
les  coordonnées  du  point  matériel  auquel  sont  appliquées  ces  forces,  et 
qui  est  retenu  sui  cette  surface}  la  normale  etarrt  une  ligne  droite  qui 
passe  par  le  point  x' , f,  z'.  ses  équations  (voyez  ma  Théorie  des  courbes 
du  2e  ordre,  page  262)  seront 

x x '=  a (z  — z) , y — y'  = b (2  — z').  . . (20). 

Les  différences  x — x' , y — y\  z — z'7  qui  entrent  dans  ces  équations  , 


\ 
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n’étant  autre  chose  que  les  projections  de  notre  droite  sur  les  axes  coor- 
donnes , cherchons  les  relations  qui  existent  entre  ces  projections  et  les 
angles  9,  6 6".  Pour  cela,  soit  MN  ( fig.  33)  notre  droite  donnée  dans  Fig-  33. 
l’espace,  et  rapportée  aux  trois  axes  rectangulaires  réunis  à un  point  O 
pris  pour  origine,  et  nommons  x',  y',  z , x,  y,  z,  les  coordonnées 
des  points  IM  et  N ; si,  par  les  coordonnées 

MD  = z',  BD  — y'  et  NE  = z,  EC  = 7*, 

on  fait  passer  les  plans  DF  et  EG,  ces  plans  seront  parallèles  à celui  des 
y,  z;  et  comme  la  distance  qui  les  sépare  est  mesurée  par  la  partie  inter- 
ceptée BC  = x — a' de  l’axe  des  x , et  que  toute  parallèle  h cet  axe  doit 
être  perpendiculaire  aux  deux  plans,  il  s'ensuit  qu’en  menant  l’extrémité 
M de  la  coordonnée  z',  la  parallèle  MP  à l’axe  des  .r,  cette  parallèle 
s.  ra  perpendiculaire  au  pl..n  EG,  et  le  rencontrera  à une  distance 
MP  = z-/. 

*■  Or,  si  l’on  unit  le  point  P au  point  N , où  la  droite  MN  rencontre  le 
plan  EG,  on  formera  le  triangle  MNP,  rectangle  en  P,  puisque  MP  est 
perpendiculaire  au  plan  EG.  Or,  dans  un  triangle  rectangle,  le  coté  ad- 
jacent à un  angle  étant  égal  à l’hypoténuse  multipliée  par  le  cosinus  de 
cet  angle,  nous  aurons 

MP  = MN  cos  M, 

ou 

x — MN  cos  9 ] 


mais  MN  étant  une  droite  qui  passe  par  les  points  x , y , z et  x y\  z', 
on  sait  ( 'voyez  la  noie  de  la  page  20)  qu’elle  a pour  expression 

V{x  — *')a  + (y—y')a  -h(z-z^). 

Mettant  -cette  valeur  dans  l’équation  précédente  , nous  en  tirerons 


V (*  — -h  (r  —y  y h~  (z — ’ 

menant  ensuite  par  les  coordonnées  x' , z! , x,  z et  x\  y':  x,  y des  plans 
parallèles  aux  plans  des  x , z et  des  x,  y,  on  trouvera  de  même 


cos  6'=: 


cos  8"  = 


y —y 

[/(x  — x'Y  4-  (y  — y Y (z  — z'Y  ’ 
z~zf 

VV  — (y  — y )%  4-  (z  — z')1  ’ 


éliminant  les  valeurs  de  x — x'  et  de  y — y',  h l’aide  des  équations  (23), 
et  supprimant  ensuite  z — z',  qui  devient  facicur  commun,  on  obtiendra 


3o 
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cos  S — - — — - , cos  6'=  — - — - — 

V a2  -f-  b*  -f- 1 [/a2 -}~b3 * * -I- i 

cos  ô"=  — — 1 — . 

\/  cl  a -J-  b 2 — f-  i 

6r.  Ces  valeurs,  qui  déterminent  la  position  de  la  normale  , ne  sont 
pas  encore  connues , puisque  les  quantités  a et  b,  qui  entrent  dans  leurs 
expressions,  ne  sont  que  des  signes  généraux.  Cherchons  donc  h déter- 
miner ces  quantités  a et  b d’une  manière  plus  particulière.  Pour  cela  , 
soit  L = o l’équation  de  la  surface  qui  passe  parle  point  x',  y',  z'-  si 
l’on  mène  par  ce  point  un  plan  tangent  à celte  surface,  l’équation  de’  ce 
plan  sera  en  général 

Ax  -f-  By  -f-  Cz  -f-  D = o -, 

et  comme  elle  doit  être  satisfaite  par  les  coordonnées  x',  y',  z\  elle  nous 
donnera 

Ax  -f-  By'  -f-  C z'  -f-  D zr:  o . 

Eliminant  D,  l’équation  du  plan  tangent  à notre  point  x ',  y\  z' , sera 
A {x  — • x')  -f-  B (y  — y')  ■+■  C (z  — z')  — o , 

et,  en  divisant  par  C,  nous  mettrons  cette  équation  sous  cette  forme 
- (ar  x ) -f-  — (j-  — y')  -f.  (z  — .y)  — o.  . . (25). 


Par  la  condition  de  tangence  à la  surface  L = o (voyez  mes  Ëlé- 
mens  de  Calcul  différentiel , pages  52  et  53) , il  faudra  qu’en  tirant  les  va- 

] , 

îcuis  de  et  de  — - de  l’équation  de  cette  surface  , on  ait 

_ A dz/  B _ dzr 

C dx”  “C  ~ d/*-*  ^6> 

Oi  , on  sait  par  la  Géométrie  analytique  ( Théorie  des  Courbes , page 

2 79)  qiie  lorsqu’un  pian  dont  l’équation  est  Ax  -f-By  + Cz-f  D=  o, 

doit  cire  perpendiculaire  à la  droite  qui  a pour  équations  x = az  -f~  a , 

y = bz  + f , il  fan  t que  l’on  ait  £ = « , g = b ; donc  les  équations  (26) 

se  réduisent  à 


— a 


C2.  Il  ne  s’agit  plus  que  de  déterminer  les  valeurs  de  ces  coefficiens 
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différentiels,  au  moyen  de  P équation  de  la  surface.  Pour  cela,  on  ob- 
tient, en  différentiant  cette  équation  , 


dL  , dL  , dL 
dj^  + dpdr+^<i==oi 


d z 


par  conséquent  on  en  tire 


dL 


dL 


d=  = -^do:-^dr, 


dL 

dz 


dz 


accentuant  x,  y,  z,  pour  marquer  que  l’on  considère  le  point  de  tan- 
gence, on  trouve 

dL  dL 

d z'  dx'  d z'  dy' 

dp  ^ dL  ’ d/“"“dL5 

dz'  d z' 

substituant  ces  expressions  dans  les  e'quations  (27),  on  obtient 

dL  dL 

dx'  dr' 

a=dL’  i = -Sr 

d z'  d*' 

Mettant  ces  valeurs  dans  les  équations  (24),  et  réduisant,  on  a enfin 

dL 

dx' 


cos  0 = 


VffiU  (£)'+(£) 


cos  Ô'= 


dL 

d y' 


cos  0"=: 


©■+(£)' 

dL 

d£ 


Ces  équations  étant  sous  des  formes  peu  commodes  pour  le  calcul,  on 
les  simplifiera  en  faisant 

- =V...  (28), 
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ce  qui  les  réduira  à 
cos  8 = 


-rr  d L dLi  ...  _r  dL 

V d?’  C0S  6 ~Y  d/  ’ C°S  Ô d?  ’ 


substituant  ces  valeurs  des  cosinus  dans  les  équations  (22),  on  aura 

mÈ  + X = °>  NV^,  + ï=o,  NV^/  + Z = o (,9). 


63.  Il  nous  reste  maintenant  à déterminer  la  valeur  de  X.  Or,  c’est  ce 
qui  est  très  facile,  car,  en  faisant  passer  X,  Y,  Z dans  les  seconds  mem- 
bres des  équations  (29) et  élevant  ensuite  ces  équations  au  carré,  on  ob- 
tiendra , en  réunissant  leur  somme, 


X’V 


m 


-f 


©•+ ©■]  - 


X*+Y»  + Z*, 


et,  en  réduisant  au  moyen  de  l’équation  (28)  il  restera 

N*  = Xa-E  Ya  4-Z2, 

d’où  l’on  tirera 

N — \/X»  -f-  Y1  -HZ*. . . (3o). 

Cette  valeur  de  N est  précisément  la  meme  que  celle  de  la  résultante  de 
toutes  les  forces  du  système,  mais  elle  doit  être  d’un  signe  différent, 
puisqu'il  faut  qu’elle  lui  soit  opposée.  Ainsi , lorsque  nous  aurons  déter- 
miné la  résultante  de  toutes  les  forces  P,  P',  P",  etc.,  nous  prendrons 
le  radical  de  l’équation  (3o)  avec  un  signe  contraire,  et  nous  aurons 
pour  X la  pression  normale  qu’éprouve  la  surface. 

64.  Si  la  force  normale  est  dans  la  direction  de  l’axe  des  2,  on  a 


8=ioo°,  6"  =100°,  6"  = o ou  ô"=2oo°, 

et  par  conséquent 

cos  0 = o,  cos  0'=  o,  cos0"=rti, 
cl  les  équations  (22)  se  réduisent  à 

X = o,  Y = o , ±N  + Z=o , 


ce  qui  nous  montre  que  les  composantes,  dans  le  sens  du  plan  tangent, 
se  détruisent,  et  que  la  force  normale  doit  contrebalancer  l’effort  de 
toutes  les  forces  dirigées  suivant  l’axe  des  2. 

65.  Enfin  , la  nature  du  problème  peut  être  telle,  qu’on  ne  nous 
donne  que  les  forces  P,  P',  P",  etc.,  et  l’équation  de  la  surface,  et 
qu’on  demande  où  doit  être  situé  le  point  d’application  x',  y',  2,  de 
toutes  ces  forces,  dans  le  cas  de  l’équilibre. 

Pour  résoudre  cette  question,  on  éliminera  d’abord  N au  moyen  des 
équations  (29),  le  facteur  Y disparaîtra  en  même  temps,  et  l’on  aura 
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res  équations,  jointes  h l'équation  L — o,  suffiront  pour  déterminer  les 
coordonnées,  a',  f,  z' , du  point  d’application  cherche'. 

Des  conditions  d’ équilibre  lorsque  le  point  auquel  sont  ap- 
pliquées diverses  forces  est  assujetti  à rester  constamment 
sur  deux  surfaces  courbes ^ ou  sur  une  courbe  à double 
courbure. 


C6.  Un  point  materiel  retenu  sur  deux  surfaces , ne  peut  rester  en  repos 
à moins  que  la  force  qui  le  sollicite  ne  puisse  se  décomposer  en  deux 
autres  qui  soient  respectivement  normales  à chacune  des  surfaces  don- 
nées ; car  si  l’une  de  ces  composantes  avait  une  différente  direction,  on 
pourrait  la  décomposer  en  deux  forces,  la  première  normale  h l’une  des 
sui  faces,  et  la  seconde  tangente  à la  meme  surface  5 et  Ton  sent  que  cette 
dernière  ferait  glisser  le  point  matériel. 

Cela  posé,  soient  donc  ]N  et  M les  deux  forces  normales,  et  ô,  6',  6", 
a,  »',  »",  les  angles  que  leurs  directions  font  avec  les  trois  axes  rectan- 
gulaires menés  au  point  d’application  ; en  opérant  de  la  même  manière 
que  dans  l’article  5q,  nous  aurons 

K cos  Q -f-  M cos  » -f-  X = o a 

ÎN  cos  Ô'  -+-M  cos  »'-f-  Y = o l...  (3i). 

N cos  ô"-f-  M cos  Z = 0 J 


Les  équations  L = o et  K = 0 étant  dilférentiées,  nous  feront  connaître, 
comme  dans  l'article  Ga  , les  valeurs  des  quantités  cos  6 , cos  Ô',  cos  B", 
cos  » , cos»',  cos  et,  en  nous  servant  d’abréviations  analogues  <\ 
cel.cs  que  nous  avons  employées  art.  G3,  nous  supposerons 

1 ■ v, 


et 


et  nous  aurons 


. / / d L \ 5 
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Ces  valeurs  étant  substituées  dans  les  équations  (3i)  noos  trouverons 

NV^+MU»+X  = o ). 

(la:  da'  $ 

WV  ~ + M e 'ip  + Y =o  V. . . (3a). 
NV^+  M U ~ + 2 = o \ 

Au  moyen  de  ces  trois  équations,  nous  pourrons  éliminer  les  inconnues 
N et  M ; et  si  fou  fait  attention  que  Y et  U y entrent  de  la  même  ma- 
nière que  ces  quantités,  ils  disparaîtront  avec  elles.  Pour  plus  de  simpli- 
cité, nous  pouvons  regarder  NV  et  MU  comme  deux  inconnues  qu’on 
éliminera  entre  ces  trois  équations,  ce  qui  nous  conduira  h une  équation 
de  condition  qui  renfermera  une  ou  plusieurs  de  nos  variables.  Cette 
équation  combinée  avec  celles-ci  L = o , K = o , suffira  pour  déterminer 
Scs  coordonnées  xf , y',  z du  point  cherché. 

Il  n’est  pas  inutile  de  faire  observer  que  les  radicaux,  qui  pouvaient 
compliquer  nos  opérations,  et  qui  étaient  susceptibles  du  double  signe  , 
auront  disparu' du  calcul  avec  les  quantités  V et  U qui  les  renfeiment. 

67.  Lorsque  le  point  donné  est  assujetti  h rester  sur  une  courbe  h double 
courbure,  cette  courbe  sera  donnée  par  l’intersection  de  deux  surfaces; 
alors,  L = 0 et  K=o  étant  les  équations  de  ces  surfaces,  les  coor- 
données des  points  où  elles  se  rencontrent  appartiendront  également  aux 
deux  surfaces.  Donc  il  fapdra  regarder  .r,  y,  z , que  nous  accentuerons, 
comme  les  mêmes  dans  ces  équations.  Nous  avons  encore  entre  ccs  coor- 
données l'équation  de  condition  dont  nous  avons  parlé  art.  (66);  par  con- 
séquent, si,  de  ces  trois  équations , nous  éliminons  successivement  deux 
des  coordonnées,  la  troisième  sera  exprimée  en  une  certaine  fonction  de 
quantités  connues;  et,  en  appelant  A,  B,  C les  valeurs  de  cette  fonc- 
tion, correspondantes  h chacune  des  coordonnées,  nous  aurons 

x'  = A , y = B , zf  = c. 

68.  il  peut  arriver  que  l’équation  qui  résulte  de  l’élimination  de  N 

et  de  M ne  contienne  aucune  variable  ; ce  cas  a lieu  lorsque  les  équa- 
tions L = o et  K — o étant  celles  d’un  plan,  sont  de  la  forme 

Ax  ~h  Bp  -f-  Cs  -f-  D = o;  car  alors  elles  ne  donnent  que  des  constantes 
pour  les  coeffieieus  différentiels.  Dans  cette  circonstance,  les  valeurs  des 
intensités  de  N et  de  M,  déterminées  par  les  équations  (32),  deviennent 
indépendantes  des  coordonnées  x',  y' , U;  et  comme  ccs  coordonnées 
subsistent  néanmoins  entre  les  équations  des  deux  plans  , on  voit  qu’en 
quelque  endroit  de  leur  commune  section  que  soit  placé  le  point  de 
concours  tics  forces,  les  conditions  d’équilibre  pourront  être  remplies. 
Une  observation  analogue  peut  être  faite  à l’art.  65, 
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69.  Les  forces  dont  nous  venons  de  déterminer  les  con- 
ditions d’équilibre  dans  les  paragraphes  précédens,  étaient 
supposées  n’agir  que  sur  un  seul  point;  mais  si  elles  sont  ap- 
pliquées à différens  points  d’un  corps  ou  système  de  corps  , 
ces  points  seront  maintenus  à des  distances  fixes  par  les  au- 
tres points  qui  occupent  les  vides  du  corps,  de  sorte  que  si 
l’on  fait  abstraction  de  ces  points  intermédiaires,  on  pourra 
concevoir  les  points  d’application  comme  liés  entre  eux  par 
des  droites  inflexibles. 

.0.  Considérons  maintenant  deux  forces  parallèles  P et 
Q (fig.  35)  appliquées  aux  extrémités  d’une  droite  AB  qui  Fig.  33. 
coupe  leurs  directions  à angle  droit.  Nous  axons  vu , ar- 
ticle 22,  que  pour  que  ces  forces  se  fissent  équilibre,  1 
fallait  que  la  résultante  fût  égale  à leur  somme,  et  que  son 
point  d’application  O divisât  la  ligne  AB  en  deux  parties  ré- 
ciproquement proportionnelles  aux  intensités  de  ces  forces. 

C’est  une  proposition  qui  peut  encore  se  démontrer  de  la 
manière  suivante, lorsqu’on  admet  celle  du  parallélogramme 
des  forces  : Pour  cela  , représentons  (fig.  34)  ces  forces  par  F»g.  A- 
les  droites  AP  et  BQ  qui  leur  soient  proportionnelles  ; on 
peut  ajouter  au  système  les  forces  AM  et  BN  égales  et  di- 
rectement opposées,  et  substituer  aux  quatre  forces  AP, 

AM,  BQ  et  BN,  les  diagonales  AD  et  BI.  Ces  diagonale* 
concourant  au  point  C,  il  est  permis  de  transporter  AD 
et  BI  en  ce  point,  en  prenant  CE  = AD  et  CF  = BI.  Dé- 
composant ces  forces  CE  et  CF  en  deux  autres  recvan0u 
laires,  on  construira  les  rectangles  GL  et  HK  qui  seront, 
égaux  aux  rectangles  MP  et  QN  -,  et  au  lieu  des  forces  CE 
et  CF , on  aura  les  quatre  forces  CL , CK , CG  et  CH.  Ces 
deux  dernières  sont  égales  comme  équivalentes  aux  forces 
AM  et  BN  qui  sont  égales  par  hypothèse;  et,  parce 
qu’elles  agissent  en  sens  contraires,  elles  se  détruiront,  1 
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O*  3/-  ne  restera  donc  au  point  C que  les  deux  forces  CL  et  CK 
égalés  à P et  à Q,  et  qui , agissant  dans  la  même  direction 
et  ans  le  même  sens,  s’ajouteront.  Représentons  leur 
somme  par  R , nous  aurons  donc 

P -f  Q = R ; 

la  résultante  R pouvant  être  appliquée  à tout  point  de  sa 

< irection,  appliquons-Ia  au  point  O dont  nous  allons  clier- 

c 1er  la  distance  en  A.  Pour  cela,  les  triangles  CAO , CEL 
donnent 

co  : ao  ::  cl  : el; 

pareillement  on  tire  des  triangles  semblables  COB,  CKF, 

ob  : co  ::  kf  : CK; 

multipliant  ces  proportions  par  ordre,  et  supprimant  le 
lacteur  commun  CO , nous  aurons 


OB  : AO  ::  cl  x kf  : el  x ck. 

Les  droites  KF  et  EL  étant  égales  aux  forces  BN  et  AM 
qui  sont  ajoutées  au  système,  cette  proportion  se  réduit  à 

ob  : ao  ::  cl  : CK; 

et  comme  CL  et  CK  équivalent  aux  droites  AP  et  BQ  qui 

représentent  les  intensités  des  forces,  notre  proportion  re- 
vient à * 

ob  : ao  ::  p : q...  (33). 

Par  conséquent  le  point  d’application  O de  la  résultante  de 
P et  de  Q divise  AB  en  deux  parties  OB  et  AO,  récipro- 
quement proportionnelles  aux  intensités  de  ces  forces. 

°5-  71.  La  proportion  précédente  donne  (%.  35) 

ob  -j-  ao  : ao  p + q : q; 

011  ab  : ao  ::  r ;q...  (34). 

On  déduit  des  proportions  (33)  et  (34) 

Q : P : R ::  ao  : ob  : AB; 

/ 
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cc  qui  nous  fournit  cette  règle  : Les  parties  AO  , OB  , AB  , 
comprises  chacune  entre  deux  des  forces  P,  Q et  R , sont 
proportionnelles  aux  troisièmes. 

Par  exemple,  le  terme  correspondant  à AB  est  R,  parce 
que  AB  est  compris  entre  les  deux  autres  forces  P et  Q. 


72.  Si  l’on  donnait  P,  Q et  AO,. et  qu’on  voulût  con- 
naître BO , on  verrait  que  les  termes  correspondans  à AO 
et  à BO  sont  Q et  P,  parce  que  AO  est  compris  entre  R 
et  P , et  que  BO  l est  entre  R et  Q ; on  établirait  donc 
ainsi  la  proportion 


Q : p ::  ao  : bo, 


d’où  l’on  tirerait 


BO  = 


PX  AO 

~ Q— ‘ 


73.  Réciproquement  si  l’on  n’avait  qu’une  force  R , et 
qu’on  voulût  la  partager  en  deux  autres  qui  dussent  passer 
par  les  points  A et  B,  en  nommant  P et  Q ces  forces  in- 
connues, les  termes  correspondans  à R et  à P seraient  AB 
et  BO  : on  déterminerait  donc  P par  la  proportion 


A 


ab  : bo  ::  R : p; 

de  même  en  cherchant  les  termes  correspondans  à R et  à 
Q,  on  déterminerait  Q par  cette  autre  proportion 

ab  : ao  ::  R : Q. 

On  tirerait  de  ces  deux  proportions 

n R X BO  A_ÜX  AO 
AB  ’ AB  * 

Dans  la  démonstration  précédente , on  a supposé  que  les 
directions  AP  et  BQ  (fig.  35)  des  forces  P et  Q étaient 
perpendiculaires  à la  droite  AB;  mais  si  elles  étaient  obli- 
ques à cette  droite  , on  pourrait , par  le  point  d’application 
O de  la  résultante  (fig.  36) , mener  CD  perpendiculaire  à la  Fig.  3 G. 
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direction  de  ces  forces  ; alors  la  force  P appliquée  en  A , 
aurait  le  même  effet  que  si  elle  était  appliquée  en  C.  Il 
en  serait  de  même  de  la  force  Q à l’égard  du  point  D,  et 
comme  on  a la  proportion 

P:Q::OD:oc, 

le  rapport  de  OD  à OC  étant  le  même  que  celui  de  OB  à 
OA  à cause  des  triangles  semblables  OBD,  COA,  on  aurait 
donc 

p :Q  ::  ob  :oa. 

37.  74.  Lorsque  deux  forces  P et  Q (fig.  87)  agissent  en  sens 

opposés,  la  résultante  est  égale  à la  différence  de  ces  forces. 
Pour  le  démontrer,  soit  S (fig.  37)  la  résultante  de  deux  forces 
P et  R qui  agissent  dans  le  même  sens , nous  aurons 

S = P + R...  (35); 

remplaçant  S par  une  force  Q qui  lui  soit  égale  et  qui  agisse 
en  sens  contraire,  l’équilibre  subsistera  entre  les  trois  forces 
P,  R et  Q ; par  conséquent  on  pourra  considérer  R comme 
la  résultante  de  Q et  de  P , et  l’équation  (35)  nous  donnera , 
pour  obtenir  l’intensité  de  R , 

R = S — P ; 

et  comme  S et  Q ont  la  même  intensité  , en  substituant  Q 
à S,  on  trouvera 

R = Q — P. 

D’après  ce  qui  précède,  le  point  O où  la  force  R doit  être 
appliquée , se  déterminera  par  la  proportion 

ab  : bo  ::  R : q, 

d’où  l’on  tirera 

BQ  QX  AB 
R 7 


ou,  en  mettant  pour  R sa  valeur , 
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B O = 


Q X AB 

Q — P * 


Ce  résultat  nous  apprend  que  plus  la  différence  Q — P 
est  petite,  plus  O est  éloigné  de  B;  donc  dans  le  cas  où 
Q et  P sont  égaux,  BO  est  infini  et  R nulle;  d’où  nous  con- 
clurons qu’avec  deux  forces  parallèles  égales  et  non  direc- 
tement opposées,  on  ne  peut  établir  l’équilibre  qu’au  moyen 
d’une  force  infiniment  petite  transportée  à une  distance 
infinie  : donc  , dans  ce  cas , il  est  impossible  de  trouver  une 
force  qui  fasse  équilibre  à P et  à Q ; ou  , en  d’autres  termes, 
P et  Q ne  peuvent  avoir  une  résultante  unique  : ces  forces 
n’auront  d’autre  effet  que  de  faire  tourner  AB  autour  de 
son  milieu. 


75.  Des  forces  parallèles  égales , et  non  appliquées  à un 
même  point , sont  ce  que  M.  Poinsot  appelle  couple. 

76.  On  peut  appliquer  à un  nombre  quelconque  de  forces 
parallèles,  la  théorie  que  nous  venons  d’exposer.  Soient 

donc  P,  P , P*,  P'",  Plv,  etc.  (fig.  38)  des  forces  parallèles  Fig.  53. 
appliquées  à différens  points  A,  B,  C,  D , E liés  entre 
eux  par  des  droites  inflexibles;  il  sera  facile  de  trouver  la 
résultante  de  ces  forces  et  son  point  d’application.  En  effet  , 
on  cherchera  d’abord  le  point  d’application  M de  la  résul- 
tante des  forces  P et  P'  par  la  proporlion 

ab  : am  ::  P -f  p'  : P', 


et  l’on  en  déduira 


AM  = 


ABxP' 

P -p  P7  1 


on  mènera  ensuite  une  droite  MC,  et  l’on  cherchera  le 
point  d’application  N de  la  .résultante  des  forces  P -f  P 
appliquées  en  M,  et  de  la  force  P"  appliquée  en  C,  par 
la  pro port  ion 


mc  : mn  p+p'  + p"  : P", 
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et  l’on  aura 


eu  menant  ensuite  IN  D . et  cherchant  par  le  même  procédé 
le  point  d’application  de  la  résultante  des  forces  P-fP'-f-  P" 
appliquées  en  N , et  de  la  force  Pw  appliquée  en  D , on  trou- 
vera le  point  O par  lequel  doit  passer  cette  résultante  ; 
enfin  on  tirera  la  ligne  OE , et  par  une  semblable  opéra- 
tion, on  connaîtra  le  point  d’application  K de  la  résultante 
de  toutes  ces  forces. 

77-  Si  quelques-unes  des  forces  sont  dirigées  en  sens 
contraires,  soient  P,  P',  P",  etc.,  les  forces  qui  agissent  dans 
on  sens,  et  Q,  (V , Q",  etc.,  celles  qui  agissent  en  sens  op- 
posé ; nous  chercherons  par  le  procédé  de  l’article  pré- 

Fig.  09.  cèdent , le  point  d’application  K (fig.  3g)  de  la  résultante 
des  forces  P,  P^,  P/f,  etc.,  et  le  point  d’application  L de  la 
résultante  des  forces  Q,  Or,  Q",  etc.;  alors  le  système  se 
trouvera  réduit  à deux  forces  parallèles,  î’une  appliquée 
en  K et  égale  à P -f-  P -f-  P”,  etc. , et  l’autre  appliquée 
en  L et  égale  à Q -f-  Q'  -f-  Q",  etc. , et  Ton  cherchera  la 
résultante  de  ces  forces  et  son  point  d application , comme 
dans  l’article  74. 

Fig.  40.  78.  Si  les  forces  P,  P',  P",  Pw,  etc.  (fig.  4o)  restant  toujours, 

parallèles  et  appliquées  aux  mêmes  points,  prennent  les  po- 
sitions AQ,  BQ  , CQ",  DQ  ;,  etc. , la  résultante  ne  changera 
pas  de  point  d’application  ni  d’intensité,  mais  deviendra 
seulement  parallèle  à la  nouvelle  direction  des  forces  ; car 
l’opération  qui  a fait  trouver  le  point  d’application  de  la 
résultante,  11e  dépendant  que  des  intensités  des  forces  et 
des  distances  respectives  des  difîerens  points  d’application, 
les  données  restent  les  mêmes  lorsqu’on  change  la  direction 
commune  des  forces. 

7g.  Par  exemple , si  les  forces  P et  P'  prennent  les  direc- 


MN  — 


MC  X P" 

P H-  P'  -FpV’ 
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lions  parallèles  AQ , BQ',  on  a P,  P"  et  AB  pour  détermi- 
ner le  point  M,  et  l’on  voit  que  les  données  sont  les  memes 
que  lorsque  les  forces  avaient  les  directions  AP  et  BP',  ainsi 
de  suite. 

Le  point  par  lequel  passe  la  résultante  de  toutes  les 
forces  parallèles,  quelle  que  soit  leur  inclinaison  commune, 
est  appelé  le  centre  des  forces  parallèles. 

80.  Cherchons  maintenant  les  coordonnées  du  centre  des 
forces  parallèles.  Pour  cet  eflet  soient  M , M',  M/ , etc. , les 
points  d’application  des  forces  P,  P , P'',  etc. 

x , y , z les  coordonnées  du  point  M , 

x , y’,  z celles  du  point  M', 

x",  y" y z" celles  du  point  M", 

.v,,  yl}  z celles  du  centre  des  forces  parallèles  ; 1 ig-  P- 

et  représentons  par  N (fig.  40  le  point  d’application  de  la 
résultante  des  forces  parallèles  P et  P' , nous  aurons 

MW  : m'n  ::  P 4- P':  P; 

d’une  autre  part  les  triangles  semblables  ML'M',  NLM'nous 
donnent 

mm'  : m'n  ::  ml'  : nl. 

On  tire  de  ces  deux  proportions 

ml'  : nl  ::  P + P'  : p; 

donc 

(P-f  P')NL  = Px  ML; 

ajoutons  dans  les  deux  membres  (P  4-  P')  LK,  on  aura 

(P  + P')  (NL  -P  LK)  — P (ML' 4"  LK)  + P' . LK  ; 
et,  observant  qu’on  a 

N L 4~  LK  — N K , 

ML'  4-  LK  = Mil  , 

LK  = Mil'. 


42  STATIQUE. 

P équation  précédente  se  réduit  à 

(P  4 P')  = P • MH  4 P' . M'IJ', 

lg*  42  et  si  l’on  désigne  par  Q îa  résultante  des  forces  P,  P'  (fi^  4 2), 
et.  par  Z l’ordonnée  de  son  point  d’application  , cette  équa- 
tion deviendra 

QZ  = Pz  -f  P V; 

nommant  ensuite  Q'  la  résultante  des  forces  parallèles  Q 
et  P",  et  7j  l’ordonnée  du  point  d’application  de  Q',  on 
aura  encore 

Q'Z'=  QZ  4 P V, 

et  en  mettant  la  valeur  de  QZ,  on  obtiendra 

» 

Q'Z'  ^ P z + PY  4.  PY. 

En  continuant  la  même  opération,  on  voit  que  si  l’on  re- 
présente par  II  la  résultante  de  toutes  les  forces  parallèles 
P,  P',  P",  etc.,  et,  par  zx  l’ordonnée  de  son  point  d’applica- 
tion, dans  le  sens  des  z , on  aura  en  général 

R*,  = Pz  4 P Y 4-  P"  z -f-  etc. . . (36). 


81.  Le  moment  d’une  force  par  rapport  à un  plan,  est 
le  produit  de  l’intensite  de  cette  force  par  la  distance  de 
son  point  d application  a ce  plan.  L’équation  précédente 
nous  indique  donc  que  le  moment  de  la  résultante  des 
foi  ces  P,  P,  P , etc.,  par  rapport  au  plan  des  .r,  y,  est 
égale  a ia  somme  des  momens  de  ces  forces  par  rapport  au 
même  plan. 

Ln  pi  enant  les  momens  par  rapport  aux  deux  autres 
plans  coordonnés,  on  aura  encore 


Ilj,  — Py  4.  P' y 4-  Py'4~  etc.  « • (37)  , 
Ra-i  — P#  4 P Y 4 PV'  4 etc. . . (38). 


82.  Lorsque  l’on  connaîtra  les  coordonnées  x , y , z 
x ’ y > z ? etc.,  des  points  d’application,  et  les  intensités 


a 
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P,  P,  P",  etc.,  des  forces,  on  connaîtra  aussi  la  résultante 
R qui  est  égale  à la  somme  de  ces  intensités;  et  l’on  pourra 
calculer  les  valeurs  des  coordonnées  a;,  , v,  , zt  du  centre 
des  forces  parallèles. 

83.  A l’égard  des  signes,  nous  affecterons  du  signe  po- 
sitif les  forces  qui  agissent  dans  un  sens,  et  du  signe  négatif 
celles  qui  agissent  dans  un  autre;  et  comme  les  coordonnées 
sont  positives  ou  négatives,  selon  qu’elles  tombent  d’un  côté 
ou  de  l’autre  de  l’origine,  nous  donnerons  le  signe  positif 
à un  moment  dans  lequel  la  force  et  celle  des  coordonnées 
qui  la  multiplie,  sont  de  memes  signes,  et  le  signe  négatif 
à un  moment  dans  lequel  ces  quantités  seraient  de  signes 
contraires. 

84.  Si  les  points  d’application  M,  M',  M",  Mw,  etc.,  sont 
dans  un  même  plan  MM"  (fig.  42)  > on  peut  disposer  les  Fig.  42 
plans  coordonnés  de  manière  que  le  plan  des#,  y soit  pa- 
rallèle à ce  plan  ; alors  toutes  les  coordonnées  z , z' , z" , etc., 
étant  comprises  entre  le  plan  MM",  et  le  plan  des  x,  y , 

on  aura 

z — z — z z=z  z , etc.  ; 

et  si  nous  représentons  par  z/  l’ordonnée  du  centre  des 
forces  parallèles,  l’ordonnée  2y  vaudra  aussi  2;  car  l’ex- 
trémité de  zj  sera  dans  le  plan  MM",  ainsi  qu’on  peut 
s’en  assurer  par  une  construction  semblable  à celle  de  Par- 
tiel e (74)5  construction  qui  n’exige  que  des  lignes  tirées 
dans  le  plan  MM".  Alors  2 d evenant  facteur  commun  , 
l’équation  (34)  se  réduit  à 


R = P+P'+Pff-fete. 

85.  Si  les  points  d’application  des  forces  étaient  sur  une 


meme  droite  AB  (fig.  q3)  qu  on  pourrait  supposer  parallèle  Lg 

à l’un  des  axes,  à celui  des  x , par  exemple,  on  aurait  à la 
fois 


/ *> 
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z — z — z"  ~ z°  — etc.  et  y —ÿ—ÿ'~y'"  = etc.  , 
et  les  équations  (36)  et  (3 7)  se  réduiraient  à 

R = P4-P'f  P"  4-  Pw  -f  etc.  . . (39)  , 

et  il  ne  resterait  plus  que  celle-ci , 

Rx,  — Px  4 PV  4 PV  4-  PV  -f  etc.  . . (4o). 

Dans  ce  cas,  on  pourrait  se  dispenser  de  prendre  trois  axes 
rectangulaires  j il  suffirait  de  compter  les  x par  la  ligne 
AB. 

Par  exemple,  si  l’on  avait 

x = 9 , 4 = 3,  x"  ~ — 3 , x" r=.  — 4, 

P4~iP,  P"  = — \ P,  P'"=2P. 

En  mettant  ces  valeurs  dans  les  équations  (39)  et  (4o)  ? on 
trouverait 

R — P — 1 P — % P 4 2P  = 2P, 

Rx,  = 9P  — P 4 2P  — 8P  = 2P  y 

d’où  l’on  déduirait 

x,  = 1 . 

86.  Cherchons  maintenant  les  conditions  d’équilibre  des 
loi  ces  parallèles.  Comme  on  peut  toujours  disposer  des  plans 
coordonnés  de  la  manière  la  plus  convenable  au  problème  , 
nous  supposerons  Taxe  des  z parallèle  à la  direction  des 
forces.  Cela  posé,  ayant  réduit  toutes  les  forces  qui  agissent 
. dans  un  sens,  h une  seule  résultante  R;  (fig.  44)  > el  toutes 
celles  qui  agissent  en  sens  contraires,  à une  autre  résul- 
tante R/;,  il  y aura  équilibre  dans  le  système,  si  ces  deux 
résultantes  sont  directement  opposées  et  égales  en  inten- 
sité, quoique  de  signes  différées. 

Pour  que  la  première  de  ces  conditions  soit  remplie,  il 
faut  que  la  distance  C/C”  soit  nulle,  ce  qui  exige  que  les 
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coordonnées  xJ  et  yt  du  centre  C'  soient  les  mêmes  que  les  Fig.  \\. 
coordonnées  xn  et  yu  du  centre  C". 

On  aura  par  conséquent , 

y,=y*- 

La  seconde  condition  sera  remplie  si  l’on  a 

»,  = -».•••  (40- 

En  multipliant  les  deux  premières  équations  par  la  troi- 
sième , on  trouvera 

R,y,  = — r„j„-  • • (43); 

par  la  propriété  des  momens , nous  aurons,  en  nommant 
P,  P';  P",  etc. , les  composantes  de  P^,  et  P7/,  P1V,  etc.,  celles 
de  R", 

R .r/  = P.r  -f-  P'  x -f-  P”x"  -h  etc. , 
rV/;  = P”  + Plva~iv  + PV*Y  -f  etc.; 

substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (4^),  on  la  ré- 
duira à 

p*  4.  PV+  PV+  PV+  P1  Vv-f-  PV+  etc.  = o. . . (44). 

Par  le  même  procédé,  l’équation  (43)  nous  donnera 

p y + py-f  py-j-  py"+  p,vyv+  py+  etc. = o. . . (45). 

Enfin  si  dans  l’équation  (41)  on  substitue  les  valeurs  de 
R,  et  de  Rfl , on  obtiendra 

P P P'  -f  P"  -f-  P*  + Plv  -f-  Pv  -h  etc.  — o . . . (46) . 

» 

87.  Lorsque  les  équations  (44)  j (4^)  et  (4^)  sont  satis- 
faites, les  forces  parallèles  sont  en  équilibre.  Ces  équations 
expriment  donc  les  conditions  suivantes  : II  y aura  équi- 
libre dans  le  ■ système si  la  somme  des  momens  des  forces 
pris  par  rapport  aux  deux  plans  rectangulaires  parallèles 
à la  direction  commune  est  égale  à zèrOj  et  si  en  meme 
temps  la  somme  des  foires  est  également  nulle. 


/[6  STATIQUE. 

88.  Il  y aurait  encore  équilibre,  si  la  résultante  des 
forces  parallèles  passait  par  un  point  iixe  ; car  elle  serait 
détruite  par  la  résistance  de  ce  point. 

Des  forces  situées  dans  un  plan et  appliquées 
à différais  points  liés  entre  eux  dune  manière 
invariable. 


8q.  Soient  P,  P',  P",  P'",  etc.  (fig.  45)  plusieurs  forces  qui 
agissent  dans  un  plan  que  nous  supposerons  être  celui  des 
.%*,  y,  et  qui  sont  appliquées  aux  points  A,  B , G,  D , si- 
tués clans  ce  plan,  et  invariablement  liés  entre  eux.  Nous 
allons  d’abord  indiquer  la  construction  qui  est  en  usage 
pour  obtenir  leur  résultante,  lorsque  ces  forces  peuvent 
se  réduire  à une  seule.  Pour  cela,  ayant  pris  les  parties 
A a,  B b,  Ce,  D d,  proportionnelles  aux  intensités  de  ces 
forces,  on  prolongera  les  droites  A a et  B.6  jusqu’à  leur  point 
de  concours  G,  et  ayant  transporté  en  ce  point  les  forces 
A a et  B b,  on  construira  le  parallélogramme  GG";  alors  la 
diagonale  GG'  de  ce  parallélogramme  représentera  en  in- 
tensité la  résultante  des  forces  A a et  B on  prolongera  en- 
suite GG'  et  Ce  jusqu’à  leur  point  de  concours  H,  et  ayant 
transporté  en  ce  point  les  forces  GG'  et  Ce , on  construira 
le  parallélogramme  DH' dont  la  diagonale  HH'  représentera 
la  résultante  des  forces  GG'  et  Ce , et  par  conséquent  celle 
des  forces  A a,  B b et  Ce.  On  prolongera  ensuite  HH'  jus- 
qu’à sa  rencontre  en  I avec  la  direction  de  î)d,  et  ayant  cons- 
truit le  parallélogramme  II',  la  diagonale  II'  sera  la  résul- 
tante de  tout  le  système. 

90.  Si  dans  cette  suite  d’opérations  il  se  trouvait  des 
forces  parallèles , en  les  combinant  deux  à deux  , on  déter- 
minerait leur  résultante  par  les  articles  (7 1),  (72)  et  (74) , et 
cette  résultante  serait  égale  à leur  somme  ou  à leur  différence. 

Si  ces  forces  parallèles  étaient  égales  et  non  directement 
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opposées,  on  en  composerait  une  avec  les  autres  forces  du 
système,  et  l’on  continuerait  les  opérations  comme  nous 
venons  de  le  voir;  mais  si  ces  deux  résultantes  étaient  celles 
de  tout  le  système,  on  conclurait  d’après  l’art.  74?  qu’il  ne 
peut  se  réduire  à une  seule  résultante. 

91.  Si  dans  cette  construction,  la  dernière  résultante 
était  nulle  , il  est  certain  que  l’équilibre  subsisterait  dans 
le  système. 

9*2.  On  peut  remarquer  que  la  construction  précédente 
revient  à transporter  au  point  I les  forces  parallèlement  à 
elles-mêmes,  et  à composer  en  ce  point  toutes  ces  forces  en 
une  seule. 

En  effet,  en  prenant  seulement  trois  forces  P,  Q et  S 
( fig.  46  ) , la  résultante  DC  des  forces  P et  Q ayant  été  Fig. 
transportée  en  D'C/,  on  peut  décomposer  D C en  D P et 
en  D Q',  et  l’on  voit  que  DP'  et  D'Q'  sont  parallèles  à DP 
el  à DQ , en  vertu  de  l’égalité  des  parallélogrammes. 

q3.  Cherchons  maintenant  les  conditions  analytiques  de 
l’équilibre  de  ces  forces.  Pour  cela,  considérons  d’abord  trois 
forces  P,  P',  P'7,  appliquées  toujours  à différens  points  fixes 
d’un  système,  une  des  conditions  nécessaires  pour  que  ces 
forces  soient  en  équilibre  , est  qu’elles  concourent  en  un 
point.  En  effet,  si  les  forces  P et  P'  ( fig.  ”47)  devaient  Fig. 
être  mises  en  équilibre  par  une  troisième,  il  faudrait  que 
cette  force  fût  dans  la  direction  de  la  résultante  de  P et 
de  P , pour  pouvoir  détruire  cette  résultante.  Or  P et  P' 
concourent  en  D ; donc  ce  point  D est  sur  leur  résultante, 
et  par  conséquent  sur  celle  de  la  troisième  force;  donc  cette 
troisième  force  peut  s’appliquer  en  D. 

Si  au  contraire  la  troisième  force  ne  pouvait  pas  s’appli- 
quer au  point  de  concours  D des  deux  autres,  cette  force 
P"  (fig.  48)  couperait  la  direction  de  la  résultante  DR  de  Fig. 
P et  de  P'  en  un  point  E,  et  alors  les  droites  R et  P"  fe- 


/ 
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raient  nécessairement  entre  elles  im  angle  P"ER;  donc  ces 
forces  P"  et  R auraient  une  résultante;  d’oii  il  suit  qu’elles 
ne  pourraient  être  en  équilibre. 

9 - I • Lorsque  les  forces  P,  P',  P"  concourent  en  un  point 
A,  on  le  pourra  prendre  pour  point  d’application  de  ces 
forces  , en  les  transportant  en  ce  point  parallèlement  à 
leurs  directions,  art.  92;  alors  les  conditions  d’équilibre 
seront  les  mêmes  que  celles  des  forces  appliquées  à un 
point. 

Ces  conditions  seront  qu’on  ait 

P cos  a -f-  Pr  cos  a'  -j~  P"  cos  a"  ~ o , 

P cos  o -f-  Px  cos  G'  -f-  P"  cos  G"  — o. 

À ces  équations,  il  faut  joindre  celle  que  nous  allons  déter- 
miner pour  la  condition  du  concours  des  forces. 

95.  Soient  donc  P,  P'  et  R trois  forces  qui  concourent 
Fig,  49.  en  A (fig.  4d)-  Si  par  un  point  C,  pris  arbitrairement, 
on  mène  en  A une  droite  CA,  et  que  de  ce  point  C on 
abaisse  des  perpendiculaires  Cl , CP,  Ci",  les  triangles  rec- 
tangles CAI,  CAP,  CAI"  auront  une  même  Lypothénuse  ; 
c’est  cette  Lypothénuse  commune  à ces  triangles,  qui  cons- 
titue la  condition  du  concours;  car  elle  n’appartient  à la 
fois  aux  trois  triangles  , que  parce  qu’ils  ont  le  même 
sommet  A. 

Par  ce  point  Amenons  une  perpendiculaire  AB  à la  droite 
CA;  et  des  extrémités  des  droites  AP,  AP',  AR  qui  repré- 
sentent les  intensités  des  forces  , abaissons  les  perpendicu- 
laires PD,  P'D',  RD"  sur  AB;  les  triangles  rectangles  ACI , 
APD  seront  semblables,  parce  que  les  angles  formés  par 
AP  avec  les  parallèles  AC  et  PD,  sont  égaux,  comme  al- 
ternes , internes  ; nous  aurons  donc  la  proportion 

ac  : ci  ::  àp  : ad; 

et  si  nous  faisons  AC  c , CS  — p,  cette  proportion  de- 
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viendra 

c : p ::  p : ad; 

d’où  nous  tirerons 


c 


en  nommant  de  meme  p et  r les  perpendiculaires  CI'  et 
CI",  nous  trouverons 


Cela  pose,  si  R est  la  résultante  de  P et  de  P',  la  compo- 
sante de  R suivant  la  droite  AB , sera  égale  à la  somme  des 
composantes  de  AP  et  de  AP",  suivant  cette  droite  (*); 
par  conséquent  on  aura 


AD"  ==  AD  4-  AD'. 


Mettant  dans  cette  équation  les  valeurs  que  nous  venons 
de  trouver,  elle  devient 


Rr  Pp 

-7  = 4 + 


eten  supprimant  le  diviseur  commun,  on  la  réduit  à 

Rr  = P/>  + P>\  . . (47). 

96.  Si  le  point  C était  situé  dans  l’angle  des  forces  P 
et  P',  ou  dans  son  opposé  au  sommet,  le  moment  de  la  résul- 
tante R serait  égal  a la  différence  des  momens  des  compo- 


(*)  C est  ce  qu’il  est  facile  de  démontrer  en  construisant  le  parallélo- 
gramme APRP'  (fig.  5o),  et  en  menant  P'E  parallèlement  à AB;  les  Fig.  5o. 
triangles  P'ER,  ADP  sont  égaux  et  donnent 

AD  = P'E  = D'D". 

Mettant  donc  D D ' à la  place  de  AD  dans  l’équation  identique 

AD"  = AD'  -f.  D'D", 

on  a 

AD"  = AD'-E  AD. 

Êlem.  de  Mécanique . 4 


U O 


STATIQUE» 


sanies  j de  sorte  que  Fou  aurait 

Rr  = P/?  — py.  . . (48)  O» 

97.  Nous  avons  vu  (art.  79)  , que  îe  moment  d’une  force 
par  rapport  à un  plan,  était  îe  produit  de  l’intensité  de 
cette  force  par  3a  perpendiculaire  abaissée  de  son  point 
d’application  sur  ce  plan.  Par  analogie,  nous  appellerons 

Fig.  02.  moment cL} une  force  par  rapport  à un  point,  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  ce  point  sur  la  direction  de  cette  force. 
Les  équations  (4;)  et  (48)  nous  apprennent  donc  que  le 
moment  de  la  résultante  de  deux  forces,  est  égal  à la 
somme  ou  à la  différence  des  momens  des  composantes, 
suivant  que  le  point  C qu’on  nomme  îe  centre  des  momens  , 
est  situé  hors  des  angles  opposés  au  sommet  PÀP',  LÀ  IL 
(bg.  52),  formés  par  les  directions  des  composantes,  ou  se 
trouve  dans  l’un  de  ces  angles  opposés  au  sommet. 

98.  On  peut  comprendre  ces  deux  cas  dans  un  seul,  en 
disant  que  îe  moment  de  la  résultante  de  deux  forces  est 
égal  à la  somme  des  momens  de  leurs  composantes  : alors  îe 
mot  somme  est  pris  dans  un  sens  plus  général , et  comprend 
l’assemblage  de  plusieurs  termes,  sans  avoir  égard  aux 
signes  qui  les  affectent. 


99.  La  condition  du  concours  des  forces  vient  de  nous 
conduire  à la  théorie  des  momens;  il  ne  nous  reste  plus  que 
d’en  déduire  la  troisième  équation  d’équilibre. 

Pour  cet  effet,  nous  remarquerons  préliminairement  que (*) 


(*)  Dans  le  cas  où  le  point  C est  situé  dans  l’angle  des  forces,  les  trian- 
Fig.  5i . gles  PAD  et  P'ER  (lig-  5i)  étant  égaux,  on  a 

AD  P'E  ==  D'D"; 

par  conséquent  on  peut  changer  F équation  identique 

AD"  AD'  — D'D", 


AD"  = AD'  — AD. 


en  celle-ci 
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lorsque  deux  forces  égales  P et  P'  (fig.  53)  sont  tenues  en  Fi»  53. 
équilibre  par  une  troisième  P",  cette  force  P"  doit  être  égale 
à la  résultante  R des  deux  autres  forces , et  d’un  signe 
contraire.  Cela  posé,  si  nous  abaissons  une  perpendiculaire 
p"  sur  la  direction  de  P"  qui  est  aussi  celle  de  R,  nous 
aurons  par  le  principe  des  momens, 

v=fy +py> 

et  en  remplaçant  R par  — P",  cette  équation  deviendra 

vP  4-  p y 4-  r y = o. 

Ainsi  les  équations  d’équilibre  de  trois  forces  situées 
dans  un  plan,  et  appliquées  à différens  points  À,  B,  D, 
sont 

P cos  * 4-  P’  cos  a!  4-  Pff  cos  a = o. . . (4q) , 

P COS  b 4“  p COS  £'  4“  P"7  COS  <o"  — o . . . (5o)  , 

Vp  4- vr p 4-py  = o...  (50. 

ioo.  Pour  passer  au  cas  où  plus  de  trois  forces  sont  en 
équilibre,  regardons  P comme  la  résultante  de  deux  forces 
P"  et  Plv,  nous  aurons 

Vp  — V"p"J  + Plv>,v. 

Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (5i)  nous  la  chan- 
gerons en 

py + py + py  4-  p-y v = o. 

Par  une  semblable  opération  , les  équations  (49)  et  (5o) 
deviendront 

P COS  a!  4-  P"  cos  a 4 P COS  et"  4~  P'V  COS  adv  = O , 

P'  COS  b -’r  P1'  COS  C"  4-  Pw  COS  4"  P1V  COS  £1V  = o. 

io  f.  Ce  procédé  pouvant  s’étendre  à un  plus  grand 
nombre  de  forces,  nous  aurons  pour  les  équations  générales 
de  l'équilibre  des  forces  appliquées  à différens  points  et  si- 
tuées dans  un  plan, 

r 

\ 4 • • 
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P cos  a -f-  P'  cos  a'  -f-  P"  cos  cî'  -f-  etc.  = o.  . . (5à) , 

P cos  C ~j~  P'  cos  C P"  cos  £"  + etc.  = o . . . (53) , 

P p -f-  P ' p -f-  P "pn  -f-  etc.  — o.  . . (54). 

102.  On  emploie  quelquefois  une  notation  commode 
pour  exprimer  ces  équations,  en  les  écrivant  de  la  manière 
suivante  : 

S (P  COS  ci)  — o , 2 ( P cos  C ) — o,  S(PjO  = o. 

Par  le  caractère  grec  2,  on  entend  une  somme  de  quan- 
tités de  la  forme  de  celle  qui  est  comprise  entre  les  pa- 
renthèses ( Note  quatrième). 

i o3.  Le  procédé  qui  nous  a servi  à trouver  l’équation  (47)? 
nous  fournit  les  moyens  de  démontrer  une  règle  facile 
pour  reconnaître  les  signes  qui  doivent  affecter  les  différens 
œornens  des  forces.  En  elfet,  si  l’on  suppose  que  le  centre 
Fig.  54-  fixe  C des  momens  (fîg.  54),  soit  situé  hors  de  l’angle  des 
forces  extrêmes  ou  de  son  opposé  au  sommet , et  que  ces 
forces  P,  P',  P",  etc.,  agissent  par  pulsions,  et  restent  inva- 
riablement liées  aux  perpendiculaires  p , p,p",  p",  etc. , ces 
forces  feront  tourner  p,p  ,p" , etc.,  dans  le  même  sens  autour 
Fig.  55.  du  point  G j si  au  contraire  le  centre  G (lig.  55)  est  dans 
l’angle  des  forces  extrêmes  ou  dans  son  opposé  au  sommet , 
les  forces  P,  P',  P",  etc  , situées  du  même  coté  de  C,  fe- 
ront mouvoir  p,  p',p",  etc.,  dans  le  même  sens  autour  du 
pointC,  tandis  que  les  forces  Pw,  P1V,  etc.,  feront  tourner 
p"',p'v j etc.,  en  sens  contraire  autour  du  même  point.  Or 

P p P 'p 


les  expressions 


, etc.,  représentées  par  AD, 


c c 

AD',  etc.,  étant  de  signes  différens  que  AD*',  AB’V,  etc.  , 
il  en  résulte  que  les  forces  qui  ont  des  momens  de  mêmes 
signes,  tendront  à faire  tourner  le  système  dans  un  sens; 
tandis  que  les  forces  qui  ont  des  momens  de  signes  con^ 
traires,  tendront  à le  faire  tourner  en  sens  contraire. 
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lOij.  Dans  le  cas  où  les  forces  ne  sont  pas  en  équilibré,  le 
moment  delà  résultante  sera  égal  «à  la  somme  des  momcns 
des  forces  qui  tendent  à faire  tourner  le  système  dans  le 
meme  sens  que  cette  résultante  , moins  la  somme  des 
momens  qui  tendent  à faire  tourner  le  système  en  sens  con- 
traire. 

105.  D’après  ce  qui  précède,  l’équation  X ( Vp  ) = o 
nous  dit  que  la  somme  des  momens  des  forces  qui  tendent 
à faire  tourner  le  système  dans  un  sens,  est  égale  à celle  des 
momens  des  forces  qui  tendent  à le  faire  tourner  dans  un 
sens  contraire. 

106.  Si  dans  le  système  supposé  en  équilibre,  on  supprime 
l’une  des  forces  ( par  exemple  P ) , les  autres  forces  auront 
une  résultante;  cette  résultante  devant  agir  en  sens  op- 
posé de  P qui  tenait  les  autres  forces  en  équilibre,  au  lieu 
des  équations  (62),  (53)  et  (54),  nous  aurons  celles-ci  : 

R cos  a — P'  cos  d -{-  P"  cos  et4  F*  cos  a!"  -f-  etc. , 

U cos  b — P'  cos  £ -p  P"  cos  G"  -f-  P"  cos  -p  etc. , 

R r = P y + P Y 4-  P -f  etc. , 

ou 

R cos  a — 1 ( P cos  u ) = X , 

R cos  b z=z  2.  ( P cos  G ) — Y, 

Rr=z  2 (P p). 


107.  Au  moyen  de  ces  équations,  on  pourra  obtenir  tout 
ce  qui  est  relatif  à la  résultante. 

Car  pour  déterminer  son  intensité,  les  deux  premières 
donneront 

R2  ( cos  «2  -f-  cos  G2)  —X.2  -f-  Y2, 

t 

et  parce  que  la  somme  des  carrés  des  cosinus  est  égale  à 
l’unité,  nous  aurons 

R*  = X2  -f  Y2. 


Les 


mêmes  équations  feront  connaître 


l’inclinaison  de  la 
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résultante  à l’égard  des  aves  ; car  ces  équations  nous  don- 
neront 


cos  a — — 


X 
R ' 


Y 

cos  b — —. 


K i a 

A O 


108.  Pour  placer  la  résultante  dans  le  système , on  com- 
mencera par  déterminer  la  position  d’une  droite  AB  qui 
passerait  par  l’origine  et  serait  parallèle  à la  résultante. 
Pour  cet  effet,  le  signe  de  cos  b fera  d’abord  connaître 
si  AB  doit  être  situé  au-dessus  ou  au-dessous  de  l’axe  des  a;; 
car  lorsque  cos  b est  positif,  la  droite  AB  devant  faire  un 
angle  aigu  avec  l’axe  des  y,  ne  peut  prendre  que  l’une  des 
5(5.  positions  indiquées  dans  la  figure  56.  Au  lieu  que  lorsque 
C(  s b € st  i é0atif,  la  droite  AB  doit  se  trouver  dans  l’une 
Fiq.  5;.  des  positions  marquées  dans  la  fig.  5^.  Ainsi  quel  que 
soit  le  signe  décos  b , la  droite  AB  est  susceptible  de  prendre 
deux  positions  différentes  à l’égard  de  l’axe  des  y : dans  l’une 
elle  fera  un  angle  aigu  avec  l’axe  des  x , et  dans  l’autre  elle 
fera  avec  cet  axe  un  angle  obtus.  Le  signe  de  cos  a détermi- 
nera ensuite  celle  de  ces  deux  positions  qui  convient  au 
problème;  car  si  cos  a est  positif,  l’angle  formé  parla  droite 
AB  avec  l’axe  des  x , sera  aigu,  tandis  que  cet  angle  se  trou- 
vera obtus  si  cos  a est  négatif. 

Ayant  ainsi  fixé  la  position  de  la  droite  AB,  on  lui 
mènera  par  l’origine  A une  perpendiculaire  égale  à 

2 P p 

Cette  perpendiculaire  sera  représentée  (fig.  58) 


Fis.  58.  r 


R 


par  AO  ou  par  AO',  suivant  le  signe  de  r , et  la  parallèle 
OR  ou  OR',  a la  droite  AB,  indiquera  la  direction  de  la 
résultante. 


109.  Pour  obtenir  l’équation  de  la  résultante,  nous  ob- 
serverons que  dans  le  cas  le  plus  général,  la  résultante  cou- 
Fig.  5g.  paut  l’axe  des  y en  un  certain  point  B (fig.  59  ) , son  équa- 
tion doit  être  de  cette  forme 
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y = x tang  D -f-  AB . . . (55). 


‘Q- 


5g. 


Comme  l’angle  que  fait  îa  direction  de  la  résultante  avec 
l’axe  des  eu  est  représenté  par  a,  nous  ayons  D = a,  et  par 
conséquent, 


^ sin  a 

tang  D — 

cos  a 


cos  b P cos  b Y 

cos  a P cos  a X 


J 


À l’égard  de  AB,  sa  valeur  est  donnée  par  l’équation 

OA  ~ AB  cos  O AB. 

L’angle  OAB  qui  entre  dans  cette  équation  est  égal  à D, 
puisque  ces  angles  sont  l’un  et  l’autre  complémens  de  OAD. 
Nous  pourrons  donc  remplacer  OAB  par  D,  ou  plutôt  par 
a ; et  comme  OA  n’est  autre  chose  que  la  perpendicu- 
laire qui  a été  abaissée  du  centre  des  inomens  sur  la  di- 
rection de  la  résultante  et  que  nous  ayons  représentée  par 
r,  en  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  précédente, 
nous  trouverons 

r “ AB  cos  a , 

et  par  conséquent, 

AB  = — . 
cos  a 


Mettant  cette  valeur  de  AB  et  celle  de  tang  D dans  l’équa- 
tion (55),  nous  obtiendrons 

Y , r Y , Rr  Y Rr 

y VT  X -f-  — X -f-  -f — X -f-  — . 

J X cos  a X R.  cos  a X X 

Faisant  évanouir  le  diviseur  commun  X,  et  réunissant 
les  termes  en  x et  en  y dans  le  premier  membre  , ou 
trouvera 

y5L  — x Y = Rr, 

ou  en  remplaçant  Rr  par  sa  valeur  -P/>,  on  aura  pour  l’équa- 
tion de  la  résultante, 
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yX  — xY  ~ zPp. 

i io.  Dans  le  cas  de  l’équilibre,  X et  Y sont  nuis,  et  cette 
équation  se  réduit  à "SPy?  rrr  o , résultat  qui  s’accorde  avec 
ce  qui  précède. 

iii.  Les  données  qui  suffisent  pour  pouvoir  déterminer 
la  direction  de  la  résultante  étant,  i°.  les  intensités  des 
forces;  2°.  les  angles  desquels  dépendent  leurs  directions; 
3°.  les  coordonnées  de  leurs  points  d’application  , il  con- 
viendrait de  poiwoir  substituer  à l’équation  (5q) , une 
autre  dans  laquelle,  au  lieu  des  expressions  p,  pr  ,p",  etc., 
on  fit  entier  les  coordonnées  des  points  d’application  des 
forces.  Pour  parvenir  à ce  but  , plaçons  l’origine  en  A 
îig,  6°.  (f]g.  6o);  et  soient  x et  y les  coordonnées  du  point  d’ap- 
plication M d une  force  représentée  en  intensité  par  la  droite 
MP,  les  composantes  de  M parallèlement  aux  axes  Ajc  et 
A y,  seront 

MN  m P cos  u, 

MQ  ~ P cos  C. 

Abaissons  de  l’origine  A les  perpendiculaires  AO,  AF  et  AE 

sur  les  dii ections  prolongées  de  MP  et  de  ses  composantes, 
nous  trouverons 

OA  X MP  = moment  de  la  résultante  P , 

At  X MN  = moment  de  la  composante  P cos  a, 

AE  X MQ  — moment  de  la  composante  P cos  £; 

or,  en  regardant  les  forces  comme  agissant  par  pulsion, 
la  résultante  R et  la  composante  P cos  * tendront  à faire 
toui  ner  AO  et  AF  autour  du  point  A dans  îe  même  sens. 
Nous  affecterons  donc  du  signe  positif  les  momens  de  ces 
foi  ces,  et  nous  donnerons  le  signe  négatif  au  moment  de  la 
foi  ce  P cos  C,  qui  tend  a iaire  tourner  AE  en  sens  contraire 
autour  du  point  A.  Ainsi  nous  aurons  l’équation 
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Pp  — jrP  COS  oc  xP  COS  C (*). 

Pour  la  même  raison  , 

F 'p  = y'P'  cos  oc  — x'F  cos£', 

P "/  =3  /P7  cos  *"  — x"P7  cos  C", 
p ~y  P cos  a — x r cos  £ , 
elc.  etc.  etc.  ; 

en  substituant  ces  valeurs  clans  l’équation  des  momens,  elle 
deviendra 

P (y  cos  a, — .r  cos  b)-|-P'(ycosa' — x'cos  £'  )-|-etc.~o,..  (50); 

par  conséquent  nous  aurons  pour  celle  de  la  résultante , 

yX  — x Y ~ 2 [ P (y  cos  et  — x cos  £ ) ] . 

il 2.  Nous  avons  vu  que  pour  déterminer  les  signes  des 
momens  Vp,  P 'p  , etc.,  qui  entrent  dans  l’équation  (5^), 
il  fallait  faire  usage  delà  règle  de  l’article  107,  qui  est  un 
peu  étrangère  aux  considérations  analytiques;  mais  lorsque 
par  une  transformation  cette  équation  sera  devenue  celle 
que  nous  avons  indiquée  par  (56),  il  suffira  pour  déter- 
miner les  signes  des  momens,  défaire  usage  de  la  règle  des 
signes  (art.  37  et  38) , en  ayant  seulement  le  soin  de  changer 


(*)  Voici  de  quelle  manière  on  pourrait  démontrer  directement  celte 
équation. 

Les  angles  a.  et  C étant  ceux  que  la  droite  MD  ( flg.  5q  ) forme  avec 
les  directions  des  axes  coordonnés  , ces  angles  sont  complémens  I’nn 
de  l’autre  ; et  comme  nous  avons  vu,  que  l’angle  CEM  était  égal  à a, 
il  faudra  que  son  complément  CED  soit  égal  h C.  Cela  posé,  nous 
avons 

AO  =EC  — FE, 

ou 

P — ME  cos  CEM  - AE  cos  FEA. 

Substituant  à la  place  de  toutes  ces  quantités  leurs  valeurs  analytiques, 
nous  trouverons 

p —y  cos  et  — x cos  C. 
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aussi  îes  signes  des  coordonnées,  lorsque  de  positives  elles 
deviennent  négatives. 

Par  exemple,  soit  une  force  P située  à l’égard  des  axes 
• coordonnés  Ax  et  Av,  comme  nous  l’avons  placée  (fig.  61  ). 
Le  moment  de  cette  force  étant  en  général  P (y  cos  a— xcosC), 
pour  le  modifier  convenablement  à ce  cas  particulier , nous 
avons  x négatifs  y positif,  cos  a négatif \ cos  € négatif ) donc 
le  moment  de  cette  force,  en  ayant  égard  aux  signes , de- 
viendra 

P ( — y cos  « — x cos  £). 

1 13.  Piemarqiions  qu’il  y a toujours  une  hypothèse  pri- 
mitive faite  tacitement  sur  îes  signes.  Cette  hypothèse  est 
ici,  qu’une  force  dont  la  direction  CD  (fig.  60)  coupe  l’axe 
des  y,  a son  moment  P p positif. 

1 14.  Les  équations  d’équilibre  (49),  (5o)et  (5i)  expriment 
la  condition  que  toutes  les  forces  du  système  se  réduisent  à 
deux  forces  égales  et  directement  opposées.  En  effet,  si  nous 
appelons  P cos  <*,  P'  cos  d , etc.,  les  composantes  parallèles  à 
l’axe  des  x qui  agissent  dans  un  sens,  et  P7  cos  d' , Pw  cos  c£w,  etc. 
celles  qui  agissent  dans  un  sens  opposé,  l’équation  (4g)  re- 
viendra à celle-ci  : 


P cos  a,  -f-  P/  cos  ot!  etc.  — P"  cos  d'  -j-  P v cos  a!"  -p  etc. 

Les  forces?  cos  a,  P'  cosd,  etc.,  étant  parallèles,  nous  pou- 
vons, paria  composition  des  forces,  îes  réduire  à une  seule 
X'  égale  à leur  somme  et  parallèle  à leur  direction.  Opé- 
rant de  même  à l’égard  des  forces  P"  cos  d1 , P'"  cos  cé",  etc. , 
et  appelant  X"  leur  résultante , le  système  de  toutes  les 
forces  parallèles  à l’axe  des  x se  réduira  à celui  de  deux 


forces  X'  et  X"  égales  et  dirigées  en  sens  contraire. 

Par  une  même  construction,  nous  convertirons  toutes  îes 
forces  parallèles  à l’axe  des  y , à deux  résultantes  Y'  et  Y ' 


égales  et  dirigées  en  sens  contraire. 
Transportons  îes  forces  X'  et  Y' 


à leur  point  de  rencontre 


/ 
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M ( lig.  G 2 ) , et  les  forces  X"  et  Y"  à leur  point  de  rencontre  Fig*  ^2* 
N,  nous  pourrons  construire  les  rectangles  MA  et  INB,  dans 
lesquels  les  côtés  MC,  MD,  NE,  INF  représenteront  les 
forces  X',  Y',X",  V';et  comme  les  côtés  homologues  de  ces 
rectangles  sont  égaux.,  il  en  sera  de  même  des  diagonales 
MA  et  NB  dont  les  directions  se  trouveront  parallèles,  en 
vertu  de  l’égalité  des  triangles  AMD,  BNE. 

Les  équations  X = o,  o expriment  donc  cette  con- 
dition, que  les  forces  situées  dans  un  plan  peuvent  se  ré- 
duire àdeuxforces  MA  et  NB,  égales,  parallèles  et  dirigées 
en  sens  contraires;  mais  ces  équations  ne  disent  pas  que  les 
forces  MA  et  NB  agissent  dans  la  même  direction.  Pour  que 
cela  ait  lieu,  il  faut  que  l’équation  SP/?  — o soit  satisfaite  : 
en  effet,  nommons  R/  et  R"  les  forces  MA  et  NB,  et  r'  et  r" 
les  perpendiculaires  OP  et  OQ  abaissées  d’un  point  O pris 
hors  des  directions  prolongées  de  ces  forces;  comme  Pd  et 
R"  agissent  en  sens  contraire,  les  momens  de  ces  forces 
seront  dedifférens  signes,  et  l’équation  iVp  = o sera  rem- 
placée par  celle-ci, 

RV  — RV— o. 


Par  hypothèse,  Pd  et  Rd  ont  les  mêmes  intensités;  ainsi  en 
supprimant  IV  et  R"  comme  des  facteurs  égaux  dans  l’équa- 
tion précédente,  nous  la  réduirons  à 


par  conséquent,  la  différence  des  droites  OP  = r et 
étant  nulle,  il  s’ensuit  que  les  points  P etQ  coïn- 
cident, et  que  les  forces  MA  et  NB  sont  dirigées  suivant 
une  même  droite. 

L ne  conséquence  de  ce  qui  précède , est  que  lorsque  l’équa- 
tion n’est  pas  satisfaite,  et  qu’ori  a seulement 

X = oet  Y — o,  le  système  se  réduit  à deux  forces  paral- 
lèles MA  et  NB  , du  genre  de  celles  que  nous  avons  consi- 
dérées art.  (7.9. 
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1 15.  Si  au  contraire  l’équation  ~~  o était  la  seine 
qui  fût  satisfaite,  il  n’y  aurait  pas  équilibre  dans  le  système  ; 
car  alors  les  quantités  X et  Y n’étant  pas  nuiles,  il  en  serait 
de  même  de  R,  qui  est  donnée  par  l’équation 

R=  V/X1  -f-  Y*. 

Dans  ce  cas,  l’équation  YPp  = o , ou  plutôt,  Rr=o,  ne 
pourrait  être  satisfaite  qu’en  faisant  r — o , puisque  nous 
venons  de  voir  que  R ne  pourrait  être  nulle  •,  or  r étant  une 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  des  momens  sur  la  ré- 
sultante, il  suit  de  là  que  le  centre  des  momens  serait  sur  la 
résultante. 

1 16.  Ainsi  lorsque,  des  trois  équations  SP  cos  et  — o, 
SPcos£~o,  SPy»  o,  la  dernière  seule  sera  satisfaite, 
il  faudra,  pour  établir  l’équilibre  dans  le  système,  qu’il 
y ait  un  point  fixe  sur  la  résultante*,  par  exemple,  si  les 
forces  P,  P',  P",  Pw,  etc.,  sont  appliquées  à différens  points 
d’un  levier,  et  que  le  point  C par  lequel  passe  la  résultante 
soit  un  obstacle  invincible  qui  détruise  l’effet  de  cette  ré- 
sultante, la  seule  condition  2Pp  = o suffira  pour  mettre  le 
système  en  équilibre.  Nous  verrons  par  la  suite  que  l’inten- 
sité de  cette  résultante  serait  la  pression  exercée  sur  le 
point  G. 

ii  7.  Lorsque  le  système  se  réduit  à deux  forces  paral- 
lèles égales  et  non  directement  opposées,  il  suffit  d’ajouter 
une  force  arbitraire  S,  pour  qu’il  soit  susceptible  d’avoir 
une  résultante.  En  effet,  il  peut  arriver  les  deux  eas  suivans: 

G3.  ou  la  nouvelle  force  S sera  parallèle  à P et  à Q (iig.  63  ) , ou 
elle  ne  le  sera  pas;  dans  le  premier  cas,  on  décomposera  S en 
deux  forces  P'  et  Qr,  qui  passeront  par  les  points  A et  B 
(art.  73)  ; alors  le  système  des  trois  forces  P,  Q et. S sera  rem- 
placé par  celui  des  deux  forces  inégales  P -R  P' et  Q — - Q',  et 
par  conséquent  aura  une  résultante. 
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Si  la  nouvelle  force  S (fig.  64)  n’était  pas  parallèle  aux  Fig.  G4. 
deux  autres,  on  la  prolongerait  jusqu’à  sa  rencontre  A' avec 
la  direction  de  Tune  de  ces  forces.  Transportant  les  points 
d’application  de  ces  deux  forces  en  A',  on  construirait  leur 
parallélogramme,  et  l’on  déterminerait  la  résultante  R qui 
rencontrerait  la  direction  de  la  troisième  force,  et  par  con- 
séquent pourrait  se  composer  avec  elle. 

Des  forces  qui  agissent  dune  manière  quelconque 

dans  1 espace. 

11 8.  Soient  P',  F",  P",  etc. , etc. , diverses  forces  situées 
dans  l’espace, 

x y y , z les  coordonnées  du  point  d’application  de  P', 
x" , y" , z les  coordonnées  du  point  d’application  de  P , 
x'",  y'",  z"'  les  coordonnées  du  point  d’application  de  Pw, 
etc.  etc.  etc. 

a',  fi',  y les  angles  formés  par  P'  avec,  les  axes, 
a!',  fi",  y"  les  angles  formés  par  P"  avec  les  axes, 
a"',  fi'",  y"  les  angles  formés  par  Pw  avec  les  axes , 
etc.  etc.  etc. 

« 

Nous  allons  chercher  les  conditions  d’équilibre  de  ces 
forces,  et  tacher  de  faire  dépendre  ces  conditions  de  celles 
que  nous  avons  exposées  dans  les  théories  précédentes.  En 
conséquence,  examinons  si  nous  ne  pouvons  pas  décompo- 
ser toutes  les  forces  en  deux  groupes,  les  unes  parallèles, 
et  les  autres  situées  dans  un  même  plan.  Comme  nous 
pouvons  disposer  des  axes  coordonnés  de  la  manière  la  plus 
convenable  au  problème , nous  tâcherons  de  décomposer 
une  partie  des  forces  dans  le  plan  des  x , y,  et  de  faire 
en  sorte  que  toutes  les  composantes  qui  ne  peuvent  pas  être 
comprises  dans  ce  plan,  soient  parallèles  à l’axe  des  z. 
im).  Si  parmi  les  forces  du  système  il  ne  s’en  trouvait 
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aucune  qui  fût  parallèle  au  plan  des  x,  y,  il  serait  Lien 
facile  d’obtenir  la  décomposition  proposée;  car  soit  P'  l’une 
de  ces  forces,  que  nous  supposerons  appliquée  au  point 
F'g-  65.  M'  (%.  65)  ; on  prolongera  sa  direction  jusqu’à  ce  quelle 
i encontre  le  plan  des  x , y en  un  point  C/,  et  transportant 
en  G le  point  d application  de  cette  force , on  la  décompo- 
sera en  deux  autres,  l’une  CL  parallèle  à l’axe  des  2,  et 
l’autre  C^N  située  dans  le  plan  des  x,  y. 


t 


120.  Mais  lorsque  la  force  P'  est  parallèle  au  plan  des 
y,  une  pareille  décomposition  ne  peut  s’elfectuer.  Ainsi 
nous  allons  chercher  un  autre  mode  de  décomposition  qui 
11e  présente  pas  cet  inconvénient. 

lug.  66.  Pour  cet  elfet,  menons  par  le  point  M'  (frg.  66)  une  pa- 
1 allele  a 1 axe  des  z , et  prenons  sur  cette  parallèle  des 
parties  égales  M'O,  M'O';  ces  droites  M'O  et  M'O'  pour- 
ront représenter  deux  forces  g et  — g égales  et  directe- 
ment opposées.  L’introduction  de  ces  deux  forces  -R  g 
et  g ne  troublera  pas  l’équilibre,  puisqu’elles  se  dé- 
truisent mutuellement;  et  alors,  au  lieu  de  la  force  P', 
on  aura  les  trois  forces  P , g et  — g'.  On  peut  composer 
P avec  — g y et  en  nommant  Pd  la  résultante  de  ces  deux 
iorces,  la  force  P'  sera  remplacée  par  le  système  des  deux 
forces  B.  et  g' , l’une  et  l’autre  appliquées  en  M';  la  force 
g,  représentée  par  M'O , restera  parallèle  à l’axe  des  z, 
et  la  force  Pd  aura  la  faculté  de  pouvoir,  dans  tous  les 
cas,  rencontrer  le  plan  des  x , y,  parce  que  la  composante 
g qu’elle  renferme,  et  qu’on  peut  prendre  arbitraire- 
ment , est  parallèle  à l’axe  des  z. 


121.  Nous  entrevoyons  déjà  que  puisque  des  deux  forces 
g et  Pd,  l’une  est  parallèle  à l’axe  des  c , il  ne  s’agirait 
plus,  pour  parvenir  a notre  but,  que  de  transporter  le 
point  d application  de  la  force  R'  au  point  C',  ou  elle  perce 
le  plan  des  x,  y ; car  alors  on  pourrait  encore,  comme 
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dans  l’article  1 19,  décomposer  R' à ce  point,  en  deux  forces, 
l’une  située  dans  le  plan  des  x , y,  et  l’autre  parallèle  à 
l’axe  des  z.  De  sorte  qu’au  lieu  de  la  force  P',  nous  aurions 
trois  forces  ; la  première  appliquée  en  C7,  et  située  dans  le 
plan  des  x,  y,  et  les  deux  autres  parallèles  à l’axe  des  z, 
l’une  appliquée  en  C7,  et  l’autre  en  M7. 

122.  Les  coordonnées  des  points  d’application  des  forces 
devenant  nécessaires  lorsqu’on  veut  exprimer  les  conditions 
analytiques  de  leur  équilibre,  cherchons  maintenant  à dé- 
terminer les  coordonnées  du  point  C7. 

C’est  à quoi  l’on  parviendra  facilement  au  moyen  des 
équations  de  la  résultante  R7  qui  passe  par  le  point  x',y',z. 
Pour  les  obtenir,  nous  remarquerons  que  les  équations  d’une 
droite  quelconque  R7  assujettie  à passer  par  un  point  x ,y' , z , 
sont  (art.  £7) 

z— z=\ (*—*')  ) 

y >.  . . (5^). 

Dans  ces  équations,  X,  Y et  Z représentent  les  projec- 
tions de  la  droite  IV  sur  les  axes  coordonnés.  Ces  projec- 
tions étant  égales  aux  composantes  de  R7  parallèlement 
aux  axes,  il  ne  s’agira  plus  que  de  remplacer  X,  Y et  Z 
par  ces  composantes.  Or  R7  étant  la  résultante  de  P7  et  de 
— S > on  peut  substituer  à P’ ses  trois  composantes  P7  cos  Y, 
P cos  C , P7  cos  y7;  et  R7  sera  la  résultante  des  quatre 
forces 

P7  cos  «7,  P7  cos  £7,  P7  cos  y7,  — g'. 

Ces  forces  agissant  parallèlement  aux  axes  coordonnés  , 
nous  aurons 

X — P7  cos*7,  Y--P7cos£:,  Z = P7  cos  y — g C), 

(*)  nc  peut  dans  aucun  cas  supposer  que  Z soit  nul  , parce  que 
' S ‘Tant  arbitraire,  on  le  supposera  toujours  different  de  P'  cos  y'. 


\ 64  STATIQUE. 

et  en  mettant  ces  valeurs  clans  les  équations  (5^)  , on  ob- 
tiendra pour  les  équations  de  R', 


z 


Z 


P!  t f 

— CQSy-ff 

^ ' T~\  / / 

P COS  <& 

,__V'  cos  y— g* 
Z ~~  P'  cos  £' 


(#  — X ') 
— /) 


(58). 


Fig.  CS.  1 23.  Pour  avoir  les  coordonnées  du  point  C/  (fig.  66)  où 
la  droite  R'  perce  le  plan  des  x , y , nous  remarquerons 
qu’en  ce  point  z = o ; et  si  nous  appelons  a/  et  bJ  les 
deux  autres  coordonnées  , il  faudra  supposer  dans  les 
équations  (58) , 


X — Vj,  J — ^ J 1 2 = 0, 

et  elles  se  réduiront  à 


z 


Pr  f t 

cos  y —g  , , 

Tcos£-£  b _ , . 
P'  cos  6'  " ' ^ ; ' 


d’où  Ton  tirera 


/ i\i  t 

z r cos  <* 


ay  = x 


F cos  y —g* 

, z P'  cos  C' 

"P'cosy  _7(); 

telles  sont  les  coordonnées  cz/  et  bJ  du  point  G',  où  la  résul- 
tante R.'  coupe  le  plan  des  a* , y. 


Voici  comment  on  pourrait  démontrer  géométriquement  ces  équa- 
Fig.  G'j  . tions  : soit  MN  (fig.  67)  la  résultante  R'  appliquée  en  M ; les  composantes 
rectangulaires  de  cette  force  seront 

MF  = P'  cos  a',  ME  = P'  cos  C,  MO  = P'  cos  y'  — g'. 

Par  le  point  C où  R'  rencontre  le  plan  des  x , y,  menons  la  parallèle  CB 
à l’axe  des  x } les  coordonnées  du  point  C seront  évidemment 
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124.  La  force  R'  ( %.  68)  étant  représentée  par  la  Fig.  OS. 
jwrtie  MT  de  sa  direction  , on  peut  la  transporter  au 
point  C'  en  prenant  C'D'  = M'R'.  Décomposant  alors  C'D' 
en  trois  forces  rectangulaires  appliquées  en  C',  ces  forces 
seront  les  mêmes  que  les  composantes  de  M'R';  par  con- 
séquent nous  pourrons  considérer  le  point  C'  comme  solli- 
cité par  trois  forces  P' cos  a,  P'  cos  C'  et  P'cosy'—/;  les 
deux  premières  seront  situées  dans  le  plan  des  x,  y,  et  la 


AO  = AP  - PO,  QC  = PD  — BD, 

nu  5 

AQ  = x'  — CB,  QG=r'  — BD. 

II  ne  s’agit  pins  que  de  déterminer  CB  et  BD.  Pour  ceîa , nommons 
6 1 angle  que  la  diagonale  ON  fait  avec  la  direction  OL  ; les  droites 
()]N  et  CD  s >nt  parallèles  , puisqu’elles  se  trouvent  situées  dans  des 
plans  horizontaux  qui  sont  parallèles  - d’où  il  suit  que  les  angles  NOI  , 

DCB  sont  égaux  comme  formés  par  des  côtés  parallèles  j ainsi  nous 
aurons 

DCB  = ô; 

par  conséquent 

CB  — CD  cos  ô , DB  = CD  sin  0 . . . (5g). 

Cela  posé, (les  triangles  CMD  , OMN  rectangles,  l’un  en  D et  l’autre 
eu  O , nous  donnent  la  proportion 

MO  : ON  ::  MD  : CD, 


ou 


doue 


P' cos  y— S'  : on  ::  c : cd  j 

z.  ON 

P'  cos  y — g/  ’ 


CD 


mettant  cette  valeur  dans  les  équations  (5o) , on  obtient 

z.  ON  cos  9 __  z. ON  sin  9 


CB  rr 


DB 


P'  COS  y g 7 P'  CO S~yôZ~g'  » 

remplaçant  ON  cos  ô et  ON  sin  6 par  leurs  valeurs  OL  et  NL,  et 
observant  que  OL  et  NL  ne  sont  autre  chose  que  les  composantes 
P ' cos  a!  et  P' cos  C de  MN,  nous  aurons 


CB 


;.P/ 


COS  et 


DB  — 


z.  P'  cos  C' 


P' cos  y'  — g"  ~~  P'  cos  yf  _ g** 
valcnib  qu’on  substituera  dans  celles  de  AO  et  de  (XJ. 

hslém.  de  Mécanique.  ■ 
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08.  troisième  sortira  de  ce  plan  et  agira  parallèlement  à Taxe 
des  z.  Ainsi,  an  lieu  de  la  force  P'  appliquée  en  M',  nous 

aurons 

en  M7  la  force  g parallèle  à l’axe  des  s, 

en  C'  la  force  P'cosy'— g-'  parallèle  à Taxe  des  z , 

en  C'  la  force  P' cos  «...  située  dans  le  plan  des  x,  y, 

en  C'  la  force  P'cosC7...  située  dans  le  plan  des  x,  y. 

125.  En  opérant  de  même  à l’égard  des  forces  P",  P'", 

P,v,  etc.,  au  moyen  des  forces  g —g",  gm—g“ > etc*  ’ 
qu’on  ajoutera  à leurs  points  d’application  M , M , M , etc., 
on  décomposera  le  système  en  deux  groupes  de  forces,  les 
unes  parallèles  à l’axe  des  s,  et  les  autres  situées  dans  le 

plan  des  x , y. 

Les  forces  parallèles  à l’axe  des  a seront 

g\  g",  etc. 

appliquées  aux  points  M , M , M , etc.  *, 

P'  cos  y — g,  P"  cos  y"  — g" } etc. , 

appliquées  aux  points  G , C',  G , etc. 

Et  les  forces  situées  dans  le  plan  des  x , y,  seront 

pr  cos  « , p'cos  «",  PW  COS  «*,  P cos  y g , etc.,  x 

appliquées  en  C/,  C , G , etc. , 

P'  cos  £',  P"  cos  6",  V"  cos  £'\  etc. , 

appliquées  en  G/,  L , G , etc. 

, 26.  On  va  démontrer  que  pour  qu’il  y ait  équilibre  entre 
ces  forces,  il  faut,  i°.  que  les  forces  situées  dans  le  plan 
des*,  y se  fassent  équilibre;  20.  qu’il  en  soit  de  même  à 
l’égard  des  forces  parallèles. 

Pour  cela,  les  points  C',  C',  C",  etc. , considérés  comme 
les  points  d’applications  d’une  partie  des  forces  du  système, 
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sont  invariablement  liés  entre  eux.  Ou  peut  donc  imagi- 
ner que  par  deux  de  ces  points,  on  ait  mené  une  droite  C'C" 
qu’on  prolongera  indéfiniment  de  chaque  coté;  si  l’équi- 
libre général  subsiste,  cette  droite  sera  immobile;  par  con- 
séquent aucun  des  points  qui  la  composent  ne  pourra  se 
mouvoir  : or  cela  suffit  pour  expliquer  la  destruction  mu- 
tuelle des  forces  situées  dans  le  plan  des  x}  y. 

En  effet , toute  force  située  dans  le  plan  des  x , y ren- 
contieia  la  droite  fixe  ou  lui  sera  parallèle.  Dans  le  premier 
cas , nous  représenterons  cette  force  par  AB  (fig.  69),  et  nous  Fig.  Oy. 
la  prolongerons  jusqu’à  sa  rencontre  O de  la  droite  fixe  ; 
et  comme  il  suffit  qu’une  force  ait  un  point  fixe  dans  sa  di- 
rection pour  qu’elle  soit  détruite,  ce  point  O rendra  nul 
l’effet  de  la  force  AB. 

D’une  autre  part,  si  une  force  DE  était  parallèle  à C'C", 
elle  ne  pourrait  se  mouvoir  sans  entraîner  C'C"  dans  le  même 
sens,  ce  qui  est  impossible,  puisque  la  droite  C'C"  est  fixe; 
par  conséquent  la  force  DE  sera  aussi  sans  effet  (*). 

Les  forces  qui  sont  dans  le  plan  des  x , y étant  en  équi- 
libre , il  faut  que  les  forces  verticales  le  soient  aussi;  car 
autrement  1 équilibre  général  n’aurait  pas  lieu. 

127.  Le  problème  est  ainsi  réduit  à trouver  les  conditions 
d équilibre,  i°.  des  forces  parallèles  à l’axe  des  s;  20.  des 
forces  situées  dans  le  plan  des  x,  y. 


v 1 pourrait  le  démontrer  plus  rigoureusement  de  la  manière 
suivante.  Soit  MP  (fig.  70  ) une  force  parallèle  à la  droite  fixe  AP  ; 
menons  au  point  d’application  M de  cette  force,  deux  droites  MN  et 
MJN'  égales  et  directement  opposées.  Nous  ne  changerons  rien  à l’état 
du  système,  puisque  MN  et  MN'  se  détruisent.  Or  en  composant  MP 
avec  MN',  on  a la  résultante  MS  qui  est  détruite  par  Je  point  O situé 
sur  sa  direction.  La  force  MN  est  aussi  détruite  par  la  résistance  du 
point  L;  donc  le  système  des  forces  MN,  MN'  et  MP  n’ayant  aucun 
effet,  il  en  sera  de  même  de  MP. 
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Fig.  9 


Conditions  dJ équilibre  des  forces  parallèles  à l’axe  des  z. 

128.  Ces  conditions  étant  les  mêmes  que  celles  que 
nous  avons  prescrites , article  87  , elles  exigent  qu  on  égalé 
à zéro, 

i°.  La  somme  des  forces  parallèles  à l’axe  des  s ; 

20.  La  somme  des  momens  par  rapport  au  pian  des  y,  z ; 
3°.  La  somme  des  momens  par  rapport  au  plan  des  a*,  s » 

La  première  de  ces  conditions  nous  donne 

p'  cos  y — g g *4*  13  cos  y S s 

4.  P*  cos  y*  — g"  4 gm  4*  etc.  = o ; 

ou,  en  réduisant, 

p'  cos  y + P"  cos  y ' 4-  P*  cos  yu  4 etc.  ~ o . . . (bo). 

Pour  remplir  la  seconde  condition , nous  avons  deux  soldes 
de  momens  à prendre. 

1°.  Ceux,  des  forces  g,  g,  etc.,  appliquées  aux  points 
M',  M",  etc. 

2°.  Ceux  des  forces  P' cos  y — g,  P"  cos  y*  g',  etc.,  ap- 
pliquées aux  points  C , C , etc. 

En  considérant  d’abord  la  première  force  g qui  agit  au 
r»nîut  M' (Tie  n O , le  moment  de  cette  force  par  rapport  au 

P a»  y, «.  i X H'N';  . W.HV.M1.  X, 

donc  le  moment  clierclié  est  g x . 

A l’égard  du  moment  de  la  force  P'  cos  y g qui  agit 
en  C ce  moment  pris  par  rapport  au  même  plan  des  y,  z, 
est  évidemment  égal  à ( P'  cos  y'  - g'  ) X E'C,  ou  plutôt 
à ( P'  cos  y — g ) a,  ; doue  la  somme  des  momens  des 
forces  g et  P'  cos  y'  — g par  rapport  au  plan  des  y,  s , 
est  représentée  par 

g x*  4"  (i^ cos  y < — S ) ar 
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Mettant  dans  cette  expression  la  valeur  de  af  trouvée  ar-  7r» 
ticle  i?.3,  on  aura 


' ' 1 /"TV  ' r \ ( " P COS  * \ 

gx  + (P  cos  y -g)[f  ~ - 


effectuant  la  multiplication  indiquée  et  réduisant  , on 
trouve 

/ ry  ' /TV  x 

x r cos  y — z r cos  « . 


Prenant , par  le  même  procédé , les  momens  des  forces 
parallèles  appliquées  aux  points  M'f,  M,<r,  etc.,  C",  G*,  etc., 
et  réunissant  tous  ces  momens,  leur  somme  sera  exprimée 
par  l’équation 

P 9 s f 9 9 t\ 

{X  cos  y — Z COS  et  ) 

-j-  P/;  (xw  cos  y"  — z"  cos  et")  4*  etc.  = o . . » (6 1 ). 

Pour  obtenir  la  troisième  équation  d’équilibre  des  forces 
parallèles , le  moment  de  la  force  g appliquée  en  M',  par 
rapport  au  plan  des  x , z,  sera  g X M'L'^g'X  B'G'=  gy'\ 
celui  de  la  force  P'  cos  y — g appliquée  en  C' , sera 
(P^  cos  y — g)  b t : ainsi  l’on  aura  pour  la  somme  de  ces 
deux  momens 

g y + ( p'  cos  y — g ) br 

Mettant  pour  bt  sa  valeur,  art.  123  , et  réduisant,  on 
trouvera 

y'  P'  cos  y — zP'  cos 

Déterminant  de  même  les  momens  des  autres  forces  pa- 
rallèles par  rapport  au  plan  des  x , z on  aura  pour  la 
troisième  équation  de  condition 

P'  ( y ' cos  y — z cos  * ) 

4*  P'  (y"  cos  y" — z°  cos  C)  4-  etc.  — o.  . . (62). 
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7° 


Conditions  df  équilibre  des  forces  situées  dans  le  plan 

des  X, 


i2q.  Ces  conditions  étant  les  mêmes  que  celles  des  forces 
qui  agissent  dans  un  plan,  il  faut, 

i°.  Que  la  somme  des  forces  parallèles  à l’axe  des  x soit 
égale  à zéro  • 

2°.  Que  la  [jomme  des  forces  parallèles  à l’axe  des  y soit 
égale  à zéro  \ 

3°.  Que  la  somme  des  moraens  des  forces  par  rapport  a 
l’origine  soit  égale  à zéro. 

Les  deux  premières  de  ces  conditions  donnent  lieu  aux 
équations 


P7  cos  a,'  -f~  Pw  cos  u -f-  Vm  cos  oé1'  etc.  — o . . . (63  ) , 
P'  cos  £7  -J-  P"  cos  C"  -f-  P"7  cos  -4-  etc.  = o . . . (64). 


A l’égard  de  la  troisième  condition,  en  considérant  d’abord 
Fig.  71*.  le  point  G (fig.  71*),  nous  avons  les  deux  forces  P/  cos  cl 
et  P'  cos  £7  appliquées  à ce  point.  Prenant  les  momens  de 
ces  forces  par  rapport  à l’origine  A,  le  moment  de  la 
force  P'  cos  u sera 


P'  cos  et  X AE7  = P7  cos  et  X C7F7  ~ P7  cos  et  X b y 5 

de  même  le  moment  de  la  force  P7  cos  £7  par  rapport  à 
l’origine  A sera 


P7  cos  C7  X G E'  = P'  eos  £7  X AF7  = P7  cos  C7  x a,. 

Ces  momens  doivent  être  de  signes  contraires,  parce  que 
les  forces  P7  cos  et  et  P7  cos  C7  tendent  à faire  tourner  le 
système  en  sens  opposé  autour  de  l’origine  A.  Ainsi  en 
regardant  comme  positif  le  moment  où  entre  la  force 
P cos  ce  qui  tend  à pousser  l’axe  des  y,  nous  écrirons 

P7  cos  cl  X — P7  cos  S7  X a,  7 


\ 
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mettant  dans  cette  expression  les  valeurs  de  a/  et  de  bt  P 
trouvées  article  123,  nous  aurons 


P' 


cos  u ( y — 


s'P'cosÊ'  \ p,  r(  , s'P'cos*  \ 

7 7j— 'P  COsC  (a—- y ). 

I COS  y — g-  / \ r cosy  — g J • 


effectuant  les  multiplications  indiquées  et  réduisant , ou 
trouvera 

y P cos  u X i COS  b . 

Opérant  de  la  même  manière  à l’égard  des  forces  qui  sont 
appliquées  aux  points  C",  C'*,  etc. , nous  trouverons  cette 
dernière  équation  d’équilibre 

P (y  cos  et  X ' COS  <0  ) 

+ P*  {y"  cos  u"  — x"  cos  C")  -f-  etc.  = o . . . (65). 

130.  On  peut  écrire  ainsi  les  équations  (6o),  (6i)  , (62), 

(63) , (64) , (65)  ; 

XP  cos  *c  ~ o ! 

XP  cos  C o > . . . (66). 

XP  cos  y = o 3 

XP  (y  cos  a — x COS  £)  = o } 

XP  ( x COS  y — z cos  et)  z=zo  > . . . (67). 

XP  (y  cos  y — z cos  £)  — o J 

1 3 1 . Lorsqu’il  y a un  point  fixe  dans  le  système,  toutes 
ces  équations  ne  sont  pas  nécessaires.  En  effet , si  l’on  place 
l’origine  en  ce  point,  on  voit  d’abord  qu’il  y aura  équilibre 
entre  les  forces  situées  dans  le  plan  des  x , y,  si  le  système 
de  ces  forces  ne  peut  tourner  autour  du  point  fixe.  Cette 
condition  sera  remplie  si  l’on  a 


XP  ( y cos  u — x cos  C)  = o. 

11  ne  s’agit  donc  plus  que  de  trouver  les  conditions  d’équi- 
libre des  forces  parallèles  à l’axe  des  z.  Pour  cet  effet, 
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•soient  xy)  yJ  et  o les  coordonnées  du  point  où  ta  résul- 
tante des  iorces  parallèles  rencontre  le  plan  des  x,  r;  en 
quelque  part  qu’elle  soit  située , il  suit  de  la  propriété  des 
iorces  parallèles  que  le  moment  de  cette  résultante , par 
rapport  à l’un  des  plans  des  x , z,  et  des  y,  z,  est  égal  à la 
somme  des  rnomens  des  forces  parallèles  par  rapport  à ce 
plan;  par  conséquent  nous  avons 


ï!  ci j ~ SP  (x  cos  y — - z cos  et)  . 

P\.Ù/  rr:  2 P (y  COS  y — Z COS  £). 

Pour  qu  il  y ait  équilibre  entre  les  forces  parallèles,  il  faut 
que  leur  résultante  passe  par  le  point  fixe  qui  est  à l’ori- 
gine, ce  qui  exige  qu’on  ait  a/=zz  o,  b ~ o.  Cette  hypo- 
thèse réduit  les  équations  précédentes  a 


SP  ( x cos  y — s cos  et)  o , 

SP  (y  cos  y — z cos  £)  = o. 

Ainsi  lorsqu’il  y a un  point  fixe  clans  le  système,  il  y aura 
équilibre  entre  toutes  les  forces , quand  les  équations  (67} 
seront  satisfaites. 

i3a.  S’il  y a deux  points  fixes,  et  qu’on  place  l’un  des 
axes  cordonnés  dans  la  direction  de  ces  points,  cet  axe  de- 
viendra fixe,  le  système  ne  pourra  que  tourner  autour;  et 
nous  tomberons  dans  le  cas  suivant. 

1 33.  Si  le  système  est  assujetti  à tourner  autour  d’un  axe 
fixe,  en  prenant  cet  axe  pour  celui  des  2,  toutes  les  forces 
qui  lui  seront  parallèles  se  détruiront,  et  il  ne  restera  plus 
que  les  forces  dirigées  dans  le  plan  des  x,  y.  Or,  pour  que 
ces  forces  soient  en  équilibre,  il  suffit  que  leur  résultante 
passe  par  le  point  A qui  est  fixe,  comme  appartenant  à 
l’axe  A z.  La  condition  nécessaire  pour  que  la  résultante 
passe  par  ce  point  est , comme  nous  l’avons  vu , qu’on  ait 
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Cette  seule  équation  suffit  pour  qu’il  y ait  équilibre  dans  l'g- 
Je  système,  lorsque  l’axe  (îes  z est  iixe. 

1 34.  Si  l’on  rendait  fixe  l’axe  des  y ou  celui  des  a , 
on  démontrerait  de  même  que  pour  que  le  système  fût  en 
équilibre,  il  faudrait  qu’on  eût  dans  le  premier  cas 

SP  (x  cos  y — z cos  a.)  — o , 
et  dans  le  second , 

2 P (y  cos  y — 2 cos  C). 

135.  On  a besoin  d’une  condition  d’équilibre  de  plus, 
lorsque  le  corps  peut  glisser  sur  l’axe  fixe  ; cette  condi- 
tion est  que  l’on  ait 

2P  cos  y = o. 

1 36.  En  comparant  la  condition  d’équilibre  d’un  système 
qui  se  meut  autour  d’un  axe  fixe  , à celles  qui  ont  lieu 
lorsque  ce  système  est  mobile  autour  d’un  point  fixe , on 
peut  énoncer  ainsi  ces  dernières  conditions  : Il  y aura  équi- 
libre autour  df  un  point  fixe_,  si  en  regardant  successivement 
chaque  axe  comme  fixe  , V équilibre  a lieu  dans  chacun  de 
ces  cas. 

A l’égard  des  forces  qui  agissent  sur  un  plan  fixe, 
il  est  évident  que  celles  qui  lui  sont  perpendiculaires  sont 
détruites  par  la  résistance  de  ce  plan  ; donc  les  conditions 
d’équilibre  se  réduisent  alors  à celles  des  forces  situées  dans 
un  plan,  et  l’on  a par  conséquent 

2 P cos  u zzz  o , 

2P  cos  £ = o , 

2P  (y  cos  a — x cos  C ) = o. 

i38.  Si  un  corps  repose  sur  un  plan  et  peut  être  ren- 
versé , il  faut  ajouter  à ces  trois  conditions , celle  que  la 
résultante  des  forces  perpendiculaires  au  plan  passe  par  un 
point  commun  à ce  plan  et  au  corps  , ou  rencontre  le  poly- 
gone formé  avec  les  points  de  contact. 
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13g.  Nous  terminerons  cette  matière  par  la  solution  de 
ce  problème  : Trouver  V équation  de  condition  qui  doit  avoir 
lieu  pour  que  plusieurs  forces  situées  dans  V espace  aient 
une  résultante  unique.  Il  y aura  une  résultante  unique  dans 
le  système,  si  la  résultante  des  forces  parallèles  à l’axe  des 
^ perce  le  plan  des  x,  y en  un  point  qui  soit  sur  la  résultante 
des  forces  situées  dans  le  plan  des  x,  y.  Pour  exprimer 
cette  condition  , il  faut  remarquer  d’abord  que  lorsque 
l’équilibre  a lieu  , il  existe  aussi  entre  les  forces  paral- 
lèles à l’axe  des  s.  Les  conditions  d’équilibre  de  ces  forces 
sont  ? art.  1 28  , 

P cos  y -f-  P'  cos  y -f-  P"  cos  y’  -f-  etc.  rrr  o , 

P ( x cos  y — z cos  et)  -j-  P'  ( x cos  y — z cos  et)  -f-  etc.  — o ; 
P (y  cos  y — z cos  £)  -f-  P'  {y'  cos  y — z cos  Q')  -(-  etc.  — o. 

En  regardant  la  première  de  ces  forces  comme  égale  et  di- 
rectement opposée  à la  résultante  P cos  y de  toutes  les  au- 
tres , nous  aurons  pour  déterminer  la  résultante  des  forces 
parallèles 

4 

P cos  y = P'  cos  y -f-  P"  cos  y " -J-  etc.  , 

P ( x cos  y — s cos  u ) = P'  ( x cos  y — z cos  et  ) etc. , 
P (y  cos  y — z cos  £ ) — P"  ( y cos  y — z cos  C ) -f-  etc. 

Si  le  point  d’application  de  cette  résultante  est  sur  le  plan 
des  .r  , y,  soient  x/ , y/  et  o , les  coordonnées  de  ce  point  ; 

en  mettant  ces  valeurs  à la  place  de  x , de  y et  de  z dans 

les  premiers  membres  des  équations  précédentes , on  aura 

P cos  y ~ P'  cos  y -j-  etc. , 

P cos  yx t = P'  ( x cos  y — z cos  et  ) -f-  etc. , 

P cos  yy t = P’  (yf  cos  y — z cos  0>r  ) -f-  etc. 

Représentons  par  Z le  facteur  P cos  y,  et  par  M et  Ni  les 
seconds  membres  de  deux  de  ces  équations  ; elles  devien 
dront 
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Z — P'  cos  y -f-  etc.  , 
Z.V,  = M , 

Zy,=Ni 

d’où  l’on  tirera 

M N 


Ayant  ainsi  déterminé  les  coordonnées  xt  et  y t du  point 
où  la  résultante  des  forces  parallèles  rencontre  le  plan 
des  x , y , il  faut  maintenant  exprimer  la  condition  né- 
cessaire pour  que  ce  point  se  trouve  sur  la  résultante  des 
forces  situées  dans  le  plan  des  x , y : l’équation  de  cette 
résultante  est,  art.  m, 

Xy  — xY  = 2P  ( y cos  a — x cos  £)  ; 

et  en  faisant , pour  abréger , 

ZP  ( y cos  u — x cos  C)=zL, 

elle  devient 

Xj  — a Y — L ; 

remplaçant  dans  cette  équation  x et  y par  les  valeurs  de  xt 
et  de  y t que  nous  venons  de  déterminer , nous  exprimerons 
la  condition  demandée,  et  nous  trouverons 

XN  MY  _ 

"z — -^=L; 

chassant  les  dénominateurs  et  transposant,  nous  aurons 
enfin  * 

XN  — LZ  + MY...  (68). 

Lorsque  cette  équation  sera  satisfaite,  les  forces  se  rédui- 
ront à une  seule  résultante , hors  cependant  le  cas  où  l’on  a 

X = o,  Y — o , Z — o. 

i4o.  Dans  le  cas  où  toutes  les  forces  agissent  dans  un 
même  plan,  et  que  ce  plan  est  mobile  autour  d’un  point 


7^  STATIQUE. 

fcig.  72.  iixe , l’équation  (66)  est  nécessai remet) t satisfaite,  car  les 
quantités  N et  M qui  représentent  la  somme  clés  raomeas 
par  rapport  aux  plans  des  x , z et  des  y,  z , étant  nulles, 
ainsi  que  fa  quantité  Z qui  exprime  les  composantes  P cos  y, 
P'  cos  y y P"  cos  y" y etc. , il  en  résulte  que  la  condition 
exigée  par  l’équation  (66),  pour  qu’il  y ait  une  résultante 
unique  , est  remplie. 

1 4 1 * D’après  ce  que  nous  avons  vu  , art  1 1 4 5 les  équa- 
tions X=o  et  Y — o expriment  la  condition  que  les  forces 
situées  dans  le  plan  des  x , y,  peuvent  se  réduire  à deux 
composantes  R'  et  R"  égales  et  agissant  en  sens  contraires. 
Par  un  procédé  analogue,  on  pourrait  aussi  réduire  les  forces 
parallèles  à l’axe  des  z,  à deux  forces  Z'  et  Z"  égales  et  agis- 
sant en  sens  contraires.  Ainsi  dans  le  cas  où  l’on  a seule- 
ment X— o,  Y o , Z — o , le  système  de  toutes  nos 
forces  reviendra  à celui  de  quatre  forces  R',  R",  ZI  et  Z" 
qu’on  pourra  réduire  à deux  forces  égales  et  dirigées  en  sens 
contraires.  (Note  cinquième .) 


Théorie  du  plan  principal j et  analogie  qui  existe  entre  les 

projections  et  les  monte  ns. 

i4 2.  La  théorie  du  plan  principal,  qui  présenté  des  analogies  si  frap- 
pantes avec  celle  des  mornens,  est  trop  utile  dans  les  hautes  questions  de 
Mécanique,  pour  que  nous  la  passions  sous  silence;  elle  repose  sur  un 
théorème  qui  est  démontré  dans  la  note  7e  de  mes  Elémens  de  Calcul 
intégral,  et  dont  voici  l’énoncé:  La  projection  d'une  surface  plane  sur 
un  plan  est  égale  a l’aire  de  cette  surface  multipliée  par  le  cosinus 
de  son  inclinaison.  (Note  sixième.) 

Il  suit  de  ce  théorème  que  si  l’on  nomme  p l’angle  formé  par  deux 
plans  , et  x l’aire  d’une  surface  renfermée  dans  le  premier  plan,  la  pro- 
jection de  cette  aire  sur  le  second  plan  aura  pour  expression  xcosa.  Or 
on  sait  ( note  septième ) que  l’angle  p formé  par  deux  plans  MF  et  EN 
Fig.  72.  (fi*.  72),  se  mesure  par  deux  perpendiculaires  qui , partant  d’un  même 
point  C , sont  abaissées  sur  chacun  des  plans.  Lorsque  l’un  de  ces  plans 
EN  , par  exemple  , est  celui  «les  x , y,  la  perpendiculaire  AH  qui  lui  est 
• îative  devient  parallèle  h,  l’axe  des  c.  Donc  l’angle  formé  par  le  plan 
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MF  avec  le  plan  des  a:,  y,  a pour  mesure  l’angle  compris  entre  la  per-  Fig.  72 
pendiculaire  BK.  qui  lui  est  mente,  et  la  parallèle  AH  à l’axe  des  2. 

En  general,  si  l’on  nomme  *,  C,  y , les  angles  qu’une  perpendiculaire 
au  plan  donne  forme  respectivement  avec  les  directions  des  axes  des  x,  des 
>-  et  des  z,  ces  angles  mesureront  toujours  les  inclinaisons  de  ce  plan 
avec  les  plans  des  y , z , des  1,  z,  et  des  x,  y. 

1 43.  Soient  maintenant  «,  C,  y,  et  «,  t,  i ",  les  angles  formes  res- 
pectivement par  deux  plans  quelconques  avec  les  plans  coordonnes  , 
et  que,  d'après  l’article  precedent,  on  connaîtra  en  mesurant  les  angles 
que  chacune  des  perpendiculaires  aux  plans  donnés  fait  avec  les  axes 
coordonnés.  Les  cosinus  de  ecs  angles  , introduits  dans  une  formule  que 
nous  allons  bientôt  employer,  nous  mettront  eu  état  de  conclure  im- 
médiatement la  valeur  du  cosinus  de  l’angle  p qui  est  formé  par  ces 
deux  plans  ; c’est  cette  formule  que  je  vais  démontrer  de  la  manière  sui- 
vante par  un  procédé  nouveau. 

Menons  par  le  point  C (fig.  c3)  les  droites  CA,  CB,  perpendiculaires  Fig.  ^3 
à nos  deux  plans,  ces  droites  comprendront  entre  elles,  comme  nous 
l’avons  vu  , un  angle  égal  h l’angle  ® qui  existe  entre  nos  deux  plans. 

Prenons  ensuite  les  parties  CA  et  CB  égales  ; représentons-los  l’une  et 
l’autre  par  r ; menons  par  les  extrémités  de  ces  droites  la  ligne  AB  ; et , 
abaissant  sur  CB  la  perpendiculaire  AE,  nous  aurons 


ou 


CA  cos  p = CE  = CB  — EB, 
r cos  p — r — EB . . . (69). 


Pour  déterminer  EB  , abaissons  la  perpendiculaire  CD  sur  le  milieu  de 
AB  ; les  triangles  rectangles  CDB,  EAB  qui  ont  un  angle  commun  B , 
sont  semblables  et  donnent  Ja  proportion 


ou 


donc 


CB  : BD  : : AB  : EB , 
AB 

r:  — ::  ab  : eb; 

2 


EB  = — AB’. 
2 r 


Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (69),  nous  aurons 


r cos  « = r -.AB’...  ( no \ 

2 /•  w 


Il  ne  s’agit  plus  que  de  trouver  l’expression  analytique  de  AB*.  Pour 
cela,  nous  remarquerons  que  les  droites  CA  et  CB  faisant  avec  les  ait  s 
rectangulaires  des  angle*  at,  C,  y , et  1,  t',  les  projections  de  ces 
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droites  seront  respectivement  (art.  47)  r cos  * , r cos  C,  r cos  , et  ;•  cos 
rcosiy  r cos  g "$  d’un  autre  côte,  si  nous  appelons  X,  Y et  Z les  coor- 
données du  point  C,  celles  du  point  A seront 

X 4 r cos  et , Y ■+•  r cos  C,  Z -f-  r cos  y ; 
et  celles  du  point  B seront 

X -f-  r cos  g , Y 4 r cos  g',  Z 4 r cos  g"; 

substituant  ces  valeurs  des  coordonnées  des  points  A et  B dans  l’expression 
du  quarré  de  la  distance  de  deux  points  xf , y',  ?/,  et  x",  y",  z" , qui, 
comme  Bon  sait , est 

( x'— x"  y 4 (/—y'  )•  4 ( 2'  - s"  )a , 
nous  trouverons 

ABa  = (r  cos  a — r cos  s)2  -{-  ( rcos  C — rcos  g')2  4 (r  cos  ^ — r cos  g")2; 
mettant  le  facteur  commun  r en  dehors,  et  développant,  nous  aurons 

AB2  — r2  (cos1  et  4 cos2  C -f-  cos2  y ) 

-4"  r2  (cos2  g -f-  cos2  g' 4 cos2  g") 

2r2  (cos  g cos  et  4 cos  g'  cos  Ç 4 cos  g"  cos  7/). 

La  somme  des  quarrés  des  cosinus  étant  égale  à l’unité  (art.  49),  celte 
équation  se  réduit  à 

AB 2 = 2C2  — 2r2  (cos  g cos  A 4 cos  g'  cos  C 4 cos  g"  cos  y)  ; 

mettant  cette  valeur  dans  l’équation  (70),  réduisant  et  supprimant  le 
facteur  commun  r,  on  trouvera 

cos  p = cos  g cos  et  4 cos  g'  cos  C 4 cos  g"  cos  <}/. . . (71). 

1 jj*  Si  1 angle  p est  droit,  cos  p = o , et  l’équation  devient 

cos  g cos  et  4 cos  i cos  b 4 cos  z"  cos  y — o. 

î45.  La  formule  (71)  va  nous  conduire  à un  théorème  fort  remarquable 
siu  les  projections.  En  effet,  soient  deux  plans  dont  le  premier  fait  avec 
les  plans  coordonnés  des  angles  a , b,  c,  et  dont  le  second  fait  avec  h-s 
memes  axes  des  angles  « , C,  y;  nous  aurons,  d’après  la  formule  (nj;, 
pour  le  cosinus  p de  l’angle  formé  par  ces  plans  , l’équation  suivante  , 

cos  p — cos  a cos  et  4 cos  b cos  C 4 cos  c cos  y. 

Oi  , si  1 on  représente  par  x une  surface  plane  renfermée  dans  le  premier 
plan  , et  qu’on  multiplie  l’équation  précédente  par  x,  on  aura 

x cos  p = cos  X cos  a cos  a 4 x cos  b eos  C 4 x cos  c cos  y.. . (72). 

Le  produit  x cos  p est,  d’après  l’art.  142,  la  projection  de  l’aire  > sur 
e second  plan  , et  les  produits  x cos  « , x cos  b,  xcosc,  sont  de  même 
les  projections  de  l’aire  x sur  les  trois  plans  coordonnés. 

i On  peut  déduire  de  l’équation  (72)  l’énoncé  de  ce  théorème  ; 
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I.a  projection  d'une  surface  plane  x sur  un  plan  est  égale  à la 
somme  des  projections  sur  chacun  des  plans  coordonnes,  multipliées 
respectivement  par  les  cosinus  des  angles  x,  C,  y,  qui  mesurent,  les 
inclinaisons  du  filon  de  projection  sur  les  plans  coordonnés. 

Ce  théorème  prend  un  nouveau  degré  de  généralité,  lorsqu'au  lieu 
d’une  aire  x projetée  sur  un  plan,  on  considère  les  aires  x,  x',  x",  etc.  , 
placées  dans  différons  plans,  et  projetées  sur  un  plan  dont  les  incli- 
naisons sur  les  plans  coordonnés  sont  a,  C,  y\  appelons  ce  plan  de  pro- 
jection, a , C,  y,  pour  éviter  les  circonlocutions  , et  nommons 


9 et  1 
a>  b , c,  J 
P et  1 

b\  c'  f 
<p"  et  1 

.'////  »/  f 

a ,h  ,c  , \ 
etc. 


les  inclinaisons  de  l'aire  x 
les  inclinaisons  de  faire  y j 
lés  inclinaisons  de  l'aire  { 

i 


sur  le  plan  x , C,  y,  et  sia- 
les plans  coordonnés, 
sur  le  plan  a,  C,  y , et  sur 
les  plans  coordonnés . 
sur  le  plan  x , £,  y,  et  sur 
les  plans  coordonnés. 


etc. 


etc . 


Opérant  comme  nous  l’avons  fait  pour  l’équation  (75),  nous  aurons 
en  écrivant  cette  équation  la  première, 


x cos  p — x cos  a cos  a -f-  x cos  b cos  C -f-  x cos  c cos  y , 
x cos  p'  — x'  cos  a ' cos  x -f-  x'  cos  b'  cos  C~h  x'  cos  c'  cos  y , 
x cos  p =x  cos  a ' cos  x -f-  x"cos  h"  cos  C -f-  x°  cos  c" cos  7 
-f-  etc.  etc.  etc.  etc. 

-Aj  utant  ces  équations  par  ordre  de  colonne,  nous  trouverons 


(*  cos  9 ~i~  xr  cos  p'  -f-  x"  ccs  p'  -f-  etc.) 

= (x  cos  a -f-  >/  cos  u'  -f-  x"  cos  a!'  -h  etc.)  cos  & 
9-  (x  cos  b -f-  x'  cos  b'  -f-  x"  cos  A"  -j-  etc.)  cos  C 
-f~ , x cos  c -f-  >/  cos  e/  -f-  x,r  cos  c"  -f-  etc.)  cos^ 


\yJJ- 


l.e  premier  membre  de  cette  équation  est  la  somme  des  projections  des 
aires  X,  x',  x',  etc.,  sur  le  plan  x,  C,  y ; et  les  termes  renfermés  entre 
les  parenthèses  désignent  les  sommes  des  projections  des  mêmes  aires 
sur  les  plans  coordonnés. 

Par  conséquent  l’énoncé  du  théorème  de  l’art.  1 46  ne  subit  d’autre 
modification , pour  le  cas  présent,  si  ce  n’est  que  la  surface  qui  doit 
être  projetée  sur  le  plan  x,  C,  y,  au  lieu  d’être  l’aire  x,  se  compose  de 

plusieurs  aires  x,  x',  x",  etc.,  placées  dans  divers  plans,  ce  qui  est  bien 
plus  général. 

i4:-  Pour  simplifier  la  dernière  équation,  représentons  par  P ]a 
somme  des  projections  des  aires  x,  x',  x",  etc.,  sur  le  plan  « , C , y,  et 
par  A,  B,  C,  la  somme  des  projections  des  aires  x,  x',  x",  etc. , sur  les 
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trois  plans  coordonnes,  l'équation  precedente  se  réduira  à 
P ~ A cos  * -f-  B cos  C -f-  C cos  y . . . (74). 

t 48.  Il  csl  à observer  que  quand  on  prendra  la  somme  des  aires  , 
comme  les  cosinus  qui  entrent  dans  leurs  expiassions  sont  positifs  ou 
négatifs,  suivant  que  les  angles  a , b , c ; a',  b ',  c';  a",  b",  c ",  etc.  , 
sont  moindres  ou  plus  grands  qu'un  angle  droit,  ces  sommes  se  chan- 
gent quelquefois  en  différences.  C’est  pourquoi,  dans  l’énoncé  du  théo- 
rème precedent,  nous  ne  devons  entendre,  par  le  mot  de  somme,  que 
la  somme  algébrique  des  projections. 

149.  Supposons  donc  qu’on  projette  ensuite  les  aires  x,  x'.  x",  etc., 
sur  deux  autres  plans  qui  forment  avec  les  plans  coordonnes  des  angles 
et',  y ',  et  et",  C",  y"\  et  que  l’on  nomme  P'  et  P"  les  projections  de 
X -f-  x'  -f-  x",  etc.,  sur  les  plans  et,  C',  y , et  a",  C,  y",  on  aura,  en  y 
comprenant  l’équation  (7 4)  que  nous  écrirons  la  première,  et  en  dési- 
gnant toujours  par  A , B , C , les  projections  de  x -f-  x'-f-  x",etc. , sur  les 
plans  coordonnés, 

P = A cos  et  -f  B cos  C -f-  C cos  y q 

P'  = A COS  et'  -f-  B cos  C'  -+>  C COS  y'  J . . . (75). 

P"  = A cos  et' -f-  B cos  6" -f-  C cos  y"  J 

150.  Si  les  plans  de  projection  P,  P',  P"  sont  rectangulaires,  il  en 
sera  de  même  de  leurs  intersections,  qu’on  pourra  regarder  comme  trois 
axes  rectangulaires  qui  se  rencontrent  en  un  point  O.  Par  conséquent  , 
en  représentant  par  Ox',  par  O y'  et  par  O z'  ces  trois  nouveaux  axes  , 
iis  seront  respectivement  perpendiculaires  aux  nouveaux  plans  coordon- 
nés ; mais  les  axes  des  x,  des  y et  des  s l’étaient  aux  anciens,  donc 
les  angles  formés  par  ces  anciens  axes  avec  les  nouveaux  mesureront 
les  inclinaisons  des  anciens  plans  coordonnés  sur  les  nouveaux.  Ces  in- 
clinaisons sont,  par  hypothèse  , et,  C,  y,  et,  C',  y'j  et",  C",  y "■  et, 
comme  chacun  des  anciens  axes  correspond  aux  mêmes  lettres  grecques  , 
quoique  différemment  accentuées  , cela  suffira  pour  nous  faire  reconnaîtr  e 
que 

L’axe  des  x fait  avec  les  nouveaux  des  angles  a,  et,  et ", 

L’axe  des  y fait  avec  les  nouveaux  des  angles  C,  C , C", 

L'axe  des  z fait  avec  les  nouveaux  des  angles  y , y',  y "• 

par  conséquent  il  y aura  entre  ces  nouveaux  axes  rectangulaires  (art  4 9) 
les  reh. lions  suivantes, 

CUSS  et  -|-  COS1  et  -f-  COS 1 et’  — T 

cos’  C -p  cos1  C -P  cos*  C"  — i 
Cos9  y ~t-  cos1  7/4-  cos*  y"  ~ ï 


l 
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D’un  autre  côte,  en  considérant  h part  ces  nouveaux  axes  rectangu- 
laires, on  verra  que  l’angle  formé  par  deux  d’entre  eux  sera  droit,  et 
que  le  premier  membre  de  l’équation  (71  ) se  réduisant  h zéro  , nous 
aurons 

COS  at  COS  C -f*  cos  a!  cos  C -f-  Cos  et"  cos  C"  — O X 

COS  «i  COS  y -f-  COS  et!  cos  y COS  et"  cos  y"  = O \...  (77). 

cos  C cos  y -f-  cos  C cos  y'  -f-  cos  C cos  y"  = 0 j 

1 5 1 . Si  l’on  ajoute  ensemble  les  carrés  des  équations  (75),  qu’on  fasse 
la  réduction  au  moyen  des  équations  (76)  et  (77),  et  qu’on  rassemble  les 
termes  affectés  des  mêmes  produits  des  quantités  A,  B,  G,  on  trouvera 

P1  -f-  P'1  4- P"2  = As-f  B2  + Cj...  (78)5 

ce  qui  nous  annonce  que  la  somme  des  carrés  des  projections  des  aires 
x , x\  x",  etc.  , sur  trois  plans  rectangulaires,  est  toujours  la  même. 

152.  Nous  allons  tirer  des  conséquences  importantes  de  ce  théorème: 
résolvant  l’équation  (78)  par  rapport  à P,  ou  trouve 

P — \/A»  + B»  + C*— P'a— P"*. 

La  plus  grande  valeur  que  puisse  comporter  ce  radical  est  évidemment 
lorsque  P'  et  P"  sont  nuis.  Dans  ce  cas,  la  somme  P des  projections  de 
x -f-  K -f-  X",  etc.,  sur  le  plan  dont  les  inclinaisons  sont  at,  C,  y , par- 
venue à son  maximum,  sera  donnée  par  l’equatio 

P=  V A»  H-  B3  + C».  . . (79). 

Or,  les  angles  et,  a,  at",  étant  ceux  qui  sont  formés  par  l’ancien 
axe  des  x avec  les  trois  nouveaux  axes  qui  sout  rectangulaires  , on  doit 
avoir 

A = P COS  at  -f-  P'  COS  et  -h  P"  COS  et’  ’ 

en  considérant  les  autres  angles,  on  obtiendrait  de  même 

B = P cos  C -f-  P'  cos  C -f-  P"  cos  C\ 

C = P cos  y -h  P'  cos  y'  -{-  P"  cos  y"  (*). 

Par  conséquent , dans  l'hypothèse  actuelle  de  P'  = o , et  de  P"  = o , les 
équations  précédentes  se  réduisent  à 

A — P cos  at , B — P cos  C , C = P cos  y . . . (80)  ; 


(*)  On  peut  déduire  immédiatement  ces  équations  des  équations  (75), 
en  multipliant  la  ire  par  cos  at,  la  2 par  cos  at',  la  3'  par  cos  at",  et  en 
réduisant  la  somme  à l’aide  de  l’équation  cos*  u -f-  cos*  at'  -h  cos*  at' — T , 
et  des  quantités  multipliées  par  B et  par  C , qui  sont  nulles. 

Élèm.  de  Mécanique.  G 
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ce  qui  donne 

A B 

• — COsC=p,  COS  y: 

Et>en  mettant  pour  P sa  valeur  donnée  par  lequation  (79),  on  aura 

A B ’l 


C 

P 


cos  cl  ~ 


cos  y 


\/ A2  -f-B2  4-  C2  ’ 
C 


co  s C ~ 


Va*  -h  b*  4-  Cs 


...  ($.). 


l/Aa  C1  J 

Telles  seront  les  inclinaisons  du  plan  et  la  plus  grande  projection,  ou 
plan  principal. 

On  voit  que  la  détermination  de  ce  plan  ne  dépendant  que  des  angles 
dont  nous  venons  de  donner  la  valeur,  tout  plan  parallèle  à celui  - ci  jouit 
de  la  même  propriété. 

i53.  On  démontre  encore  que  Sa  somme  des  projections  des  aires  x, 
’k' , etc.,  est  la  meme  pour  tous  les  plans  également  inclinés  sur  le 
plan  principal.  En  effet,  soit  Q la  somme  des  projections  sur  un  plan 
quelconque  qui  ait  a , b,  c pour  inclinaisons  avec  les  plans  coordon- 
nés ; si  nous  représentons  toujours  par  A,  B,  C,  les  projections  des  mêmes 
aires  sur  ces  plans  coordonnés,  nous  aurons 

Q = A cos  a B cos  b -f-  C cos  c ; 

mais  si  a , C,  y désignent  les  inclinaisons  du  plan  principal,  les  équa- 
tions (80)  qui  sont 

A =:  P cos  a , B = P cos  C,  C = P COS  y, 

réduiront  l’équation  précédente  à 

Q — P (cos  a cos  a.  -f-  cos  b cos  C -f-  cos  c cos  y]. 

La  quantité  renfermée  entre  les  parenthèses  équivalant  au  cosinus  de 
l’angle  formé  par  le  plan  principal  a,  C , y,  et  le  plan  quelconque  a, 
b,  c,  si  nous  nommons  B cette  inclinaison,  nous  aurons 

Q = P cos  B , 

et  comme  P représente  la  somme  des  projections  sur  le  plan  principal, 

qui,  art.  i52,  est  P=  \/A’  -f-  B*  ~f~  C*  , nous  obtiendrons,  en  resti- 
tuant cette  valeur , 

Q — V A1  — f—  B*  — f-  C* . cos  B. . . (82). 

Or,  les  projections  A,  B,  C restant  les  mêmes  pour  tous  les  plans 
également  inclinés  , i!  suit  de  l’équation  (82)  que  la  valeur  de  Q , c’est- 
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h-dire  la  somme  des  projections  sur  un  plan,  sera  la  même  pour  tons 
les  plans  qui  formeront  le  même  angle  avec  le  plan  principal. 

On  voit,  en  outre,  que  cette  somme  croît  ou  diminue  proportion- 
nellement à cos  ô. 

» 54 • Enfin,  on  peut  remarquer  que,  pour  tout  plan  perpendiculaire 
an  plan  principal,  la  somme  des  projections  est  égale  h zéro  ; car  l’hy- 
pothèse  de  0 =:  ioo°  annulant  le  second  terme  de  l’équation  (82) , donne 

Q — o- 

1 55.  Tous  les  théorèmes  qui  viennent  d’être  démontrés  sur  les  projec- 
tions et  sur  le  plan  principal  peuvent  s’appliquer  aux  momens.  En  effet, 
plaçons  le  centre  des  momens  à l’origine  des  coordonnées  , et  supposons 
que  le  plan  a,  C,  y passe  par  cette  origine  ; si  parles  points  d’application 
des  forces  et  dans  leurs  directions,  nous  prenons  des  droites  proportion- 
nelles h leurs  intensités,  nous  pourrons  représenter  ces  droites  par  les 
lettres  P,  P',  P",  etc.  Cela  posé,  le  centre  C des  momens  peut  être  re- 
gardé comme  le  sommet  des  triangles  dont  P,  P',  P",  etc.,  seraient  les 
hases  ; les  projections  de  ces  triangles  sur  le  plan  a,  C,  y,  et  sur  les 
plans  coordonnés  , seront  d’antres  triangles  qui  auront  pour  hases  les 
projections  p,  p' , p",  etc.,  des  côtés  P,  P',  P",  etc.,  et  pour  hauteurs 
les  perpendiculaires  h , h',  h ",  etc.,  abaissées  du  centre  C sur  les  droites 
p,  p',  p",  etc.;  de  sorte  qu'en  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation 
(73),  qui  revient  à 

/ projections  sur  les  plans  \ 

S (projections  sur  le  plan  u,  C,  y)  = 2 ! coord,  multip.  respectif,  j , 

\ par  les  cosin.  des  inclin.  j 

elle  se  changera  en 

(projections  sur  les  plans  \ 

coord,  multip.  par  les  \ ...(83). 
cosin.  des  inclin.  J 


Le  second  membre  contenant  des  produits  analogues,  on  voit  que  j sera 
facteur  commun  ; donc,  en  le  supprimant  , le  premier  membre  de  cette 
équation  se  réduira  à 

ph  -f-  p'h'  -f-  p"h"  4-  etc. 

Or,  p,  p',  p",  etc.,  étant  les  projections  des  droites  P,  P',  Pv,  etc., 
les  produits  ph  , p'h ',  p'h" , etc.,  seront  les  momens  des  droites  p, 
p ',  p",  etc. , pris  par  rapport  à l’origine.  Ce  que  nous  disons  du  pre- 
mier membre  de  l’équation  (83)  pouvant  s’appliquer  au  second,  on 
voit  que  la  somme  des  momens  des  projections  des  forces  sur  le  plan 
<*,  y •>  qui  passe  par  l’origine , est  égale  aux  trois  sommes  des  mo- 
yens des  projections  des  mêmes  forces  sur  les  plans  coordonnés  , mul- 
tipliés respectivement  par  les  cosinus  des  inclinaisons. 

G.  . 
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,56  Eli  faisant  des  substitutions  semblables  dans  P équation  (38),  ou 
trouvera  de  même  que  les  sommes  des  carrés  des  momens  de  dtfîe- 
rente,  forces  , par  rapport  it  trok  plans  rectaugulatres  , est  constante. 

Les  équations  (80;,  it  leur  tour,  nous  feront  connu, tre  la  posuton  du 
nlan  pour  lequel  la  somme  des  momens  est  le  plus  grand.  Enfin,  1 - 
quation  (79),  modifiée  dans  le  même  sens,  nous  donnera  la  valeur  de  la 
somme  des  momens  sur  le  plan  principal. 

Du  centre  de  gravité. 

,5n.  Toutes  les  parties  de  la  matière  sont  soumises  à 
une  force  qui  les  entraîne  vers  la  terre  perpendiculaire- 
ment à sa  surface.  Cette  force  est  la  gravité  ou  pesanteur. 

La  terre  étant  presque  sphérique , les  direct, ons  des 
différons  points  matériels  qui  la  composent  concourent  a 
1ie„  près  à son  centre  ; et  comme  ce  centre  est  très  éloigné 
de  la  surface  de  la  terre,  on  peut,  sans  erreur  scnstble, 
supposer  ces  directions  parallèles., 

,58  On  a observé  que  lorsqu’on  s’écartait  du  centre 
1 la  terre  la  pesanteur  diminuait  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance  qui  se  trouve  comprise  entre  ee  centre 
et  le  lieu  où  l’on  est.  Par  exemple  , si  un  corps  est  place  a 
une  distance  du  centre  de  la  terre  , prise  pour  un, té  , 

. ,;1  soil  ensuite  transporté  à des  distances  représentées 

" ks  nombres  2,  3,  4,  etc.,  la  pesanteur  deviendra 

. JL  J-  J-  , etc.,  ou  7,  -,  -7,  etc.,  de  ce 

successivement  , 3*  > | 9 w 

elle  était  lorsque  le  corps  se  trouvait  à l’unité  de  dis- 
lance. 

g La  terre  étant  aplatie  vers  les  pôles,  et  renflée  à 
P • 1 ateur  il  suit  de  là  qu’en  allant  vers  les  pôles , on 
vLochedu  centre  de  la  terre  , et  que  par  conséquent  la 
' ‘ auteur  doit  augmenter  d’intenstte.  Nous  verrons,  lors- 
que H0US  parlerons  de  la  force  centrtfuge,  qu  il  est  une  autre 
c|iie 


/ 
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Cause  (jui  fait  que  l’intensité  de  la  pesanteur  est  plus  grande 
au  pôle  qu’en  tout  autre  lieu. 

160.  La  pesanteur  transmettant  son  action  à toutes  les 
molécules  d’un  corps,  les  soumet  donc  à des  forces  dont  on 
peut  regarder  les  directions  comme  parallèles;  la  résultante 
de  toutes  ces  forces,  qui  est  égale  à leur  somme,  constitue 
le  poids  du  corps. 

II  suit  de  cette  définition  que  dans  les  corps  homogènes, 
les  poids  sont  proportionnels  à leurs  volumes. 

161.  La  densité  d’un  corps  est  la  plus  ou  moins  grande 
quantité  de  matière  qu’il  renferme  sous  un  volume  donné. 
On  a pris  pour  unité  de  densité  le  gramme,  qui  est  la 
quantité  de  matière  que  contient  le  centimètre  cube  d’eau 
distillée  au  maximum  de  la  condensation.  Si  Von  com- 
pare le  gramme  au  centimètre  cube  d une  autre  subs- 
tance que  l’eau  distillée , ce  centimètre  cube  renfermera 
le  gramme  un  nombre  de  fois  que  je  représenterai  par  ç , 
et  qui  , suivant  le  cas,  sera  au-dessus  ou  au-dessous  de  l’u- 
nité. Ce  coefficient  ç est  ce  qu’on  appelle  la  densité  de  la 
substance  à laquelle  il  se  rapporte.  Par  exemple , si  ç est  la 
densité  de  l’or,  nous  aurons  l’équation 

un  centimètre  cube  dJor  — ç X un  gramme  ; 
d’où  nous  tirerons 

un  centimètre  cube  d'or 

î—  — • 

un  gramme 

162.  Jusqu’à  présent  nous  n’avons  considéré  que  la  ma- 
tière comprise  dans  le  centimètre  cube  que  nous  avons  pris 
pour  unité  de  mesure;  mais  si  nous  voulons  évaluer  la  quan- 
tité de  matière  comprise  dans  un  corps  homogène  dont  le 
volume  V est  donné  , il  faudra  répéter  le  nombre  ç de 
grammes  renfermés  dans  l’unité  de  mesure,  autant  de  fois 
que  le  volume  Y contient  d’unités,  ce  qui  nous  donnera 
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M est  ce  qu’on  appelle  La  masse ; on  voit  que  c’est  la  quan 
ti  té  de  matière  renfermée  dans  un  corps. 

163.  Si  la  pesanteur  ne  variait  pas  d’un  lieu  à l’autre,  le 
poids  d’un  corps  pourrait  en  représenter  la  masse  ; dans  ce 
cas,  iljserait  permis  de  poser  l’équation 

P = M. . . (85)  ; . 

mais  si  en  transportant  la  masse  Ma  une  autre  distance  du 
centre  de  la  terre,  le  poids  P change  d’intensité,  il  faudra, 
pour  maintenir  l’égalité  dans  l’équation  précédente,  multi- 
plier M par  un  certain  coefficient  que  j’appellerai  g\  de 
sorte  que  nous  aurons  l’équation 

P = M 'g...  (86); 

et  alors  g sera  un  coefficient  dont  la  valeur  se  modifiera 
suivant  le  lieu  où  le  corps  sera  transporté,  tandis  que  M 
sera  toujours  constant  et  représentera  le  poids  du  corps 
dans  le  lieu  qui  se  rapporte  à l’équation  ( 85  ) ; ou  , ce 
qui  est  la  même  chose,  dans  le  lieu  où  ce  coefficient  g est 
égal  à l’unité. 

Ce  coefficient  g est  la  mesure  de  la  pesanteur. 

164.  Des  deux  équations  (84)  et  (85)  on  tire  celle-ci , 

P rr=  Y Çg  , 

ce  qui  nous  indique  que  le  poids  varie  proportionnelle- 
ment à la  pesanteur  g?  à la  densité  ç et  au  volume  Y 
du  corps. 

165.  Par  exemple,  la  pesanteur  et  le  volume  étant  les 
mêmes  dans  deux  corps,  celui  dont  la  densité  serait  n fois 
plus  giande,  aurait  un  poids  n fois  plus  grand» 

Dans  un  même  lieu,  la  pesanteur  étant  constante, g-  aura 
la  même  valeur  pour  chaque  poids. 
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166.  Si  à JifFérens  points  liés  entre  eux  d’une  manière 
invariable;  et  dont  les  coordonnées  sont  respectivement 
A-,  y,  z;  x j y , z\  x" , y ",  z",  etc.,  on  applique  les  poids 
P',  P",  P",  etc.  , en  considérant  ces  poids  comme  des  forces 
par  allèles,  nous  pourrons,  art.  80  et  81,  déterminer  les 
coordonnées  x / , y y du  centre  des  forces  parallèles,  et 
nous  aurons 


Par-f-PV  + PV-f-etc. 
p y p'  y.  p"  + etc7 

Vy  4-  P y ■+■  P "y"  -h  etc. 

P'  4 P"  4 etc. 

P z 4-  P 'z  -h  P V -f-  etc. 
P -f-P'V P"4~  etc.- 


167.  Loisque  les  forces,  comme  dans  le  cas  présent, 
agissent  par  P elle  t de  la  pesanteur  , le  centre  des  forces 
parallèles  porte  le  nom  de  centre  de  gravité.  Soient  m y 
ni  y ni  , etc.,  les  masses  qui  correspondent  aux  poids  P, 
P , P",  etc.,  on  aura 

P = mg,  V'  — ni  g , P = ni  g : 

eu  substituant,  ces  valeurs  dans  les  équations  précédentes, 
et  eu  divisant  les  deux  termes  de  chaque  fraction  par  gy 
on  obtiendra 

m x -f~  m x -4-  etc. 
ni  -}-  ni  -f-  ni  -f-  etc. 

* /M  -f-  ni  y elc. 

’ ' — f-  ni  -f-  //i"  -j-  etc. 

1 / f I II  u 1 . 

7/7Z  -f-  7/Z.  Z “f-  77i  Z -j-  etc.  , 

/ //z  4 mé  4 m -f-  etc. 

ce  qui  nous  apprend  que  la  position  du  centre  de  gravite 
est  indépendante  de  la  pesanteur. 

î 68.  Si  les  corps  sont  d’une  substance  homogène  , eu 
appelant  ç leur  densité,  et  v,  v,  v\  etc.,  leurs  volumes  , 
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on  aura,  art.  j6 2. 
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m vç  y m — p g , m"  — p'\  , etc.  ; 

et  en  opérant  comme  précédemment,  on  trouvera 

/'UA*  -f-  v x v x etc. 

' v -f-  v -f-  p 4*-  etc. 
py  -j-  p y'  -f-  p" y"  -f-  etc. 
y'  “ 1/  + p'  + p"  -p  etc  ~ ’ 

pz  -h  p z -f-  p" z -f*  etc. 

' p -f-  p -f-  p”  -f-  etc. 

et  en  nommant  V le  volume  de  tout  le  système , ces 
équations  deviendront 


PX  -f-  P X -f-  CtC\ 


py  P y’  _J™  etc. 


pz  -f-  v z 4-  etc. 


169.  On  peut  déterminer,  par  une  expérience,  le  centre 
de  gravité  d’un  corps,  de  la  manière  suivante.  On  suspend 
Fig.  74.  (üg.  74)  ce  corps  à un  111  CA,  et  le  prolongement  AB 
de  la  direction  du  fil  passera  par  le  centre  de  gravité.  Pour 
connaître  ensuite  sur  quel  point  de  la  droite  AB  est  situé  le 
centre  de  gravité,  on  suspendra  le  corps  par  un  autre  point , 
et  la  verticale  EF  dirigée  suivant  le  prolongement  du  fil , 
devant  contenir  le  centre  de  gravité,  il  sera  au  point  d’in- 
tersection G de  ces  deux  lignes. 

Dans  cette  expérience , le  corps  n’étant  retenu  que  par 
celui  de  ses  points  auquel  est  attaché  le  fil,  il  faut  que  la 
résultante  passe  par  ce  point;  et  comme  elle  est  verticale  , 
sa  direction  est  celle  du  fil. 

\ ig,  75.  170.  Le  centre  de  gravité  d’une  droite  AB  (fig.  7 5 ) est 
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à son  milieu  C ; car  en  la  considérant  comme  chargée  de 
points  matériels  pesans , chaque  molécule  m située  d’un 
coté  du  point  C,  correspondra  à une  autre  molécule  ni \ 
également  distante  de  C ; par  conséquent  les  momens 
m X C m et  m X Cm'  seront  égaux.  Ce  que  nous  di- 
sons des  molécules  m et  m pouvant  s’appliquer  à toutes 
celles  de  la  droite  AB,  prises  deux  à deux,  il  en  résulte 
que  la  somme  des  momens  de  toutes  les  molécules,  par 
rapport  au  point  C,  est  égale  à zéro;  donc  le  moment 
de  la  résultante  sera  nul,  et  par  conséquent  la  résul- 
tante passera  par  le  point  C qui  se  trouve  au  milieu  de  la 
droite  AB. 

1 7 1 . Le  centre  de  gravité  d’un  parallélogramme  AI) 

(fig.  76)  est  à l’intersection  G des  droites  EF  et  HR  qui  Fig. 
partagent  les  côtés  parallèles  en  deux  parties  égales. 

En  effet,  si  l’on  conçoit  que  toutes  les  molécules  du  pa- 
rallélogramme soient  disposées  sur  des  parallèles  à AB,  les 
centres  de  gravité  de  toutes  ces  parallèles  se  trouveront  sur 
la  droite  EF  qui  passe  par  les  milieux  E et  F des  côtés  op- 
posés CD  et  AB;  car  EF  coupe  toutes  ces  parallèles  en 
deux  parties  égales.  Il  suit  de  là  que  le  centre  de  gravité 
du  parallélogramme  doit  se  trouver  sur  EF.  On  prouverait 
de  meme  que  HK , qui  divise  Cx\  et  DB  en  deux  parties 
égales,  contient  aussi  le  centre  de  gravité  du  parallélo- 
gramme  ; donc  ce  centre  de  gravité  est  au  point  d’intersec- 
tion G des  droites  EF  et  HK. 

172.  Le  centre  de  gravité  de  l’aire  d’un  triangle  ABC 
(fig.  77)  se  trouve  en  menant  une  ligne  CD  sur  le  milieu  Fig 
de  la  base  A.B,  et  en  prenant  la  partie  DG  égale  au  tiers 

de  CD.  Pour  le  démontrer,  on  va  d’abord  faire  voir  qu'il 
est  sur  cette  droite  CD.  En  effet , CD  passant  par  les 
milieux  de  toutes  les  parallèles  à AB,  contient  le  centre  de 
gravité  de  l’aire  du  triangle  : il  en  est  de  même  d’une  droite 
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ÀE  qui  passerait  par  le  milieu  de  CB-  donc  le  centre  de 
gravité  de  l’aire  du  triangle  est  au  point  d’intersection  G 
de  ces  droites.  11  reste  à prouver  que  G est  au  tiers  de  CD , 
à partir  de  la  base.  Pour  cela  , ayant  mené  la  droite  DE,, 
les  triangles  ACB,  DEB  sont  semblables  ; car  les  côtés  BB 
et  EB  étant  les  moitiés  de  AB  et  de  CB , ces  triangles  qui 
ont  un  angle  compris  entre  deux  côtés  proportionnels  ? 
sont  semblables;  d’où  iî  suit  que  DE  est  parallèle  à AC  ; 
donc  les  triangles  ACG  et  DEG  sont  aussi  semblables  et 
donnent 


cg  : gd  ::  ac  : de 


AB  : BD 


doi 
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CG  = 2GD; 

et  par  conséquent  , 

CD  ou  CG  + GD  — 3GB; 


d’où  l’on  tire 

GD  = i CD. 

1^3.  Pour  trouver  le  centre  de  gravité  d’une  pyramide 
triangulaire , on  mènera  par  le  sommet  et  par  le  centre  de 
. gravité  de  la  base,  une  droite  AG  (lig.  78),  et  en  prenant 
GO  -i  AG  , le  point  O sera  le  centre  de  gravité  de  la 
pyramide. 

Pour  le  démontrer , imaginons  que  cette  pyramide  soit 
partagée  en  tranches  parallèles  à la  base  BCD;  la  droite 
AG  passant  par  les  centres  de  gravité  de  tonies  les  tranches , 
contiendra  le  centre  de  gravité  de  la  pyramide.  De  même 
par  le  sommet  D de  l’angle  D , et  par  le  centre  de  gravite  G 
delà  lace  opposée  ABC,  menons  la  droite  DG'  : cette  droite 
contiendra  le  centre  de  gravité  de  la  pyramide;  par  consé- 
quent lorsqu’on  aura  prouvé  que  ces  droites  se  rencontrent 
en  un  point  O,  on  pourra  conclure  que  le  centre  de  gravité 
cherché  est  en  ce  point. 
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Or  pour  démontrer  que  les  droites  ÀG  et  DG'  se  coupent 
en  un  meme  point,  il  sullit  de  remarquer  que  ces  droites 
ayant  chacune  leurs  points  extrêmes  situés  dans  le  plan 
AED  , elles  y sont  comprises  l’une  et  l’autre,  et  par  consé- 
quent elles  doivent  se  rencontrer  en  un  point  O. 

Pour  déterminer  ce  point,  menons  la  droite  GG':  les 
triangles  G EG  et  AED  sont  semblables;  car  ils  ont  un  angle 
compris  entre  deux  cotés  proportionnels,  vu  que  EG—  ED, 
et  que  EG  — ^EA;  donc  GG' est  parallèle  à AD.  Cela 
posé,  à cause  des  triangles  semblables  OGG'  et  OAD, 
on  a 

gg'  : ad  : : go  : oa  ; 


les  triangles  semblables  EGG'  et  EÀD  nous  donnent  aussi 

gg'  : ad  ::  eg  : ED. 

En  comparant  les  seconds  rapports  de  ces  proportions  , 
on  en  conclut  cette  troisième , 


donc 


go  : oa  ::  eg  : ed  ::  i : 3 ; 

3GO  = OA; 


ajoutant  GO  de  part  et  d’autre  , on  a 

4GO  = OA  -f-  GO  = AG  ; 

donc 

go  — AG. 

174*  En  général  , le  centre  de  gravité  d’une  pyramide 
polygonale  ABCD  (fig.  7 g)  est  au  quart  de  la  droite  SE  , 
qui,  du  centre  de  gravité  de  la  base,  est  menée  au  sommet 
de  la  pyramide.  Pour  le  démontrer,  ayant  pris  I"0  — j SE , 
et  mené  par  le  point  O un  plan  parallèle  à la  base  de  la 
pyramide,  ce  plan  contiendra  le  centre  de  gravité.  En  ellet, 
si  par  le  centre  de  gravité  F de  la  base,  on  mène  les  droites 
FA , E B , E"C , E D , etc.,  au  sommet  des  angles  du  polygone , 
on  formera  autant  de  triangles  qu’il  a de  côtés;  ces  triangles 
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pourront  servir  rie  bases  à un  égal  nombre  de  pyramides 
triangulaires  qui  auront  le  même  sommet  S.  Toutes  les 
lignes  menées  du  sommet  S aux  centres  de  gravité  de  ces 
triangles  seront  coupées  proportionnellement  par  le  plan 
qu’on  a mené  parallèlement  à la  base  ; d’ou  il  suit  que 
ces  lignes  seront  toutes  coupées  par  ce  plan  au  quart  de 
leurs  longueurs, à partir  delà  base.  Ces  points  d’intersection 
seront  donc  les  centres  de  gravité  des  pyramides  partielles. 
Ces  centres  de  gravité  étant  renfermés  dans  le  planque  nous 
avons  mené  parallèlement  à la  base , il  en  résulte  que  le 
centre  de  gravité  de  la  pyramide  polygonale  sera  dans  ce 
plan.  D’une  autre  part,  la  droite  SF  contient  aussi  le  centre 
de  gravité  de  la  pyramide  polygonale,  puisque  cette  droite 
passe  par  les  centres  de  gravité  de  toutes  les  sections  pa- 
rallèles à la  base.  Ainsi  le  centre  de  gravité  delà  pyramide 
polygonale  est  au  point  O,  où  la  section  que  nous  avons 
menée  parallèlement  à la  base  rencontre  la  droite  SF  ; 
c’est-à-dire  est  au  quart  de  la  droite  SF  , à partir  de  la 
base. 

5.  Trouver  le  centre  de  gravité  d’un  polygone.  On 
Fi?;.  8o.  le  décomposera  (fig.  8o)  en  triangles  ; et  nommant  et , 
a1',  etc. , les  aires  ABC,  ACD,  ADE,  etc.,  de  ces  triangles, 
on  regardera  a , a' , a”,  etc.,  comme  des  poids  appliqués 
aux  centres  de  gravité  G,  (V,  G",  etc.,  des  triangles  ABC, 
ACD,  etc.  Le  centre  de  gravité  de  l’aire  ABCDA  se  trou- 
vera par  la  proportion 

a -j—  ci  lai’.  GG  l G O. 

On  cherchera  ensuite  le  centre  de  gravité  R de  l’aire 
ABCDEA,  en  déterminant  la  résultante  de  a -f-  a agissant 
en  O,  et  de  a agissant  en  G".  Pour  cela  on  établira  la 
proportion 

a + à -f  a : a"  \ \ OG"  ; OR  , 
et  ainsi  de  suite. 
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176.  Le  même  problème  pourrait  aussi  se  résoudre  par- 
la considération  des  forces  parallèles,  En  effet , soient  x 
et  y t les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du  polygone 
(fig.  81  ) : la  théorie  des  forces  parallèles  nous  fournit  Fig  81 
ces  équations , 

R==P  4 P'  4 P"  4 P'",  - 

R-r,  = Vx  + P V 4 PV  4 PV, 

r y, =pj4  py  4 py  -f  p v- 

Nommons  toujours  a , <2',  a",  etc.,  les  aires  des  triangles 
ABC,  ACI),  ADE,  AEF  , etc. , nous  aurons 

P = «,  P ' — a,  P"  — a",  P*-fl'", 

cl  les  équations  précédentes  nous  donneront 

v - — *7  — (—  Cl  — f-  <7  — f-  Ci  ? 

— ajr  + a'x  jyoV  + aV 
ci  4 ci  4~  4-  ci'" 

tiy  4*  4"  ci  y"  4~  ci" y"' 

y / ~ ï 7 j Ti  ; 77/  • 

Cl  *4  a — p Cl  — j—  Cl 

Ayant  donc  pris  ensuite  OP  — xj  , on  mènera  la  parallèle 
PG  — y,  à l’axe  des  y,  et  le  point  G sera  le  centre  de 
gravité. 

177.  Trouver  le  centre  de  gravite  du  contour  dJ un  poly- 
gone. On  opérera  comme  précédemment,  en  remarquant 
que  le  centre  de  gravité  de  chaque  côté  étant  à son  milieu, 
on  peut  regarder  les  milieux  des  côtés  du  polygone  comme 
chargés  de  poids  proportionnels  à ces  côtés. 

178.  Trouver  le  centre  de  gravite  d'un  arc  de  courbe 
plane.  L’élément  mm  d’un  arc  de  courbe  plane  (fig.  82)  étant  Fig,  82 

V dx2  4 dy*,  on  peut,  h cause  que  cet  arc  est  infinimeIlt 
petit,  regarder  son  centre  de  gravité  comme  placé  en  son 
milieu  o,  et  mettre  les  coordonnées  x et  y du  point  m à la 
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place  de  celle  du  point  o;  par  conséquent,  ie  moment  de 
mm  y par  rapport  à l’axe  des  x , est 

op  X mm'  — y ydx*  -f-  dy* , 

i 

et  par  rapport  à Faxe  des  y, 

oq  X mm  — x V d dx1  -|-  dy 2. 

Nommant  xJ  et  y t les  coordonnées  du  centre  de  gravité  , 
et  s la  longueur  de  Parc  MM',  les  mornens  de  cet  arc 
par  rapport  à chacun  des  axes,  seront  respectivement  sx, 
et  sy  : ces  momens  devant  être  égaux  a la  somme  des 
mornens  des  élémens,  nous  aurons 

sy,  ~fyV  dx*  + dy 2 , 

sx/  — fx  V7  dx*  9-  dy2 , 

et  la  longueur  de  Parc  MM' sera  donnée  par  l’équation 

s ~f  \/  d,  x7,  -f-  dya. 

179.  Cherchons,  par  exemple,  le  centre  de  gravité  d’un 
èhsç.  83.  arc  de  cercle  130  (lig.  83).  Pour  cet  effet,  011  disposera  les 
axes  coordonnés  de  manière  que  cet  arc  soit  partagé  en  deux 
parties  égales  par  l’axe  des  abscisses  ; alors  le  centre  de 
gravité  de  Parc  BO  sera  sur  cet  axe  , et  Fon  aura  y J = o. 
Pour  le  démontrer,  remarquons  que  les  centres  de  gra- 
vité g et  y des  arcs  égaux  BD  et  DO  devant  être  disposés 
symétriquement  à l’égard  de  Faxe  des  ;v,  il  faut  que  le  centre 
de  gravité  G de  Parc  total  BO  soit  sur  l’axe  des  x , au  milieu 
G de  gg . Il  ne  s’agit  donc  plus  que  de  connaître  l’abscisse 
AG  = .r  du  centre  de  gravité  de  Parc  BD , puisque  cette 
abscisse  doit  être  la  même  que  celle  du  centre  de  gravité 
de  Parc  BO.  Or  xJ  est  donné,  art.  178  , par  l’équation 


sx , — ~ fx  Ÿ dx‘2  -f-  dy* . . . (87). 
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l\mr  intégrer  le.  second  membre  de  celte  équation  , nous  Fi 
allons  chercher  à le  réduire  à une  seule  variable  au  moyen 
de  l’équation  du  cercle  qui  est 

y — a*  — x\..  (88); 

en  diflérentiant  cette  équation,  nous  trouverons 

ydy  — — xdx  , 

d’où  nous  tirerous 

x*  ’ 


et  en  substituant  cette  valeur  dans  la  formule  \Zdx'+dy*t 
nous  obtiendrons 


\ 

ieduisant  au  moyen  de  i équation  ( 8B)  et  extrayant  la 
racine  carrée,  on  aura 


\/  dx*  -f-  dy 2 


x 


substituant  cette  valeur  dans  i équation  ( S'j  ),  intégrant 

cl  représentant  par  8 la  constante  arbitraire,  nous  trou- 
verons 

fx  V/  dx 2 -f-  dy 2 — ay  -f  B...  (89). 

Nommons  c la  corde  BO , et  cherchons  l’arc  soutenu  par 
'Cite  coi  de.  tour  cela,  il  faudra  prendre  l’mtcgrale  entre 
les  limites  y — - c et  y =■  — ^ c.  L’arc  s’étendant  de  O 
en  B,  cette  intégrale  doit  être  nulle  au  point  O,  dont 
•l’ordonnée  est  y ~ c.  Cette  hypothèse  réduit  l’équation 

(%)  à 

o = — \ ac  + B : 


éliminant  B entre  cette  équation 


et  l’équation  (89)  , 


ou 


STATIQUE. 


96 

obtiendra  _ 

fx  \/ dx2  -j-  dy2  = ay  4*  5 etc  j 

faisant  y = | c pour  prendre  1} intégrale  définie  depuis  le 
point  O jusqu’au  point  B,  on  obtient 

fx  \/  dx 2 dy 2 zz:  ac  ; 

substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (87),  on  trouvera 


SX  , 


oc 


d’où  l’on  tirera 


rayon  X corde 

*,  = — • • • (9°)  ; 

arc 


ce  qui  nous  apprend  que  l’aùsmse  t/a  centre  de  gravite 
est  une  quatrième  proportionne  lie  à V arc  j au  rayon  et  à 
La  corde. 

180.  Trouver  le  centre  de  gravité  d’un  arc  de  courbe 
à double  courbure j ou  en  général  celui  d’une  ligne  quel- 
conque située  dans  l’espace.  On  sait  que  l’élément  d’une 
courbe  à double  courbure  a pour  expression 

\/ dx2  -fi-  t/y2  + dz2  (*) . . . (91  ) . 

Prenons  les  momens  de  cet  élément  par  rapport  aux  plans 


(*)  Pour  le  démontrer,  soient  M et  M/  (fig.  84)  deux  points  situes 
dans  l’espace,  et  dont  les  coordonnées  sont  x , y,  z et  x' , y',  z' , on 
aura 


corde  MM'  = — x'g  H-  (y  — y ')3  -h  (z  — z'p . . . (92). 


Si  la  différence  des  abscisses  x et  x'  es t représentée  par  h , la  formule  de 
Taylor  nous  donnera 


. dy  , (h  v 

r'  = F(*  + /0  =y  + £h+& 


fs  rr.  fi  2 


dx  * 


h 2 

h etc.  , 

1 .2 

h- 

f-  etc. 

1 .2 


Substituant  ccs  valeurs,  ainsi  que  celle  de  x — x qui  est  h,  dans 
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coordonnés.  Comme  y,  z représentent  les  distances  de 
cet  élément  aux  plans  des  y,  z , des  x}  z et  des  *,  y ces 
momens  seront 

x y/ dx*  -f-  dy'*  -f  dz* , 
y V dx*  + dy*  -jd  dz 2, 

2 \/dx*- h dy2-ydz 3; 

pai  conséquent  en  nommant  ag,  j// , z/  les  coordonnées 
du  centre  de  gravité,  et  s l’arc  de  courbe,  on  détermi- 
nera ces  quantités  par  les  équations 


s — / V dx * -f-  dy*  dz * , j 

sx,  — fx  \/  dx  -f-  dy*  -f-  dz*  , / 

sy, ~fy  Vd^rdy'  + dz*,  ( * “ 
~/z  l/^va  + dy*dÿrdJ\  J 


181.  Appliquons  ces  formules  à la  détermination  du 
centre  de  gravité  d’une  droite  située  dans  l’espace.  Pour 
cet  effet,  plaçons  l’origine  à Pu  ne  des  extrémités  de  cette 
droite,  ses  équations  seront 


u: 


y — 


(94) . 


i équation  (92),  nous  trouverons 

corde  MM'  = y/  A-  + (g  ; etc.)  *.  + (£  + ,*.)  A, 
ioCLic  équation  divisée  par  7i  nous  donne 

passant  h la  limite,  on  obtient 

_ t f~  , dr*  ,<lz* 
dx  V 1 dx2’ 

et  par  conséquent, 

<Ay  = [/ dx 2 ~j~  dy 2 -h  dz2. 

! 

E/èm . r/e  ife/d  c (inique. 


7 


9^ 

d’où  l’on  tirera 
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dx  zzz  adz , dy  — - &dz. 

Substituant  ces  valeurs  de  dx  et  de  dy  dans  l’expression 
(91),  nous  trouverons 

l/i/ÂM"  dy*+dz?  = dz  \/  a*  + ^ 4"  1 i 

et  en  représentant , pour  simplifier,  le  radical  pai  A ? 
nous  pourrons  écrire 

\/  dx*  -fi"  dy*  -fi*  dz*  — - A dz. 

Substituant  clans  les  équations  (93)  cette  valeur,  ainsi  cjue 
celles  de  * et  de  y données  par  les  équations  (94)  > nous 
obtiendrons 

s = f Adz  , 

SX  J ~ f A ctZCLZ  , 
sy  t f A Czdz, 
sz  ~ f Azdz. 

85.  Soit  h l’ordonnée  s du  point  M ( fig-  85  ).  Si  nous  vou- 
lons déterminer  le  centre  de  gravité  de  la  droite  AM  , il 
faudra  intégrer  entre  les  limites  z=o  et  s~h9  et  de 
cette  manière  nous  trouverons 

s*  = Ah , 
sx  — fi  A»haj 
sy j - fi  A W9 
sz,  = fi  A h\ 

Éliminant  s et  réduisant , nous  obtiendrons 

x,  = fi  *h > A,  = fi  M ? zJ-=z\  h. 

Ces  valeurs  sont  précisément  les  coordonnées  du  point  O 
qui  est  le  milieu  de  la  droite  AM  ; car  si  AO  est  la  moitié 
de  AM,  les  triangles  semblables  AOQ,  AMF,  nous  don- 


seront 
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Substituant  cette  valeur  dans  les  équations  loi)  nous 
obtiendrons 

' x=\cth,  y~\$h. 

ib>2.  1 rouver  l aire  d’une  surface  plane  comprise  entre 
un  arc  de  courbe  et  l’axe  des  abscisses.  Soient  x et  y les 
coordonnées  du  centre  de  gravité , et  AN  ( fig.  86  ) /gN  Fig.  6 G. 
celles  d’un  élément  MPM'P';  l’aire  de  cet  élément  étant  ydx 
( EU  mens  de  Calcul  intégral page  256),  le  moment  de  ydx 
pji  î apport  a lave  des  x sera  GN  X ydx , et  son  moment 
Par  rapport  à Taxe  des  y sera  AN  X ydxi  On  peut,  dans  le 

cas  (le  la  limite,  substituer  AP 'à  AN,  et  — à GN;  par 
. y* 

conséquent  — dx  et  xydx  seront  les  momens  de  l’élément 

par  rapport  aux  axes  des  x et  des  y.  Représentons  par  A 
^ aire  DLMPj  cette  surface  ainsi  que  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité , seront  déterminées  par  les  équations 


1 83.  Pour  application  des  ces  formules,  cherchons  le 
centre  de  gravité  de  l’aire  d’un  segment  circulaire  CDE 
( fig.  87  ).  Si  l’on  prend  pour  origine  le  centre  du  cercle  , Fig.  87. 
et  pour  axe  des  abscisses  une  droite  AD  qui  partage  le 
secteur  en  deux  parties  égales,  le  centre  de  granité  du 
segment  sera  sur  cette  droite  : il  ne  s’agit  donc  plus  que 
de  calculer  AG  =:  Pour  cet  effet,  je  remarque  que  g 

et  g sont  les  centres  de  gravité  des  segmens  CB1) , BDE  ; 

7 • • 
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ces  segmens  étant  semblablement  situés  à l’égard  de  l’axe 
des  x,  g et  g seront  à égale  distance  de  cet  axe,  et  se 
trouveront  aux  extrémités  d’une  ligne  ^ coupée  à angles 
droits  et  en  deux  parties  égales,  par  l’axe  Ax , et  en  ce 
point  d’intersection  se  trouvera  le  centre  de  gravite  G du 

segment.  . 

La  question  se  réduisant  à trouver  l’abscisse  du  centre 

de  gravité  du  segment  CD  B , la  valeur  de  nous  sera 
donnée  par  l’équation  (95),  dont  nous  pourrons  détermi- 
ner l’Intégrale  du  second  membre,  lorsque  nous  aurons 
éliminé  l’une  des  variables.  Pour  parvenir  à ce  but,  l’équa- 
tion du  cercle  étant  différentiée , nous  donne 

ydy-zzz:  ■ — xdx  I 

tirant  de  cette  équation  la  valeur  de  xdx,  et  la  substituant 
dans  la  formule  (95),  nous  trouverons 


Ç—fdy...  (96); 


intégrant  et  nommant  À la  constante  arbitraire  , nous 
aurons 

y°dy  = — 3 y ’ ~h  A . . . (97)  * 


f- 


Pour  déterminer  la  constante,  nous  prendrons  l’intégrale 
depuis  le  point  C jusqu’au  point  D ; or  le  point  C ayant 
pour  ordonnée  CB  qui  est  la  moitié  de  la  corde  CE  , si 
nous  nommons  c cette  corde  , nous  devrons  prendre  l’in- 
tégrale depuis  y = °-  jusqu’à  y — o.  Ainsi  en  supposant 

C 

que  l’intégrale  s’évanouisse  lorsque  y = - , la  constante 
A sera  déterminée  par  l’équation 
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et  l’équation  (97)  deviendra 

/ — y'dy  — 


I 01 


I y»_t 


C 


24 


Faisant  y ~ o pour  que  l’intégrale  s’étende  depuis  C jus- 
qu’en D,  on  aura 


/—  y'dy 


24- 


Mettant  cette  valeur  dans  l’équation  (96)  et  divisant  par  A, 
on  obtiendra 

^3 


x — 


4a’ 


a représentant  Faire  CBD,  nous  avons 

A = \ aire  CDEB. 

Substituant  cette  valeur  de  A dans  l’ équation  précédente, 
nous  trouverons 

— c3  . 

' 1 2 ailles  CDEB 

ce  qui  nous  apprend  que  la  distance  du  centre  de  gravité  du 
segment  CDEB  à l’axe  des  y,  est  égale  au  cube  de  la  corde, 
divisé  par  12  fois  l’aire  du  segment. 

184*  Trouver  le  centre  de  gravité  G du  secteur  CAT 
(fig.  88).  Il  est  d’abord  évident  que  ce  centre  de  gravité  est  Fig.  88. 
sur  la  droite  AB  qui  divise  le  secteur  en  deux  parties  égales; 
il  ne  s’agit  donc  que  de  connaître  AG.  Pour  cela , en 
regardant,  le  secteur  comme  composé  d’un  nombre  infini 
de  secteurs  élémentaires  , le  centre  de  gravité  de  chacun 
sera  aux  deux  tiers  du  rayon,  parce  qu’on  peut  les  consi- 
dérer comme  autant  de  triangles.  D’où  il  suit  que  si  avec- 
un  rayon  AH  égal  aux  deux  tiers  de  AC,  on  décrit  i’arc 
HK  , cet  arc  contiendra  les  centres  de  gravité  de  tous  les 
secteurs  élémentaires;  par  conséquent  le  centre  de  gravite 


I 0.2 
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de  l’are  HK  sera  celui  du  secteur  CAE.  Cela  posé , si 
Fou  nomme  xy  Fabscisse  AG  du  point  G,  nous  aurons, 
art.  179, 

AH  X corde  HK 
‘ arc  il  K. 

or  par  la  similitude  des  secteurs  AHK  et  ACE  , nous 
avons 

AH  — \ AC, 
corde  HR  =—  | corde  CE  , 
arc  HK  — | arc  CE. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  précédente  et  ré- 
duisant, nous  trouverons 

_ * AC  x corde  CE 
X/  arc  CE 

Fig.  89.  1 85.  Trouver  le  centre  de  gravité  de  V aire  OBO'  (fig.  89) 

comprise  entre  deux  branches  de  courbe. 

Soient  PM  = y et  PM'  — y deux  ordonnées  qui  cor- 
respondent à la  même  abscisse  AP  — x.  L’élément  MM'N'N 
de  la  surface  aura  pour  expression 

aire  PIN  — - aire  PN'  = ydx  — y dx  — (y  — ÿ)dx  : 

et  si  nous  représentons  par  a une  portion  de  la  surface 
comprise  entre  deux  cordes  MM  , O0',  nous  aurons 

A — /(j— 

Pour  trouver  le  centre  de  gravité  de  cette  portion  de  sur- 
face , cherchons  d’abord  les  coordonnées  du  centre  de  gra- 
vité de  l’élément  M'IN;  les  droites  MM/  et  INK'  étant  infi- 
niment proches , nous  regarderons  le  centre  de  gravité  de 
l’élément  comme  situé  au  milieu  de  MM  ; par  consé- 
quent l’ordonnée  du  centre  de  gravité  de  l’élément  M'N 
sera 

PM'  + \ MM'  = y + H A — /)  = Ï (d  + y)  7 
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et  nous  aurons  pour  le  moment  de  l’élément  par  rapport 
à l’axe  des  x , 

i (. y -h  /)  (y  — y)  dx  — \ (y2  — /*)  dx , 

et  pour  le  moment  de  l’élément  par  rapport  à l’axe  des  y, 

* {y  — y)  ate  ; 

par  conséquent  si  nous  nommons  et  y t les  coordonnées 
du  centre  de  gravité,  ces  coordonnées  seront  déterminées 
par  les  équations 

**,  = /*  {y  — y)  dx> 

y,  = fi  (. y *—  y '*)  *• 

186.  Trouver  le  centre  de  gravite  de  la  surface  d un 
solide  de  révolution. 

Soit  une  surface  engendrée  par  la  rotation  de  BM  (fig.  90)  F»g- 
autour  de  l’axe  des  .r  : l’élément  de  cette  surface  ou  la  zone 
élémentaire  décrite  par  M m,  aura  pour  expression  27ryds 
( Élèmens  de  Calcul  intégral , page  266  ) ; donc  en  appe- 
lant a la  surface  entière,  nous  aurons,  pour  l’expression 
de  cette  surface , 

a — f ivyds. 

A l’égard  des  coordonnées  xt  et  y/  du  centre  de  gravité, 
nous  observerons  d’abord  que  y/'=^:  °>  parce  que  le  centre 
de  gravité  est  sur  l’axe  des  x 3 il  ne  s’agit  donc  plus  que  oc 
déterminer  la  valeur  de  x.  Pour  cet  effet,  en  prenant 
les  moraens  par  rapport  à l’axe  des  y,  celui  du  centre  de 
gravité  sera  exprimé  par  Avy,  et  en  l’égalant  a la  somme  dt 
momens  des  élémens , nous  aurons 

Ajc/  trr.  fx  X zvyds  ; 

d’où  nous  tirerons 

J 2-xyxds 

mettant  au  lieu  de  ds  et  de  A leurs  valeurs,  et  suppri- 
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mant  le  facteur  commun  1% , nous  aurons  pour  déter- 
miner Pabscisse  du  centre  de  gravité , 


fxy  \/ dxz  dyu 
fy  [/  do:2  -4-  dy2 


187.  Pour  donner  une  application  de  cette  formule  r 
cherchons  le  centre  de  gravité  de  Paire  de  la  calotte  sphé- 
rique. Cette  surface  étant  engendrée  par  la  révolution  de 
Big-  9r*  Parc  BC  ( hg.  91  ) autour  de  l’axe  des  x , il  faudra  éli- 
miner l’une  des  variables  de  la  formule  , au  moyen  de 
l’équation  du  cercle,  qui  est 

y2  ~ ra  — x2  ; 


différentiant  cette  équation  et  élevant  au  carré  le  résultat r 
on  obtient 


donc 


/— — ; — - — dx  y x2, -j~  Y*  rdx 

y dxl  4-  dy  — — - — -J-  — — . 

y y 


Cette  valeur  étant  mise  dans  les  intégrales  de  l’équation 
(98) , on  a 


fxy  \/ dx2'  -f-  dy 2 •£=.  frxdx  | rx2  -f-  C, 

Jy  {/  dx1  -f-  dy 2 = f rdx  = rx  -f-  C'. 

Prenant  les  intégrales  définies  entre  les  limites  x AD  ~ a 
et  x — AB  =,  r , on  obtient 


fxy  \/  dx2  -f-  dy2  ~\r  (r2  — cd)  , 
fy  \/  dx2  -f-  dy' a r ( r — a). 

Ces  valeurs  transforment  l’équation  (98)  en 

•'C  = à 0 -h  «)  = CL  «f  l ( r — a)  ; 
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donc  le  centre  de  gravité  de  la  calotte  sphérique  est  au 
milieu  de  la  flèche  D13.  < 

1 88.  Trouver  le  centre  de  gravite  d'un  solide  de  révo- 
lution p compris  entre  deux  plans  perpendiculaires  à l'axe 
des  a*. 

Le  centre  de  gravité  de  ce  solide  (fig.  92)  étant  nécessai-  ï'ig.  92. 
renient  sur  l’axe  des  x , le  problème  se  réduit  à trouver 
l’abscisse  x/  du  centre  de  gravité  du  volume  g.  L’élément 
de  ce  volume  ( Elèmens  de  Calcul  intégral s page  270)  étant 
7ryrjdx , nous  aurons 

p—firydlx...  (99). 

Prenant  ensuite  les  moraeus  par  rapport  à l’axe  des  y, 
nous  obtiendrons 

px  J — f'TTxy'dx . . . (100)  ; 

/ 

divisant  ces  équations  l’une  par  l’autre,  et  supprimant  le 
facteur  commun  p , il  viendra 


/ 


X 

J 


fxy'dx 

Jy2dx 


( 1 o r ). 


Si  au  moyen  de  l’équation  de  la  courbe  on  élimine  y,  ces 
intégrales  devront  être  prises  entre  les  limites  x — AP  et 
x — AQ. 

189.  Appliquons  celte  formule  à la  détermination  du 
centre  de  gravité  du  cône,  nous  avons  deux  intégrales  à 
obtenir,  savoir, 

fy°dx  et  jxy2dx. 


Éliminant  y 2 au  moyen  de  l’équation  de  la  génératrice  du 
cône  qui  est  y — ax}  nous  obtiendrons  en  intégrant, 


fy2dx  ~ fa'x'dx  — 
fxy2dx  — fa3 x dx  — 


a7x’ 


aax* 
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Nous  n’ajoutons  point  de  constantes,  parce  qu’à  l’origine 
uig.  9^.  A ( lig.  q3  ) le  volume  est  nul.  Substituant  ces  valeurs 
dans  la  formule  (101),  on  trouve 


2ri 


cl  x 


x 


4 


aPx s 4 


3 

-7  x : 


ce  qui  nous  apprend  que  le  centre  de  gravité  du  cône  est 
aux  trois  quarts  de  son  axe  A\. 

190.  Cherchons  encore  le  volume  du  paraboîoïde  de  ré- 
volution qui  est  le  solide  engendré  par  la  révolution  de  l’arc 
de  parabole  AM  (fig.  90)  autour  de  l’axe  Àx.  L’équation  de 
la  courbe  étant  y2  ~ px , nous  avons 

fy2dx  — fp.rdx  — ‘ px 2, 
fxy*dx  = jpx'Jdx~  | px3. 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (99);  on  a 

X j j x. 

On  n’ajoute  point  de  constantes  par  la  raison  expliquée 
ci-dessus. 

191.  Prenons  encore  pour  exemple  l’ellipsoïde  allongé 
de  révolution  : l’équation  de  la  génératrice  est 

b 2 

y = («2  - *a)  ; 

mettant  cette  valeur  de  jAdans  les  intégrales  de  la  formule 
(101),  et  observant  que  les  constantes  sont  milles,  on  a 


b 


fxy°dx-x  ~ fUPxdx  — x'dx) 
a ' 


h a 7p-  / r3\ 

fydlx  = — f{cddx  — x'dx)  = — — -)  , 

b* 


a 


’ x* 
cP  — 
9 


x*\ 

4} 
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Au  moyen  de  ces  valeurs,  réquation  (loi)  devient 

l a9x  — j x3 6 a*x  — 3aa 

X/  a?  — £ .t2  i nd  — 4*a  ’ 

et  en  prenant  l’intégrale  entre  les  limites  x~  o et  x — a, 
il  suffit  défaire  x~a  dans  les  formules  ci-derrière , et 
l’équation  (ioi)  donne  pour  l’abscisse  du  centre  de  gravité 
du  demi -ellipsoïde  allongé  de  révolution, 


192.  Trouver  le  centre  de  gravite  du  volume  engendré 
par  la  révolution  d* une  courbe  BMCM/  (lig.  94)  autour  de  Fi 
V axe  des  x situé  hors  de  cette  courbe. 

Soient  MP  = y et  M'P  — y;  le  volume  engendré  par 
l’élément  sera  censé  égal  à la  différence  des  vo- 

lumes engendrés  par  les  rectangles  Mp  et  M rp\  les  expres- 
sions de  ces  volumes  étant  respectivement  7cy*dx  et  7 ry'~dx, 
le  volume  engendré  par  MM 'm'm  sera  7r(y2  — y d. r;  par 
conséquent  en  nommant  p le  volume  total , nous  aurons 

P = 71  f (y  —y'2)  dx  : 

prenant  les  momens  par  rapport  à l’axe  des  y}  il  viendra 

pX/  — vfgr  — r/a)  xdx. 

On  ne  détermine  pas  y y,  parce  que,  ainsi  que  nous  l’avons 
observé,  le  centre  de  gravité  étant  sur  l’axe  des  x}  il  faut 
que  yy  soit  nul. 

De  la  méthode  centrobarique , ou  théorème 

de  Guldin . 

iq3.  Soient  x et  y les  coordonnées  du  centre  de 
gravité  d’une  surface  plane  MPP'M/  (lig.  96)  dont  l’aire  Fi 
est  représentée  par  a.  Nous  avons  vu,  art  182,  que  le 
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moment  de  l’élément  de  cette  surface  plane,  par  rapport  h 
Taxe  des  x,  était  | y X ydx  , et  qu'en  égalant  la  somme 
des  moinens  des  éîëmens  à celle  du  centre  de  gravité  , 
on  avait 

f\y*dx~  y t A. 

Si  l’on  multiplie  les  deux  membres  de  cette  équation  par 
2,77 , elle  deviendra 

fxy^dx  — 2 7ry  / X ^ ? 

l’expression  J7ry*dx  est  celle  du  volume  engendré  par  la 
révolution  de  PP'M'M  autour  de  l’axe  des  x , et  27 rjq  X A 
est  le  produit  du  chemin  décrit  par  le  centre  de  gravité 
autour  de  Paxe  des  x par  la  surface  génératrice  PP  jYTM; 
d’où  l’on  conclut  ce  théorème  : Un  volume  de  révolution 
est  égal  à son  aire  génératrice  multipliée  par  le  chemin 
que  décrit  le  centre  de  gravité. 

194.  Pour  première  application,  cherchons  le  centre  de 
gravité  du  corps  engendré  par  la  révolution  du  triangle  iso- 
Fig.  96.  cèle  ABC  (f!g.  96)  autour  de  l’axe  des  x.  Soient  CD  — h et 
AB  ~ ci , l’aire  génératrice  sera  exprimée  par  ~ ah.  D’une 
autre  part,  le  centre  de  gravité  étant  aux  deux  tiers  de  la 
droite  DC , il  aura  pour  ordonnée  | h \ par  conséquent  la 
circonférence  décrite  par  3 h 011  le  chemin  parcouru  par 
le  centre  de  gravité  , sera  277-.  | h.  Ce  chemin  étant  multi- 
plié par  Faire  génératrice  , nous  trouverons  que  | %h°ci  est 
l’expression  du  volume  cherché. 

Pour  seconde  application,  déterminons  le  volume  du  cène. 
La  génératrice  de  ce  solide  de  révolution  étant  le  triangle 
Fig,  97.  rectangle  ABC  (fig.  97)  qui  fait  une  révolution  autour  de 
l’axe  AB  ; cette  génératrice  aura  pour  expression  l AB  X CB. 
Menons  la  droite  CE  sur  le  milieu  du  coté  AB  ; le  centre 
de  gravité  G de  la  génératrice  sera  au  tiers  de  LC  , ar- 
ticle 172,  et  il  aura  pour  ordonnée  la  perpendiculaire  GD 
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abaissée  sur  AB  : la  valeur  cîe  GD  s’obtiendra  par  la  pro- 
portion 

ec  : eg  ::  cb  : gd, 

ou 

3 : i ::  cb  : gd, 

d’où  l’on  tirera 

GD  = J CB. 

Le  chemin  décrit  par  le  centre  de  granité  sera  * zrCB;  en 
multipliant  cette  expression  par  l’aire  de  la  génératrice  qui 
est,  comme  nous  l’avons  trouvée,  ^ AB  X CB,  on  aura 
-f  AB  X ttCB2  pour  le  volume  du  cône  engendré  par  la  ré- 
volution du  triangle  CAB  autour  de  l’axe  des  x. 

195.  Pour  troisième  application,  nous  allons  déterminer 
le  volume  du  cylindre.  L’ordonnée  GE  (fig.  98)  du  centre  Fig.  98. 
de  gravité  G étant  égale  à £ AC  , le  chemin  décrit  par  le 
centre  de  gravité  sera  ttAC.  Multipliant  cette  expression 
par  la  génératrice  qui  équivaut  à AB  X AC , 011  aura 
7r AG2  X AB  pour  le  volume  du  cylindre. 

196.  Une  règle  analogue  à la  précédente  peut  nous 
servir  à déterminer  l’expression  d’une  surface  de  révolu- 
tion. En  effet , considérons  une  surface  engendrée  par  la 
révolution  de  l’arc  MN  (fig.  99)  autour  de  l’axe  des  abs-  Fig.  99. 
cisses  , et  appelons  y t l’ordonnée  du  centre  de  gravité  G 
de  l’arc  générateur,  en  prenant  par  rapporta  l’axe  des  x 
la  somme  des  momens  des  arcs  élémentaires  , et  l’égalant  à 
celui  du  centre  de  gravité,  nous  aurons,  art.  178, 

fy  y/ dx 2 -f-  dy2  ~ y t X arc  MN.  . . (102)  ; 

multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  Qx  , 
on  la  changera  en  celle-ci  , 

f?.7ry  y/ dxx  -f-  dy 2 — 25*99  X arc  MN  ; 


l’expression  fiuy  y/ dx2  dy 2 étant  celle  qui  est  connue 
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dans  le*  Calcul  intégral  pour  représenter  une  surface  de  ré- 
volution , nous  pouvons  en  conclure  ce  théorème  : Une  sur- 
face de  révolution  est  égale  au  produit  de  rare  générateur 
par  la  circonférence  que  dans  son  mouvement  décrit  le  centre 
de  gravité . 


197.  Par  exemple  , pour  avoir  la  surface  convexe  du 
g.  100.  cône  tronqué  engendré  par  le  révolution  de  CD  (lig.  100) 
autour  des  axes  des  x , îe  centre  de  gravité  de  la  géné- 
ratrice CD  étant  au  milieu  G de  cette  droite,  l’ordonnée 

rr  i ^ t n ' • 

CG  du  centre  ae  gravite  a pour  expression ; 


. ÀG  -j~  CB  -,  . , , , 

donc  2x  X — est  le  chemin  décrit  par  le  centre 

de  gravité.  Cette  expression  multipliée  par  la  génératrice 

a p 1 r n 

CD,  donne  2.x  — X CD  ~ 2x  GE  X CD  pour  la 

surface  convexe  du  cône. 


198.  Les  deux  théorèmes  précédens  peuvent  être  com- 
pris dans  ce  seul  énoncé  : Le  volume  ou  la  surface  de  ré- 
volution que  Von  cherche j équivaut  au  produit  de  la  géné- 
ratrice par  le  chemin  que  décrit  le  centre  de  gravité. . 

Des  Machines . 

199.  Les  machines  servent  à transmettre  l’action  des 
forces,  en  les  faisant  agir  dans  un  sens  qui  n’est  pas  celui 
de  leur  direction.  La  puissance  est  la  force  qui  est  appli- 
quée à la  machine,  et  la  résistance  est  le  corps  que  cette 
puissance  doit  mettre  en  équilibre. 

Les  machines  Ses  plus  simples  sont  au  nombre  de  sept, 
savoir:  les  cordes,  le  levier  , la  poulie,  îe  tour,  le  plan 
incliné  , la  vis  et  le  coin. 
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De  s cordes. 

200.  Nous  adopterons  l’hypothèse  que  les  cordes  ré- 
duites à leurs  axes  , aient  une  flexibilité  parfaite  , et  soient 
inextensibles  et  dénuées  de  pesanteur.  Une  corde  sollicitée 

par  deux  forces  P et  Q (fig.  ioi)  qui  la  tendent,  ne  peut  Fig.  iot 
être  considérée  comme  une  machine,  puisqu’elle  ne  change 
ni  la  direction  de  P ni  celle  Q.  Il  est  facile  de  démontrer 
que  lorsque  ces  forces  sont  égales,  la  tension  de  la  corde 
est  mesurée  par  l’une  d’elles;  car  l’équilibre  subsistant, 
on  peut  regarder  À , milieu  de  PQ , comme  un  point 
fixe,  et  effacer  la  ligne  qui  s’étend  de  A vers  Q;  alors  la 
force  P agissant  seule  sur  A , mesurera  la  tension  de  la 
corde. 

201.  Lorsque  Q surpasse  P,  une  partie  de  Q égale  à P 
est  donc  employée  à tendre  la  corde,  et  l’excès  de  Q sur  P 
l’entraînera  dans  le  sens  de  P vers  Q ; donc  la  tension  sera 
mesurée  par  la  plus  petite  des  forces. 

202.  Les  conditions  d’équilibre  qui  existent  entre  trois 
cordes  assujetties  par  un  nœud,  sont  les  mêmes  que  celles 
qui  existent  entre  trois  forces  qui  sollicitent  un  point  ma- 
tériel. Il  faut  que  l’une  de  ces  forces  soit  égale  et  directe- 
ment opposée  à la  résultante  des  deux  autres,  ce  qui  en- 
traîne la  condition  qu’elles  soient  dans  un  même  plan;  alors 

il  y aura  équilibre  si  l’on  a (fig.  102)  Fig-  ma 

P \ Q \ R * l sin  p \ sin  q \ sin  r. 

203.  Celte  proportion  ne  suffit  pas  si  les  cordes  sont 
réunies  par  un  nœud  coulant.  En  effet,  en  regardant  P 

et  P»,  (fig.  io3)  comme  des  points  fixes,  si  la  force  Q,  au  Fig  io3 
moyen  d’un  nœud  coulant,  tire  la  corde  PCR,  le  point  C 
décrira  une  ellipse;  et  comme  le  plan  de  cette  ellipse  n est 
assujetti  qu’à  passer  par  les  points  P et  R,  il  doit  décrire  en 
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tournant  autour  de  PR,  un  ellipsoïde  qui  aura  pour  grand 
axe  PG  -f-  CR.  Le  point  C sera  toujours  situé  sur  cet 
ellipsoïde,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  sur  Parc  d’une 
ellipse  mobile  autour  de  PR.  : or  ce  point  ne  pouvant  se 
mouvoir  que  lorsque  la  force  Q a une  composante  suivant 
l’élément  de  l’arc  elliptique,  il  en  résulte  que  si  la  direc- 
tion de  Q est  normale  à l’ellipse  , cette  force  sera  détruite 
par  la  résistance  de  la  courbe,  et  le  point  C sera  en  équilibre. 
Cherchons  donc  la  condition  nécessaire  pour  que  la  force 
Q soit  normale  à l’ellipse.  Pour  cela , menons  à îa  courbe 
la  tangente  Ttf,  nous  aurons  par  îa  propriété  de  P ellipse 
( 'Théorie  des  Courbes  du  second  ordre j page  166) , 

TCP  = RC^*, 

si  l’on  retranche  ces  angles  des  angles  droits  TCN,  /CN , il 
restera 

PCN  = NCR  ; 

donc  l’angle  PCR  doit  être  partagé  en  deux  parties  égales 
par  la  direction  de  Q , et  la  proportion 

P : R ::  sinNCR  : sinPCN 

devient  alors 

P : R ::  sin  NCR  : sin  NCR  ; 

ce  qui  montre  que  les  forces  P et  R sont  égales. 

204.  Une  machine  funiculaire  est  un  système  de  cordes 
qui  se  font  équilibre  à l’aide  de  plusieurs  noeuds. 

Fig.  104.  2o5.  Lorsque  les  forces  P,  R,  S,  T,  etc.  (fig.  io4)  sont 

réunies  par  un  même  nœud,  si  l’on  substitue  aux  forces  P 
et  R leur  résultante  R/,  le  système  contiendra  une  force  de 
moins.  En  répétant  un  certain  nombre  de  fois  cette  opéra- 
tion, 011  parviendra  toujours  à réduire  le  système  à celui 
de  trois  forces  réunies  par  un  seul  nœud. 

206,  Considérons  maintenant  plusieurs  forces  P,  V' , P", 
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V%  PIV,  etc.  (fïg.  io 5)  réunies  trois  à trois  par  des  nœuds  Fi  Io3 
fixes  A,  B,  C,  etc.,  on  peut  ramener  l’équilibre  de  ces  forces 
à celui  d’un  système  assujetti  autour  d’un  seul  point-  car 
soit  R la  résultante  des  forces  P et  P';  comme  elle  do  R être 
détruite  par  la  troisième  force  qui  agit  suivant  AB  , il  fau- 
dra que  cette  résultante  se  trouve  sur  le  prolongement  de 
AB  : or  nue  force  pouvant  être  appliquée  à tout  point  pris 
sut  sa  direction,  on  aura  la  faculté  de  transporter  R au 
point  B ; alors  on  pourra  décomposer  R en  deux  forces 
égales  et  parallèles  à P et  à F,  et  l’effet  sera  le  même  que 
si  les  forces  P et  P eussent  reculé  parallèlement  à elles- 
mêmes  pour  s appliquer  au  point  B.  Transportant  de  la 
même  manière  les  forces  P,  F,  P"  qui  sont  censées  ap- 
pliquées en  jj  au  point  C,  toutes  les  forces  pourront  être 
considérées  comme  appliquées  à ce  point.  Les  conditions 
de  leur  équilibre  seront  donc 


^ P cos  u -=z  o et  2P  cos  o — o. 

Pour  avoir  le  rapport  de  tensions  extrêmes  P et  P,v, 
soient  t oA  t les  tensions  exercées  suivant  AB  et  BC  , et 
nommons 

« l’angle  PAF,  né  l’angle  ABP" , «"  l’angle  BCP", 
b l’angle  F AB  , b'  l’angle  P"BC,  b"  l’angle  P"CP,V, 

nous  aurons,  art.  55, 


P « t X sin  b l sin  a , 
t l t'  Il  sin  b'  l sin  a, 
t'  :P,V::  sin  b":  sin  a"; 

multipliant  ces  proportions  par  ordre,  et  supprimant  les 
termes  communs  , on  obtiendra 


P : P1’ 


Il  sm  b sin  b'  sin  b" 


sin  a sin  a sin  a \ 


on  pourrait  de  même  trouver  le  rapport  de  deux  autres 
forces. 

Kit  ni.  de  Mécanique. 
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207.  Si  les  forces  P',  P",  P*,  etc.,  sont  parallèles  , on 
a clans  ce  cas , 

b -f-  a =:  2 , b'  -f-  a"  z=z  2 ; 

et  comme  les  angles  supplémens  l’un  cle  l’autre  ont  les 
mêmes  sinus,  il  faut  que  l’on  ait 

sin  b = sin  a , sin  b'  -=z  sin  a\ 
et  la  proportion  précédente  se  réduit  à 

P l P1V  II  sin  b " l sin  a. 

Fig.  106.  Lorsque  P',  P"  et  P*  sont  des  poids  ( fig.  106  ),  les  forces 
sont  dans  un  même  plan  vertical  ; car  la  droite  APf  étant 
verticale,  le  plan  des  forces  P,  P'  et  t est  vertical.  De  même 
le  plan  des  forces  t,  P"  et  tr  sera  vertical  : or  t ne  peut  être  à 
la  fois  dans  deux  pians  verticaux  sans  que  ces  plans  ne  se 
confondent. 

208.  Les  forces  extrêmes  P et  P‘v  devant  contre-balancer 
la  résultante  de  toutes  les  autres  , il  faudra  que  cette  ré» 
sultante  soit  directement  opposée  à celle  de  P et  de  P'T,  et 
par  conséquent  passe  par  le  point  de  concours  G de  ces 
deux  forces.  Ayant  ainsi  déterminé  un  point  de  la  ré- 
sultante de  toutes  les  forces  du  système , comme  cette  ré- 
sultante doit  être  verticale  , puisqu’elle  est  parallèle  aux 
forces  P',  P",  Pw,  il  suffira,  pour  en  déterminer  la  direc- 
tion, de  mener  par  le  point  G la  verticale  GH. 

209.  Une  corde  pesante  pouvant  être  considérée  comme 
un  polygone  funiculaire  cliargé  d’une  infinité  de  petits  poids, 
il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  l’on  veut  avoir  égard  au 

Fig.  ïo'ÿ.  poids  de  la  corde,  il  faut  mener  (fig.  107)  les  deux  tan- 
gentes PG  et  QG , et  appliquer  en  G un  poids  égal  à celui 
de  la  corde  ; alors  en  représentant  par  G le  poids  de  cette 
corde , nous  aurons 

P *.  Q t G il  sin  LGQ  l sin  LGP  l sin  PGQ. 
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Ve  la  Chaînette. 

4.0  La  chaînette  est  la  courbe  formée  par  une  corde  parfaitement 

, lbi°  qm,’  susPcniluc  * points  fixes  A et  B (fig.  ,o8),  est  aban-  Fig.  108 
donnée  entièrement  à l’action  de  la  pesanteur.  Nous  supposerons  cette 
corde  uni  forme  ruent  pesante,  surchargée  d’une  infinité  de  poids  et  nous 
reconnaîtrons,  comme  dans  l’art.  207,  qu’elle  doit  être  comprise  dans 
un  plan  vertical.  Cela  posé,  plaçons  l’origine  des  coordonnées  en  A et 
prenons  pour  a*e  des  * la  ligne  horizontale  AC,  renfermée  dans  le  plan 
de  la  courbe.  Alors , si  AP  = * est  l’abscisse  d’un  point  quelconque  M 
1 ordonnée  y de  ce  point  sera  la  verticale  PM.  Par  le  même  point  M et 
par  origine  A,  menons  ensuite  les  deux  tangentes  AH,  IIM  qui  se 
rencontrent  en  H j et  enfin,  par  le  point  H,  élevons  la  verticale  HL.  Nous 
avons  ejft  vu,  art.  209,  que  si  nous  supposons  que  le  poids  de  la  corde 
soit  applique  au  point  H,  on  doit  avoir  la  proportion 

tension  en  A ; poids  de  la  portion  de  corde  AM  : ; sin  LHM  J sin  AHM...  (I03;  • 

nommons  s l’arc  AM,  A la  tension  en  A,  laquelle  agit  suivant  la  tan- 
8.Cnte  . ’ et  des,Snons  par  « l’angle  que  cette  tangente  fait  avec  l'ho- 

rizontale AC.  Ces  deux  quantités  A et  « sont  des  constantes  que  nous  ap- 
prendrons bientôt  à déterminer. 

Pour  le  moment,  il  nous  suffit  de  remarquer  que  la  tension  A étant  de 
meme  nature  que  le  second  terme  de  notre  proportion,  doit  être  ex- 
primée par  un  poids,  autrement  il  n’y  aurait  pas  homogénéité  entre  les 
deux  derniers  termes  de  notre  proportion.  Or,  si  nous  représentons  par 
p Mite  de  poids,  la  tension  A sera  de  la  forme  ap,  et  le  poids  de  la 
corde  AM  aura  pour  expression  sp-,  par  conséquent,  les  deux  premiers 
ternies  de  notre  proportion  seront  remplacés  par  ce  rapport  ap  : sp , ou 

plutôt  par  a i s,  en  supprimant  le  facteur  commun:  alors  elle  de- 
Viendra 

a:  si:  sin  LHM  : sin  AHM. . . (104). 

21 1.  Déterminons  maintenant  les  expressions  analytiques  des  sinus 
qui  entrent  dans  cette  proportion.  Pour  cela,  remarquons  d’abord  que 
le  triangle  élémentaire  mMn  formé  par  une  parallèle  à l’axe  des  a-,  pou^ 
vant  être  regardé  comme  rectiligne,  on  a 

mM  sin  mMn  — mn , mM  cos  mMn  = Mn  , 
ou,  en  divisant  par  mM, 


sin  mM/i  — 


mn  Mn 

Si’  C0S”M“  = ;si 


m 


8.. 
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remplaçant  les  lignes  élémentaires  par  leurs  valeurs  analytiques,  ces  équa- 
tions deviennent 

cLjc  d y* 

sin  mM«  = — - , cos  mMn  — (io5b 

as  as 

Or  l’angle  niMn  e'tant  compris  entre  l’élément  de  la  courbe  et  la  verticale 
MP,  comme  cet  élément  se  confond  avec  la  tangente  MK,  il  en  résulte 
que  la  même  tangente  fera  avec  HL  parallèle  à MP,  un  angle  LHK  qui 
sera  égal  mMn  5 mettant  donc  cet  angle  à la  place  de  l’autre,  dans  1rs 
équations  (to5),  on  aura 

sin  LHK  = ~ , cos  LHK  = . (10G). 


La  première  de  ces  équations  revient  à 

sin  LHM  = "...  (107)5 

car  les  angles  LHK  et  LHM  étant  supplémens  l’un  de  l’autre  , on  a 

sin  LHM  = sin  LHK. 

D’un  autre  côté,  les  angles  AHM  et  AHK  étant  aussi  supplémens  l’un 
de  l’autre  , on  a encore 

sin  AHM  — sin  AHK  = sin  (LHK  — LH  A) , 
ou  plutôt,  d’après  la  formule  connue  de  Trigonométrie, 

sin  AHM  = sin  LHK  cos  LHA  — sin  LHA  cos  LHK  5 


éliminant  sin  LHK  et  cos  LHK  h l’aide  des  équations  (106) , on  aura 

sin  AHM  = ~ cos  LHA  — & sin  LH  A . . . (108b 
as  as 

A l’égard  du  sinus  et  du  cosinus  de  l’angle  LHA,  le  triangle  ALH,  qui 
est  rectangle  en  L,  nous  montre  que  l’angle  LHA  est  complément  de 
l’angle  HAL , et  que  par  conséquent  le  sinus  de  l’un  de  ces  angles  est  le 
cosinus  de  l’autre.  Ayant  désigné  HAL  par  et,  nous  aurons  donc 

cos  LHA  = sin  et , et  sin  LHA  = COS  et, 

212.  Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (108),  elle  deviendra  • 

dx  d\* 

sin  AHM  = — sin  et  — — cosa. ..  (109). 


Enfin  les  équations  (107)  et  (109),  convertiront  la  proportion  (io4),  en 

dx  dx  . d y 

a : s ::  — : — s u a.  — ~ cos  *, 

Us  ds  cis 

(j n tire  de  cette  proportion 
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. dy 

s — fl  sina  — a cos  a...  (no); 


et  comme  nous  avons  trois  variables,  nous  en  éliminerons  une,  en  subs- 
tituant cette  valeur  de  s dans  la  formule 

ds—{/ dx1  -f-  dy*. 

Pour  ceIa»  nous  ^ifférentierons  l’équatioa  (no),  ce  qui  nous  donnera 

/ d'y 

ds  — — a cos  Cl  — - : 

dx 

comparant  ces  valeurs  do  ds  et  divisant  par  dx  , on  obtiendra 


d*y 

a cos  et  — - , 

ax* 


divisant  ensuite  par  le  radical , il  viendra 


i — — a cos  et 


d*y 
dx * 


Si  l’on  multiplie  les  deux  membres  de  cette  équation  par  dy,  pour  que 
le  numérateur  de  la  fraction  puisse  devenir  la  différentielle  de  lu  quan- 
tité qui  est  sous  le  radical,  nous  obtiendrons 


dy  ~ — a cos  et . ■ 


idjr 


d*y 

dx* 


C'+ë' 

par  conséquent,  en  intégiant  ( Élémens  de  Calcul  intégral,  page  182) , 
nous  trouverons 


y — — a cos  x ^ 1 -f-  -f  c . 

( i.tie  équation  étant  multipliée  par  dx,  nous  donuc 

(c  — y)  dx  = a cos  at  V'dx*  -f-  dy*. 

l'Jcvant  les  deux  membres  au  carré,  rassemblant  les  termes  en  dx1.  et  ti- 
1.1  nt  de  nouveau  la  raeiue  cari  ce,  on  obtient 


dy_ V ( c — y)*  — a*  cosa  a. 

dx  a cos  a.  ( 1 1 1 ' ' 

21 3.  1 oui  detcimincr  la  constante,  remarquons  qu’au  point  A, 

v — ^ dr 


ers  dernières  valeurs  réduisent  l'équation  (ni)  h 


d o ir  Ton  tire 
mais 


tang  et 


v< 


a2  cos*  et 


a cos  et 


a tang  et  cos  et  = {/c2  — a 3 cos*  * ; 


tang  «t  cos  a.  — sirj  et  ; 


donc  en  élevant  au  carré,  on  a 

a a sina  et  — c*  — a2  cos  *a, 

et  par  conséquent 

c 2 — a2  (sina  a -h  cos2  et)  , 

et,  comme  la  quantité'  renfermée  entre  les  parenthèses  est  égale  à l’unité, 
l’équation  précédente  se  réduit  à ca  = a a.  IN’ayant  aucun  égard  aux  signes 
parce  que  nous  n’avons  employé  a,  dans  la  proportion  104 , que  d’une  ma- 
nière absolue,  nous  substituerons  a , à la  place  de  c , dans  l’équation  (ut), 
et  nous  aurons  enfin  , pour  l’équation  différentielle  de  la  chaînette, 

{/ (a  — y)2  — a * cos 2 et 
a COS  et 


dx 


2 t/f  - Cette  équation  différentielle  nous  conduit  facilement  à reconnaître 
que  la  chaînette  est  une  courbe  rectifiable;  car  si , par  son  moyen,  on 
, , dY 

élimine  la  valeur  de  de  l’équation  (uo),  on  trouve 

s — a sin  et  — \/ (a  — y)2  — a 2 cos*  et. , . (i  i3)  , 


équation  qui,  pour  une  valeur  donnée  de  y,  fera  connaître  celle  de  l’arc 
s , lorsque  nous  aurons  déterminé  a et  et. 

ai5.  Occupons-nous  maintenant  de  l’intégration  de  l’équation  de  la 
chaînette.  Pour  parvenir  à ce  but,  commençons  d’abord  à la  simplifier 
en  faisant 

a --  y — z , a cos  et  — b...  (i  r 4)  î 

on  aura  donc 

dy  — — ds  ‘ 


substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (112)  de  la  chaînette,  on  ob- 
tiendra 


bdz 


V* 


b 2 


. (11 5). 


On  parviendra  à intégrer  cette  équation  en  employant  le  procédé  suivant 


dus  MxcmriF.s. 


1 1 

(Elément  de  Calcul  intégral,  page  228)  : on  fera 

l/z1 — bl  — z — t...  (116)  j 
élevant  au  carre  et  réduisant,  on  obtiendra 

2 zt  — b*  - h l ». 

Cette  équation  étant  différentiée  et  divisée  ensuite  par  2,  nous  donne 

zdt  -f~  tdz  = tdl  j 


9 


d’où  l’on  tire 


dz 
— t 


dt 

t 


Or,  en  vertu  de  l’éqnation  (116),  2 — f n’étant  autre  chose  que  le 
radical , ce  dernier  résultat  convertit  l’équatiou  (1 15)  en 

. bdt 
dx  = , 

t * 

et  donne,  en  intégrant, 

a:  = b log  t 4-  e ; 

mettant,  au  moyen  de  l’équation  (116),  la  valeur  de  t en  z , on  obtient 

x = b log  (2  — y/  z2  — b2)  -f~  e j 

remplaçant  ensuite  b et  z par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  ( 1 1 4)  > on 
a enfin 


x — a cos  et  log  [(a  — y)  — Vi  a — y)2  — a*  cos5  et]  -f-  e.  . . ( 1 17)- 

216.  Pour  déterminer  la  constante  e , remarquons  qu’au  point  A l’hy- 
pothèse de  x = o et  de  y = o , nous  fait  déduire  de  l’équation  (117) 

e — — a cos  * log  [u  ( 1 — \/ 1 — cos*  et)]  ; 
au  moyen  de  cette  valeur  de  e,  l’équation  (i  17)  devient 

jr=ucoset^log[(<2 — y) — {/ \a — y )* — a*cos*a] — loga(t — {/ 1 — cos*et)}  ; 

ou,  par  la  propriété  du  logarithme  qui  permet  de  remplacer  ii'e  diffé- 
rence par  un  quotient, 

'(a  — y)  — y/ ( a — y )a  — a- 


— a cos  a.  log  T- 


cos*  r. 

J...  (’>-'  )* 


a (1  — 1 — cos*  *) 

Telle  est  l'équation  de  la  chaînette. 

217.  Nous  veuons  de  reconnaître  dans  les  constantes  c et  c des  fom  - 
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lions  des  quantités  a et  cl\  mais  jusqu’à  présent  ces  quantités  ne  sont  en- 
core représentées  que  par  des  signes  generaux.  Pour  les  déterminer,  d faut 
que  Ton  nous  donne  les  coordonuc:es  du  second  point  de  suspension: 
soient  donc  AD  — x',  et  DB  —y'  ces  coordonnées , et  / la  longueur  de 
la  corde  AMB  ; en  substituant  ces  valeurs  dans  les  e;quations  ( 1 1 3 ) et 
( i iS),  nous  obtiendrons 


l — a sin  a.  — \/\a  — y')2  — cos2  a , 


x 


a cos  st 


l0«[- 


y)  — [/ ( a — y')’1  — a 2 c< 


a (i  — 


cos3 


0 


is2  a~l 

~ J' 


218.  Ces  équations  et  celle-ci, 

cos2  <x  -f-  sin2  cl  — o , 


détermineront  les  quantités  a , sin  cl  et  cos  <x  , en  fonction  de  x'  et  de yr . 
Mais  il  se  présente  encore  une  difficulté  : c'est  de  savoir  comment  on  doit 
être  dirigé  dans  le  choix  des  signes  qui  conviennent  aux  cosinus,  et 
même  dans  celui  des  radicaux  que  nous  n’avons  jamais  affectés  du  double 
signe.  Pour  cela,  nous  allons  chercher,  par  la  méthode  des  maxirria,  les 
coordonnées  du  point  auquel  appartient  la  plus  grande  ordonnée.  Or, 
en  opérant  comme  il  est  prescrit  dans  mes  Elémens  de  Calcul  diffe- 

dy* 

rentiel , page  63,  on  doit  égaler  à zéro  la  valeur  de  -y-,  ce  qui  ré- 
duira l’équation  (iio.)  à 


V (a  —y)’1  — «a 


cos! 


O 


CL  COS  CL 


et  par  conséquent  donnera 

a — y = a cos  &...  (119). 

Pour  s’assurer  maintenant  que  cette  ordonnée  appartient  à un  maximum 

plutôt  qu’à  un  minimum,  nous  chercherons,  suivant  la  règle  usitée,  si 

d2y  . . dy 

-y—  est  négatif  ou  positif  ; et,  comme  la  valeur  de  que  nous  donne 

cloc  ^ cl  oc 

l’équation  (i  12)  est  affectée  d’un  radical,  nous  uous  en  débat  lasserons  en 

élevant  cette  équation  au  carré,  ce  qui  nous  donnera 


dy2 

dx% 


(a  — y)2  — a*  cos2  a 


a%  cos2  cl 


différentiant , et  divisant  ensuite  par  2 dy,  on  trouve 
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menant  dans  cette  équation  la  valeur  de  a — y,  que  l'équation  (i  19)  dé- 
termine pour  notre  hypothèse,  nous  obtiendrons 

d^y 1 

dx 2 a cos  et 

219.  Celte  équation  prescrit  pour  condition  du  maximum,  que  a et 
cos  « soient  de  memes  signes  • or,  ces  signes  doivent  être  positifs,  car, 
s’ils  étaient  négatifs,  la  valeur  de  y déterminée  par  l’équation  (119)  se- 
rait négative,  ce  qui  est  inadmissible  dans  l’hypothèse  actuelle  des  y posi- 
tifs, situés  au-dessous  de  l’axe  horizontal  AC-  L’équation  (119)  nous 
montre  encore  que  la  valeur  de  y,  qui  appartient  à un  maximum,  doit 
être  moindre  que  a , et  qu’à  plus  forte  raison , il  en  est  de  même  de  toute 
autre  valeur  de  y.  Représentons  par  EF  ( fig.  108)  l’ordonnée  du  maxi-  Fig.  108. 
muni,  on  voit  que  depuis  x — o jusqu’à  x — AK , y augmentant , l’arc 
augmente  aussi.  Or,  l’équation  (n3)  nous  prouve  que  cet  accroissement 
de  y ne  peut  nécessiter  celui  de  l’arc,  à moins  que  le  radical,  comme 
cela  a lieu  dans  la  formule  (1 1 3) , ne  soit  affecté  du  signe  négatif.  En  ef- 
fet, en  jetant  les  yeux  sur  cette  formule,  on  voit  que  plus  y augmente 
plus  a — y est  petit,  et  plus  par  conséquent  le  radical  exprime  une  pe- 
tite quantité,  mais  plus  le  radical  est  petit,  moins  il  diminue  la  partie 
positive  a sina,  et  plus  alors  l’arc  devient  grand;  l'équation  ( 1 1 3)  s’ac- 
corde donc  parfaitement  avec  l’bypothèse  d’un  arc  s dans  lequel  y n’a 
pas  encore  atteint  à son  maximum.  Mais,  depuis  x = AE  jusqu’à 
x = AD,  l’are  s doit  augmenter  quand  y diminue , ce  qui  ne  peut  être 
que  lorsque  celte  valeur  décroissante  de  y fait  augmenter  le  radical  ; donc 
le  radical  doit  être  positif  depuis  ,r  = AE  jusqu’à  x — AD,  et  par  con- 
séquent changer  de  signe  dans  la  formule  (n3). 

JJu  Levier. 

220.  Le  levier  est  une  pièce  oblongue  de  bois  ou  de  mé- 
tal qui  se  meut  autour  d’un  point  fixe  qu'on  appelle  le  point 
d'appui.  Pour  plus  de  simplicité,  nous  regarderons  le  levier 
comme  sans  épaisseur;  alors  il  pourra  être  représenté  par 
une  ligne  droite  ou  courbe.  Soit  donc  un  levier  AB  (fig.  109)  Fig.  109. 
qui  est  sollicité  par  deux  forces  P et  P';  ces  forces  ne 
.peuvent  être  détruites  par  un  point  fixe  G,  à moins  qu’elles 
ne  soient  dans  le  même  plan  avec  le  point  G.  Lorsque  cela 
aura  lieu,  il  suffira,  pour  qu’il  y ait  équilibre,  que  la  somme 
des  momens  par  rapport  à G , soit  égale  à zéro. 

\ 
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221.  Si  le  levier  était  dans  le  cas  de  glisser  sur  son  point 
d'appui,  pour  que  l’équilibre  fût  possible,  il  faudrait  en 
outre  que  la  résultante  de  la  charge  du  point  d’appui  fût 
perpendiculaire  à la  surface  du  levier  en  C. 

11  222.  Lorsque  le  levier  est  en  ligne  droite  (fig.  m)  et 

que  les  forces  sont  parallèles,  en  nommant p et p'  les  par- 
ties AC  et  BC,  la  théorie  des  forces  parallèles  nous  donne, 
art.  ^3  , 

p:  P ' ::P':p-, 

ce  qui  nous  montre  que  pour  qu’il  y ait  équilibre,  les  forces 
doivent  être  en  raison  inverse  des  bras  de  levier. 

223.  Si  le  levier  est  courbe  et  que  Ton  mène  une  droite 
Fig. no.  ED  (fîg.  i io)  par  le  point  C,  on  peut  concevoir  ces  forces 
appliquées  aux  points  E et  D qui  sont  sur  leurs  directions  ; 
alors  on  a 

p : p'  ::  cd  : ce. 

22^.  On  distingue  des  leviers  de  trois  genres.  Dans  le 
Fig.  1 1 1 . levier  du  premier  genre,  le  point  d’appui  C (lig.  11 1) 
est  entre  la  puissance  et  la  résistance  ; dans  le  levier  du 
F»g.  112.  second  genre,  la  résistance  R (lig.  112)  est  entre  la  puis- 
sance P et  le  point  d’appui  C ; dans  le  levier  du  troisième 
Fig.  1 13.  genre,  la  puissance  (fig.  n3)  est  entre  la  résistance  et  le 
point  d’appui. 

Les  balances,  les  romaines  sont  des  leviers  du  premier 
genre , les  barres  de  fer  employées  à soulever  les  fardeaux  , 
sont  des  leviers  du  second  genre;  les  marches  de  certains 
rouets , celles  des  métiers  de  tisserand  sont  des  leviers  du 
troisième  genre. 

225.  On  peut  avoir  égard  au  poids  du  levier  en  le  con- 
sidérant comme  une  force  S appliquée  au  centre  de  gra- 
Fig.  ii/j.  vité.  Par  exemple,  soient  P et  P'  (fig.  1 14)  deux  poids  sus- 
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pendus  aux  extrémités  du  levier  AB  , et  G son  centre  de 
gravité;  on  aura,  en  vertu  de  l’équation  des  momens, 

P'  X CB  + S X CG  = P X AC. 

Cette  équation  détermine  P ou  P';  et  la  charge  du  point 
d’appui  sera 

P -f  P'  4-  S. 

Si  la  puissance  P'  était  dirigée  en  sens  contraire  de  la 
résistance,  il  faudrait  avoir  égard  aux  sens  dans  lesquels 
les  forces  tendent  à faire  tourner  le  levier  , et  l’équation 
des  momens  serait  (fig.  ii5)  Fig.  n5- 

CAXP  + CGXS  = CBXP'...  (120), 

et  l’on  aurait  pour  la  charge  du  point  d’appui  {note  huitième) , 

P + S-P\  x 

226.  Supposons  que  le  levier  CB  (fig.  ii5)  soit  homo-  Fig.  u5. 
gène  et  partout  de  même  épaisseur;  représentons  par  m le 
poids  d’une  portion  de  ce  levier  qui  ait  un  centimètre  de 
longueur.  Celle  du  levier  étant  x , son  poids  S sera  mx , et 
devra  être  considéré  comme  concentré  au  milieu  G du 
levier;  de  sorte  qu’en  nommant  CA,  l’équation  (120) 
deviendra 

aP  -f-  j x X mx  — P\v. 

Ou  tire  de  cette  équation 

aV 

P'  = — - 4~  i mx ...  ( 1 2 1 ). 

x 

Ainsi  ayant  pris  arbitrairement  x , cette  formule  donnera 
la  valeur  de  P';  mais  si  l’on  demande  quelle  est  parmi 
toutes  ces  valeurs  de  x , celle  qui  doit  avoir  lieu  pour 
que  la  puissance  Pf  soit  aussi  petite  qu’il  est  possible,  il 
faudra  regarder  P'  comme  une  fonction  de  x,  et,  sui- 
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vaut  la  méthode  des  maxima  et  mini/na , égaler  à zéro 
dP' 


la  valeur  de  , ce  qui  donnera 


dP'  aP  , . 


d’où  l’on  lire 


x 


2£lP 


m 


et 


I 2aP 

x = \/  • 

V m 


En  substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (120) , on  oE 
tient 

aP 


P ' 


\ 


v/ 


2tfP 

m 


+ i m 


2aP 


771 


réduisant  le  second  membre  au  même  dénominateur , il 
vient 

2 «P 


P' 


2tfP 


\/  <iaPm. 


ni 


De  la  Poulie  et  des  Moujles. 

227.  Une  poulie  est  une  roue  dont  la  circonférence,  qui 
est  creuse , se  trouve  en  partie  enveloppée  d’une  corde;  cette 
corde,  par  son  mouvement,  fait  tourner  la  poulie  autour 
d’un  axe  qui  passe  par  son  centre , et  qui  est  supporté  par 
Fig.  116.  une  barre  de  fer  recourbée  OB  (fig.  1 16)  , à laquelle  on  a 
donné  le  nom  de  chape. 

On  distingue  deux  sortes  de  poulies,  la  poulie  fixe  et  la 
poulie  mobile,  La  poulie  lixe  est  celle  dans  laquelle  la  chape 
Fig.  1 16.  OB  (fig.  1 16;  est  retenue  par  un  point  fixe,  et  la  poulie 
Fig.  217.  mobile  est  celle  dans  laquelle  la  résistance  R (fig  117) 
est  attachée  à la  chape. 
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•228.  Dans  la  poulie  fixe  (fig.  i iG) , la  puissance  P et  la  1 
résistance  Q ne  peuvent  se  faire  équilibre  que  lorsqu’elles 
sont  égales;  car  si  ces  forces  différaient  d’intensité , la  plus 
grande  entraînerait  l’autre. 

Pour  le  démontrer  analytiquement,  prolongeons  jusqu'en 
E les  directions  de  P et  de  Q qui  agissent  tangentiellement , 
ce  point  E appartiendra  à la  résultante  des  forces  P et  Q ; 
mais  cette  résultante  devant  être  détruite  par  le  centre  O 
de  la  poulie,  doit  passer  par  ce  point  : or,  à cause  des 
triangles  égaux  EPO,  EQO,  l’ar.gle  PEQ  est  partagé  en 
<leux  parties  égales  par  la  résultante;  d’où  il  suit  que  l’ in- 
tensité de  r est  la  même  que  celle  de  Q. 

229.  Prenons  maintenant  les  parties  égales  Eo*  et  E h,  et 
construisons  le  parallélogramme  E gfh\  les  forces  P et  Q se- 
ront représentées  par  les  droites  Eg-et  E h , et  la  résultante 
de  ces  forces  le  sera  par  la  diagonale  E f\  de  sorte  que  nous 
aurons 

: E h : E/::  p : o : n ; 

et  comme  les  triangles  E gf,  POQ  sont  semblables , parce 
qu’ils  ont  leurs  côtés  perpendiculaires,  on  peut  établir  la 
proportion 

E g : E h : E/  : : pg  : OQ  : pq  ; 

donc 

PO  : oq  : pq  ::  p : Q : R; 

d’où  l’on  peut  conclure  que  dans  la  poulie  fixe,  l’une  des 
forces  est  à la  résultante  comme  le  rayon  de  la  poulie  est  à 
la  soutendante  de  l’arc  embrassé  par  la  corde. 

On  a démontré  que  les  forces  P et  Q étaient  égales;  il 
suit  de  là  que  la  poulie  fixe  n’a  d’autre  effet  que  de  chan- 
ger la  direction  d’une  force  sans  augmenter  ni  diminuer 
son  intensité. 

2ùo.  Considérons  maintenant  la  poulie  mobile.  Soit  une 
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Fig.  117.  corde  QABP  (hg.  117)  qui  étant  attachée  au  point  fixe  Q, 
embrassé  Parc  AB  de  la  poulie,  et  qui , lorsqu’elle  est  solli- 
citée par  la  puissance  P,  fait  monter  la  résistance  R. 

C tendant  à entraîner  Q,  réciproquement  Q agit  sur  C. 
Si  l’on  considère  donc  Q comme  une  force  qui  sollicite  le 
point  G , on  cherchera  les  conditions  d’équilibre  entre 
P,  Q et  R ; ces  conditions  sont  les  mêmes  que  celles  que 
nous  avons  établies  pour  la  poulie  fixe , si  ce  n’est  que  la 
résistance,  au  lieu  d’être  Q,  est  ici  R.  Ainsi  le  rapport  de 
la  puissance  à la  résistance  nous  sera  donné  par  la  pro- 
portion 

P I R II  rayon  \ soutendante  de  Parc  AB. 

La  puissance  étant  moindre  que  la  résistance , la  poulie 
mobile  est  avantageuse  à la  puissance. 

Si  les  cordons  deviennent  parallèles , la  proportion  pré- 
cédente devient 

1 

P l R l rayon  * diamètre  \ \ 1 \ 2 ; 

dans  ce  cas,  la  puissance  est  la  moitié  de  la  résistance. 

Si  la  soutendante  est  égale  au  rayon,  la  puissance  est 
égale  à la  résistance  ; par  conséquent  lorsque  la  soutendante 
est  plus  petite  que  le  rayon,  la  poulie  mobile  devient  désa- 
vantageuse. 

281.  Par  la  combinaison  de  plusieurs  poulies,  on  peut 
soulever  des  poids  énormes  avec  une  très  petite  puissance  , 
comme  on  peut  le  voir,  en  disposant  les  poulies  de  la  ma- 
nière suivante. 

Fig.  118.  Le  poids  R (fîg.  118)  étant  suspendu  à la  chape  de  la 
poulie  ABD , cette  poulie  sera  embrassée  par  une  corde 
d’une  part  attachée  au  point  fixe  K,  et  de  l’autre  à la  chape 
de  la  poulie  A'B'D'.  Cette  seconde  poulie  sera  également 
supportée  par  une  corde,  d’une  part  attachée  en  R',  et 
de  l’autre  à la  chape  de  la  poulie  A"B"D";  ainsi  de  suite 
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jusqu’à  la  dernière  poulie  qui  sera  embrassée  par  une  corde 
attachée  d’un  côté  à un  point  fixe , et  de  l’autre  à la  puis- 
sance P. 

Si  l’équilibre  subsiste  entre  ces  poulies,  et  qu’on  appelle 
T,  T',  T ",  etc.,  les  tensions  des  cordons  AE,  A E',  etc. , on 
aura , en  ne  supposant  que  trois  poulies , 

R : t ::  ab  : ac, 

t : T : : a'B'  : a c', 

T : p ::  A" b"  : a"C". 

Ces  proportions  multipliées  par  ordre  donnent 

R : P ::  AB  X A'B'  x A"B"  : AC  X A'C'  x A"C"  ; 

ce  qui  nous  apprend  que  la  puissance  est  à la  résistance  R 
comme  le  produit  des  rayons  des  poulies  est  à celui  de  leurs 
soutendantes.  Si  les  cordons  sont  parallèles,  les  soutendantes 
deviennent  des  diamètres,  et  l’on  a 

R * P • * 21  • i 

.3.U  » A • « ^ « 4 J 

et  en  général  pour  n poulies, 

R : p ::  2n  : i. 

232.  Cette  disposition  est  peu  employée,  parce  qu’elle 
demande  un  trop  grand  emplacement.  En  elfet , lorsque  le 
centre  de  la  poulie  BOC  (fig.  119)  s’élève  d’un  nombre  h * »> 

de  pieds,  BC  vient  en  bc , et  la  corde  DCBX  s’accourcit  de 
Ce  -f-  B&  ) c’est-à-dire  de  ih  de  pieds  ; par  conséquent  la 
poulie  E doit  s’élever  d’autant  au-dessus  de  X : or  par  un 
même  raisonnement,  on  démontrera  que  quand  la  poulie 
E s’élève  de  2 h de  pieds,  la  troisième  poulie  doit  s’élever 
•de  4 h\  et  ainsi  de  suite.  De  sorte  qu’avec  un  nombre  n 
de  poulies,  la  puissance  doit  s’élever  de  in~lh\  car  la  puis- 
sance tient  la  place  d’une  poulie  : on  perd  donc  en  espace 
oc  qu’on  gagne  en  puissance. 
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A l’égard  des  pressions  que  supportent  les  points  D,  D , 
D",  etc. , appelons-les  Q,  Q',  Q",  etc.,  et  nommons  S et  X 
les  tensions  des  cordons  SA  et  XB,  et  supposons  que  les 
rayons  des  poulies  soient  égaux , nous  aurons 

P = Q,  S = Q',  X = Q"; 


substituant  ces  valeurs  dans  les  proportions 


on  obtient 


p : s ::  i 
s :x  ::  I 


Q'  = aP, 


la  pression  totale  sera  donc  exprimée  par 

P + aP-f-4P  = 7P; 

233.  Le  moufle  est  une  machine  composée  de  plusieurs 
poulies  disposées  sur  une  même  chape. 

Pour  trouver  le  rapport  de  la  puissance  P à la  résistance 
Fig  t 20.  B.  dans  le  moufle  de  la  figure  120,  nous  observerons  que 
les  cordons  sont  tous  également  tendus  ; la  somme  de  ces 
tensions  l’ait  équilibre  à la  résistance  R , qui  peut  être 
considérée  comme  entraînée  par  six  forces  parallèles  égales  ; 
la  tension  de  Q est  donc  mesurée  par  l’une  de  ces  forces , et 
par  conséquent  est  la  sixième  partie  de  la  résistance. 


Du  Tour  ou  Treuil . 

234.  Le  tour  est  un  cylindre  qui  sert  d’essieu  à une  roue. 
À la  circonférence  de  cette  roue  est  attachée  une  corde  qui, 
en  se  déroulant,  lui  imprime  un  mouvement  de  rotation 
dont  l’effet  se  communique  au  cylindre;  alors  une  seconde 
corde  s’enveloppe  autour  de  ce  cylindre,  et  fait  monter  la 
résistance  dont  elle  est  chargée.  Deux  pivots  cylindriques 
Fig.  i2i.  A et  B ( flg.  121  ) se  trouvent  aux  extrémités  A et  B du 
cylindre  ; ces  pivots  se  nomment  tourillons.  Comme  ils 
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sont  de  moindres  diamètres  que  le  cylindre , ils  servent  à 
le  faire  tourner  avec  plus  de  facilité  sur  ses  appuis. 

2.35.  Nous  allons  d’abord  chercher  le  rapport  de  la 
puissance  à la  résistance  dans  cette  machine.  Pour  cela, 
plaçons  Taxe  AB  du  cylindre  dans  une  position  horizon- 
tale-, nous  pourrons  supposer  qu’un  plan  horizontal  mené 
par  cet  axe  coupe  le  cylindre,  et,  en  se  prolongeant  indé- 
finiment, vienne  rencontrer  au  point  F la  direction  de 
la  puissance. 

Représentons  cette  puissance  P par  la  partie  FP  de  sa 
direction  , et  décomposons  P en  deux  forces  FL  = P'  et 
FR  = P",  l’une  horizontale  et  l’autre  verticale. 

Cela  posé,  lorsque  P fait  mouvoir  la  roue,  la  compo- 
sante P"  qui  est  verticale,  descend,  et  le  poids  R monte, 
tandis  que  le  point  M reste  immobile,  parce  qu’il  est  sur 
l’axe  du  cylindre.  On  peut  donc  regarder  M comme  le  point 
d appui  d un  levier  111  , auquel  seraient  appliquées  les 
forces  R et  P"  ; par  conséquent  on  aura , en  vertu  de 
l’équilibre  du  levier, 

P"  : R ::  mh  : mf. 

D’une  autre  part,  le  plan  de  la  roue  et  la  section  OEH 
étant  perpendiculaires  à l’axe  du  cylindre  , les  triangles 
H IM  , MCF  sont  rectangles,  l’un  en  I et  l’autre  en  C,  et 
donnent 

mh  : mf  ::  ni  : cf. 

On  tire  de  ces  proportions  , 

P"  : R ::  hi  : cf. 

Soit  <p  l’angle  FPK , on  a (lig.  121  et  122) 

FPK  =^DFC  = <p, 

par  conséquent 

r 

Elém . de  Mécanique. 


. I2T 

122. 
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i3o 


OU 


FR  — FP  sin  <p  , DG  CF  sin  <p  ? 

DC 


P"  = P sin  <p , 


CF 


sin  © 


substituant  ces  valeurs  dans  la  proportion  précédente,  on 
obt  ient 

DC 


Psin<p:R  ::  hi  : -r—  , 

sin  <p 


d’où  l’on  tire 


P X DC  = R X HI  ; 
ce  qui  nous  donne  cette  proportion 

p : r ::  hi  : dc.  . . (122). 

On  voit  donc  que  dans  le  tour,  la  puissance  est  à la  ré- 
sistance comme  le  rayon  du  cylindre  est  à celui  de  la 


roue. 

2 36.  Évaluons  maintenant  la  pression  que  les  tourillons 
FV.ïau  A et  B (fig.  121)  font  supporter  à leurs  points  d’appui. 
Trois  objets  contribuent  à exercer  cette  pression,  savoir  : 
la  puissance,  la  résistance  et  le  poids  de  la  machine.  Si 
nous  nommons  T ce  poids,  et  G le  centre  de  gravité  de 
la  machine  , nous  pourrons  regarder  T comme  suspendu 
en  G ; or  , à cause  de  la  symétrie  de  la  machine  , G se 
trouvera  sur  l’axe  même  du  cylindre.  Cela  posé  , rem- 
plaçons la  puissance  P par  ses  composantes  P'  et  P";  il  ne 
s’agira  plus  que  de  décomposer  les  quatre  forces  R , P , 
P"  et  T en  deux  autres  qui  agissent  sur  les  points  d’appui 

A et  B. 

Les  forces  R et  T ayant  été  déterminées  par  expérience, 
cherchons  d’abord  à exprimer  P'  et  P''  en  fonction  de  R. 
Fig*  Pour  cela  nous  avons  (fig*  121  et  122) 

et  P'  — FL  = P cos  FPK , P"  = FR  — P sin  F PR , 


ou 


des  machines. 

P'^Pcosp,  P*  = Psin<p.  . . (123). 
Mais  l’angle  <p  étant  égal  à l’angle  CFD,  on  a 

1 :cos<p  ::  cf  :df,  i : sin<p  ::  cf  :CD; 


i3 


donc 


cos  <p  = 


DF 
CF  ' 


CD 

S) Il  <z>  = — — . 

* CF 


Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (ia3) , il  vient 

PX  CD 


p,  PXDF 
CF  * 


CF 


Fig.  rai 

et  13J, 


Mettant  dans  ces  équations  la  valeur  de  P donnée  par  la 
proportion  (122) , on  obtient 

p,  R.HI.DF  R.HI 

DC.CF  ’ “ CF“* 

Regardons  maintenant  les  forces  verticales  R et  P"  comme 
appliquées  aux  extrémités  d’un  levier  HF , dont  le  point 
d appui  serait  en  M ; la  résultante  de  ces  forces  passera 
par  M,  et  aura  pour  valeur  R -f-  P". 

Soient  Z et  Z les  efforts  que  cette  résultante  verticale 
exerce  sur  les  points  d’appui  A et  B-  on  déterminera  Z et 
Z par  ces  proportions 


ab  : bm  ::  r + p"  :z, 
ab  : am  ::  R -f  p"  : z'; 

de  meme  en  nommant  U et  U/  les  composantes  de  T sur 
les  points  d’appui,  on  aura 

I . ab  : bg  ::  t : u, 

ab  : ag  ::  t : u'. 

I Ces  forces  L et  U étant  verticales,  s’ajouteront  l’une  à T 
i et  1 autre  a T . A l’égard  de  la  force  horizontale  Pr,  comme 
; cette  force  agit  sur  le  centre  C de  la  roue,  si  nous  appe- 

9- 
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Ions  Y et  Y'  les  composantes  de  P'  aux  points  A et  B ? 
nous  aurons 

ab  : cb  ::  P : Y, 
ab  : ac  ::  P'  : Y'. 

Ayant  construit  deux  rectangles  dont  l’un  aura  pour  hau- 
teur Z + U , et  pour  base  Y,  et  dont  l’autre  aura  pour  hau- 
teur Z'-f-U',  et  pour  base  Y',  les  hypoténuses  de  ces  rec- 
tangles exprimeront  les  pressions  exercées  sur  les  points 
d’appui  ; les  angles  de  ces  hypoténuses,  avec  les  côtés  des 
rectangles,  détermineront  les  positions  des  pressions. 

287.  Si  Bon  a égard  à l’épaisseur  des  cordes,  on  considé- 
rera la  puissance  comme  appliquée  au  diamètre  de  la  corde  ; 
alors  le  rayon  du  cylindre  et  celui  de  la  roue  devront  être 
augmentés  du  demi-diamètre  de  la  corde;  et  l’on  aura:  la 
puissance  est  à la  résistance  comme  le  rayon  du  cylindre, 
plus  celui  de  la  corde,  est  à celui  de  la  roue,  plus  celui 

de  la  corde. 

288.  On  rapporte  au  tour  le  cabestan,  qui  n est  autre 
chose  qu’un  tour  dont  l’axe  du  cylindre  est  vertical. 

28c).  Soit  un  système  de  tours  arranges  dans  loi  die 
suivant. 

La  puissance  P appliquée  à la  roue  AI)  ( Hg.  I2^)  ? 
fait  mouvoir  le  cylindre  RCqui  communique  à une  seconde 
roue  A'D'  par  une  corde  B A'.  Cette  roue  AT/  fait  mouvoir 
le  cylindre  O B',  auquel  une  corde  B A est  attachée,  et 
ainsi  de  suite  jusqu’au  dernier  cylindre  qui  est  chargé  de 
la  résistance  R. 

Si  tout  le  système  est  en  équilibre  et  que  nous  nommions 
T,  T',  T",  etc.,  les  tensions  des  cordes  RA',  B' A",  etc.  ; 

nous  aurons , 

Pour  le  premier  tour. . . P I T II  OB  : OA; 

Pour  le  second T ! T'  ! * O B ! O A ; 

Pour  le  troisième T':  Il  0"B"  : OA". 
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Ces  proportions  étant  multipliées  par  ordre  , nous  donnent 
celle-ci , 

p : R ::  ob x O'B'  x o"b"  : oa  x oa'  x o"a\ 


d’où  l’on  tire 

P _ OB  X O'B'  X O" B" 

R “ OA  X O' A'  X O" A"  5 

ce  qui  nous  apprend  que  la  puissance  est  à la  résistance 
comme  le  produit  des  rayons  des  cylindres  est  à celui  des 
rayons  des  roues. 

Ainsi  dans  le  cas  où  le  rayon  de  chaque  cylindre  serait 
la  ne  partie  de  celui  de  la  roue  qui  le  met  en  mouve- 
ment, on  aura 


„ OA  O'A'  O "A"  „,A,  ^„A„ 

p : R ::  — x — ■ x — : oa  x O'A'  x o a , 

n n n 

proportion  qui  revient  à celle-ci , 

p : R ::  i : n 3. 


240.  Les  roues  dentées  ne  diffèrent  de  la  disposition 
précédente  , que  par  les  dents  également  distantes  dont 
leurs  circonférences  sont  garnies.  Ces  dents  ont  le  même 
emploi  que  les  cordes  de  la  figure  12.3;  chaque  roue  est  Fi".  123 
traversée  par  l’a^e  de  son  pignon  qui  est  une  roue  dentée 
plus  petite,  garnie  de  dents  qu’on  nomme  ailes.  La  pre- 
mière roue  fait  tourner  son  pignon  qui  engrène  dans  la 
seconde  roue;  celle-ci  à son  tour,  ayant  son  pignon  en- 
grené dans  la  roue  suivante,  la  fait  mouvoir;  ainsi  de  suite. 

Les  pignons  représentant  les  cylindres  de  la  combinaison 
précédente,  il  s’ensuit  que  dans  les  roues  dentées  on  a la 
proportion  : La  puissance  est  à la  résistance  comme  le 
jrroduit  des  ? ayons  des  pignons  est  à celui  des  rayons  des 
roues. 

i[\\.  Soient  (fig.  124)  D,  I)',  D ',  etc.,  les  nombres  de  Fig.  jx^ 
dents  des  roues  A,  A',  A",  etc.,  et  d , d' ,d" , etc.,  les  nombres 
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Fig.  124*  d’ailes  de  leurs  pignons  a , a\  a",  etc. , et  supposons  que 
tandis  que  la  roue  A fait  n tours,  les  roues  A',  A",  A'",  etc., 
en  fassent,  la  première  N',  la  seconde  IN",  etc.  A chaque 
révolution  de  A , le  pignon  a engrènera  successivement 
toutes  ses  ailes  avec  la  roue  A'  ; de  sorte  que  dans  N révo- 
lutions, il  engrènera,  avec  A\  un  nombre  d’ailes  exprimé 
par  Na?  : de  même  la  roue  A.'  faisant  N'  tours,  engrènera 
un  nombre  N'D'  de  dents  avec  le  pignon  a ; et  comme 
les  nombres  de  dents  et  d’ailes  engrenées  par  la  roue  A', 
et  par  le  pignon  a doivent  être  égaux,  il  faudra  que 
l’on  ait 

N'D'  = Nd; 

par  la  même  raison , les  autres  roues  nous  fourniront  les 
équations 

N"D"  = N 'd',  N'"D'"  — N "d",  etc. 

Multipliant  ces  équations  par  ordre,  nous  aurons , en  sup- 
posant seulement  quatre  roues, 


d’où  l’on  tirera 


NWD'D"DW  =.  N dd'd"] 


N*  = N 


dd'd" 

DD'ïr 


Par  exemple,  si  l’on  demande  le  nombre  de  dents  qu’il  faut 
employer  pour  que  la  roue  A'"  fasse  une  révolution  dans  le 
même  temps  que  la  roue  A en  fait  60  , nous  aurons 


dd'd" 

rr=I,  N=6o,  I (124). 

Prenant  arbitrairement  les  nombres  d,  d'}  d ",  nous  pour- 
rons supposer  d =z  4 ? d ' = 5 , d"  = 7 *,  cette  hypothèse  ré- 
duit la  dernière  des  équations  (124)  à 

D'D"DW  = 6ox4x5x7  = 8400. 

8400  partagé  en  trois  facteurs , nous  donne  les  nombres 
12  , 25  et  28.  Ainsi  en  faisant  I)',  D",  D'"  respectivement 
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égaux  à ces  nombres,  nous  avons  une  solution  du  problème 
qui , comme  on  le  voit,  est  indéterminé. 

Observons  qu’on  doit  prendre ]Nr//<^N  parce  que  supposant 
</<  D , d' <d  D",  d"<^ Dw,  Aw  va  plus  lentement  que  A. 

242.  C’est  encore  par  le  principe  de  l’équilibre  du  tour, 
que  l’on  explique  le  mécanisme  du  cric.  On  distingue  deux 
sortes  de  crics,  le  simple  et  le  composé.  Le  cric  simple 

est  composé  d’une  barre  de  fer  AB  (lig.  125),  renfermée  Fig.  ia5 
dans  une  caisse  CD.  Cette  barre  de  fer,  dans  sa  longueur, 
est  d’un  côté  garnie  de  dents;  ces  dents  engrènent  avec 
un  pignon  EF  qu’on  met  en  mouvement  à l’aide  d’une  ma- 
nivelle ; alors  la  barre  de  fer,  pressée  par  l’effort  du  pignon, 
sort  de  la  caisse  DC,  monte  et  soulève  la  résistance.  Dans 
cette  machine,  le  pignon  et  le  bras  de  la  manivelle  (*)  agis- 
sant comme  le  cylindre  et  la  roue  du  tour,  il  en  résulte 
que  la  puissance  est  à la  résistance  comme  le  rayon  du  pignon, 
est  au  bras  de  la  manivelle. 

243.  Dans  le  cric  composé,  la  manivelle  met  en  mouve- 
ment un  pignon  qui  engrène  avec  une  roue;  cette  roue  en- 
grène à son  tour  avec  un  second  pignon;  ainsi  de  suite 
jusqu’au  dernier  pignon  , qui  engrène  avec  la  barre  de  fer. 

D’après  ce  qui  précède,  on  voit  que  dans  cette  machine 
la  puissance  est  à la  résistance  comme  le  produit  des 
rayons  des  pignons  est  à celui  des  roues  par  le  bras  de 
la  manivelle. 

Du  Plan  incliné , 

244*  Le  plan  incliné  est  ainsi  appelé,  parce  qu’il  fait  un 
angle  avec  l’horizon;  son  usage  est  de  servir  à soutenir  un 
corps,  en  le  mettant  en  équilibre  avec  d’autres  forces. 

Soit  un  corps  M ( lig.  126)  dont  nous  considérerons  le  Fig.  126 


(*)  Par  le  bras  de  la  manivelle,  on  entend  le  rayon  du  cerrle  décrit 
par  la  puissance. 
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poids  P comme  attaché  à son  centre  de  gravité  par  un  fil 
vertical  MP.  Pour  que  ce  corps  puisse  être  en  équilibre 
sur  un  plan  incliné  avec  une  force  Q , la  première  condi- 
tion est  que  les  forces  P et  Q aient  une  résultante  unique, 
ce  qui  exige  que  leurs  directions  se  rencontrent  en  un  point 
M : or,  MP  étant  une  verticale  qui  passe  par  le  centre  de 
gravité,  le  plan  PMQ  sera  aussi  vertical  et  contiendra  le 
centre  de  gravité.  Ainsi  la  première  condition  d’équilibre 
est  que  la  direction  MQ  de  la  force  Q doit  être  dirigée 
dans  un  plan  vertical  qui  passe  par  le  centre  de  gravité 
du  corps. 

La  seconde  condition  est  que  la  résultante  MN  des  forces 
P et  Q soit  détruite  par  la  résistance  du  plan  incliné,  ce 
qui  ne  peut  être  , à moins  que  cette  droite  ne  soit  nor- 
male au  plan  incliné,  et  ne  le  rencontre  en  un  de  ses 
points. 

Cette  seconde  condition  se  modifie  un  peu  , lorsque  le 
corps  ne  touche  le  plan  incliné  que  par  plusieurs  points; 
car  en  unissant  ces  points  par  des  lignes  droites , il  suffit 
que  la  résultante  normale  passe  par  un  des  points  du 
polygone  renfermé  dans  ces  droites  , pour  qu’il  puisse  y 
avoir  équilibre. 

Les  conditions  que  nous  venons  d’énoncer  étant 
26.  remplies,  soit  KL  (fig.  126)  un  corps  retenu  en  équilibre 
sur  un  plan  incliné  par  une  force  Q.  Prenons  des  parties 
ME,  MF  proportionnelles  au  poids  P et  à la  force  Q,  et 
construisons  le  parallélogramme  FMER  : la  diagonale  MR 
représentera  la  pression  que  le  corps  exerce  sur  le  plan 
incliné;  nommons  R cette  pression  , nous  aurons, 

Q I P :R  11  sin  PMR  : sin  QMR  l sinPMQ.  . . (i25). 

Les  angles  PMR,  CAB  étant  égaux  en  vertu  de  la  simili- 
tude des  triangles  AGP,  OMN,  nous  avons 
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si ii  PMR  — sin  A 


CB 

ÂCÎ 


substituant  cette  valeur  dans  la  proportion  ( is5  ) , et 
multipliant  les  seconds  rapports  par  AC,  cette  proportion 
se  changera  en  celle-ci , 

q : p : R ::  cb  : ac  x sin  qmr  : ac  x sin pmq. 

246.  Si  la  puissance  prend  la  direction  MQ  ( fig.  126) 
parallèle  à la  longueur  du  plan  incliné,  les  triangles  MER, 
ACB  deviennent  semblables,  parce  que  les  angles  C et  E 
sont  égaux,  l’étant  chacun  à l’angle  MOC;  d’où  il  suit  que 
l’on  a la  proportion 

er  : me  ::  cb  : ac-, 

ce  qui  nous  apprend  que  lorsque  la  puissance  est  parallèle 
à la  longueur  du  plan  incliné  , la  puissance  est  à la  résis- 
tance comme  la  hauteur  du  plan  incliné  est  à sa  longueur . 

247.  Si  la  puissance  MF  devient  parallèle  à la  base  du 
plan  incliné,  les  triangles  perpendiculaires  MER,  CAB 
(fig.  127)  donnent  la  proportion 

er  : me  ::  cb  : ab  , 

ou 

Q : p ::  cb  : ab- 

donc,  dans  ce  cas,  la  puissance  est  à la  résistance  comme 
la  hauteur  du  plan  incliné  est  à sa  base. 

24B.  Lorsque  l’angle  A est  la  moitié  d’un  angle  droit , 
puissance  est  égale  à la  résistance;  mais  si  A est  moindre 
que  la  moitié  d’un  angle  droit,  la  base  du  plan  incliné  en 
surpasse  la  hauteur;  alors  la  machine  devient  avantageuse 
à la  puissance. 

De  la  Dis. 


Fig.  126" 


Fig.  1-27* 


249.  Partageons  les  cotés  d’un  rectangle  AM'  (fig.  128)  en  Fig.  128. 
parties  égales  par  des  parallèles  BB',  CC',  etc.,  et  menons  les 
diagonales  AB  , BC',  etc  ; si  en  courbant  ce  rectangle  , 


1 38  STATIQUE. 

nous  en  formons  un  cylindre  à base  circulaire,  la  droite 
MA  se  confondra  avec  la  droite  M'A';  et  alors  les  points  B 
et  B',  G et  G',  etc.,  qui  sont  les  extrémités  des  diagonales 
AB',  BC',  etc. , se  confondant,  ces  diagonales  se  lieront  les 
F ig.  ng.  unes  aux  autres , et  traceront  sur  le  cylindre  PQMIN  (fig.  1 29) 
une  courbe  régulière  PRSTUV,  etc.,  à laquelle  on  a donné 
le  nom  d’ hélice. 

25o.  La  propriété  caractéristique  de  cette  courbe  est  que 
tous  ses  élémens  forment  des  angles  égaux  avec  les  droites 
menées  par  ces  élémens  sur  la  surface  du  cylindre,  parallè- 
lement à son  axe  ; car  cette  propriété  subsistant  dans  le 
parallélogramme  AM'  à l’égard  des  élémens  m , m , m!' , etc., 
qui  forment  des  angles  égaux  avec  les  parallèles  EF,  E'F',  etc., 
il  en  sera  de  même  lorsque  le  parallélogramme  deviendra 
la  surface  convexe  d’un  cylindre. 

D’après  cette  génération  de  l’hélice  , on  voit  que  les 
Fig.  128.  distances  mn , ni  ri,  mri ',  etc.  (fig.  128),  étant  égales,  la 
même  chose  aura  lieu  encore  sur  le  cylindre  ; par  consé- 
Fig.  12g.  quent  si  l’on  prend  1 nn  (fig.  129)  pour  base  d’un  triangle 
isocèle  mno  dont  le  plan  soit  normal  à la  surface  du 
cylindre,  et  que  l’on  fasse  mouvoir  ce  triangle  parallèle- 
ment à lui-même,  de  manière  que  les  extrémités  in  et  n 
de  sa  base  restent  toujours  sur  deux  arcs  d’hélice , ce 
triangle,  en  montant  ainsi  sur  la  surface  cylindrique,  la 
recouvrira  d’un  filet  saillant  qui,  conjointement  avec  le 
cylindre,  composera  la  vis;  ce  filet  saillant  est  appelé  le 
Jilet  de  la  vis. 

On  voit  que  le  filet  de  la  vis  n’est  autre  chose  ici  qu’un 
prisme  triangulaire  qui  serait  appliqué  et  recourbé  sur  le 
cylindre  , en  forme  d’hélice. 

Quelquefois  le  filet  de  la  vis,  au  lieu  d’étre  engendré  par 
un  triangle  isocèle,  l’est  par  un  rectangle  : dans  ce  cas,  la 
vis  est  à filet  carré. 
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2.5 1.  L’écrou  est  une  pièce  creusée  en  hélice,  et  d’une 
longueur  moindre  que  celle  de  la  vis.  On  peut  considérer 
l’écrou  comme  le  moule  d’une  partie  du  filet  de  la  vis. 

La  vis  tourne  dans  l’écrou,  et  à chaque  révolution , par- 
court un  chemin  égal  au  pas  de  la  vis. 

Les  circonstances  du  problème  étant  les  mêmes,  soit  que 
la  vis  tourne  dans  l’écrou,  soit  que  l’écrou  tourne  dans  la 
vis,  nous  adopterons  cette  seconde  hypothèse. 

Cherchons  maintenant  le  rapport  de  la  puissance 
à la  résistance  dans  cette  machine.  Pour  cela,  plaçons  la 
vis  verticalement  et  dans  son  écrou,  de  manière  que  l’écrou 
entoure  la  partie  supérieure  du  lilet  de  la  vis;  supposons  que 
l’écrou  soit  partagé  en  différentes  molécules  m,  m',  m",  etc., 
qui  reposent  chacune  sur  le  filet  de  la  vis;  et  cherchons  la 
force  qui  mettrait  en  équilibre  la  seule  molécule  m (fi g.  i3o).  Fig.  i3o 
11  est  certain  que  si  cette  molécule  abandonnée  à elle-même 
11’était  sollicitée  que  par  l’action  de  la  pesanteur , elle  glis- 
serait le  long  du  filet,  et  décrirait  une  hélice  sur  un  cylindre 
qui  aurait  pour  rayon  la  distance  mC  de  la  molécule  à 
l’axe  de  rotation.  Ainsi  en  considérant  l’hélice  comme  un 
plan  incliné,  ce  plan  aura  pour  hauteur  le  pas  de  la  vis  , 
et  pour  base  la  circonférence  décrite  par  mC. 

Supposons  maintenant  que  la  force  horizontale  P (fig.  1 3 1 ) , Fig.  i3i 
appliquée  immédiatement  à la  molécule  m,  tienne  son  poids 
m en  équilibre.  On  construira  un  triangle  rectangle  raBK 
qui  ait  pour  hauteur  mH  le  pas  de  la  vis , et  pour  base  la 
circonférence  décrite  par  mC , et  l’on  aura,  en  vertu  de 
la  théorie  du  plan  incliné, 

P l J7i  X hauteur  \ KH  , 
ou 

P \ m\\  mH  \ circonférence  Cm . . . (126). 

Mais  si  la  puissance,  au  lieu  d’être  appliquée  immédiatement 
au  point  m , est  appliquée  à l’extrémite  D du  levier  LD, 


l4°  STATIQUE. 

3i-  et  que  l’on  veuille  que  cette  puissance  Q produise  le  même 
effet  que  P,  il  faudra  que  P et  Q soient  en  raison  inverse 
des  bras  de  levier;  c’est-à-dire  que  l’on  ait 


Q : p ::  Cm  : CD, 
ou 


Q l P II  cire.  Cm  l cire.  CI). 

Multipliant  terme  à terme  cette  proportion  par  la  pro 
portion  (126),  on  aura 


Q l m I*  77zli  l cire.  CD. 


Donc  pour  la  molécule  m , la  puissance  est  à la  résistance 
comme  le  pas  de  la  vis  est  à la  circonférence  dont  le 
rayon  est  à la  distance  du  point  d’application  du  levier  à 
l’axe  du  cylindre. 

Cette  proportion  ayant  lieu  quelle  que  soit  la  distance 
Cm  de  la  molécule  à l’axe,  concluons  que  pour  les  autres 
molécules  chargées  des  poids  m , m" , m",  elc. , et  retenues 
par  des  forces  Q',  Q',  Qw,  etc. , on  aura  encore 

Q'  l ni  H 77zll  1 cire.  CD, 

Q"  l j/l"  Il  77/II  l cire.  CD, 

Q'"  l ni"  *. \ 77/11  : cire.  CD. 


On  tirera  de  ces  proportions  et  de  la  précédente, 


m . 77/11 

cire . CD  ’ 


m . m M 

cire.  CD 


J/l"  . 777 H 

cire.  CD 


(127). 


Les  distances  des  molécules  zn , zji  , m' , etc.,  a l’axe,  ainsi 
que  leurs  hauteurs,  n’entrant  pas  dans  ces  expressions,  con- 
cluons que  les  points  d’application  des  puissances  horizon- 
tales Q,  Q',  Q",  etc.,  en  sont  indépendans. 

Supposons  donc  que  ces  points  soient  également  éloignés 
de  l’axe  du  cylindre;  alors  les  forces  Q,  Q',  Q/;,  etc.  , en 
quelque  part  qu’elles  soient  situées,  communiqueront  au 
système  le  même  mouvement  de  rotation  que  si  elles  agis- 
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saîent  suivant  DQ.  Par  conséquent  nous  aurons  le  droit  Fi 
de  réunir  les  valeurs  de  ces  forces.  Ainsi  en  ajoutant  les 
équations  (127),  nous  trouverons 


7 n -f-  ni  + ni  -f-  etc.  = (Q  + Q"  + Q 


-f-  etc.) 


cire.  CD 

77ill  ’ 


S* 


Dr. 


et  comme  la  somme  m-\-m  -f-  m -f-  etc.  , représente  le 
poids  M de  l’écrou  , et  que  les  forces  horizontales  Q , 
Q",  etc.,  peuvent  être  remplacées  par  une  force  unique 
Q appliquée  au  point  D,  nous  aurons 


M 


cire.  CD 
mil 


d’où  l’on  tire 


Q : M : : mil  : cire.  CD  ; 


ce  qui  nous  apprend  que,  dans  la  vis,  la  puissance  est 
à la  résistance  comme  le  pas  de  la  vis  est  à la  circonférence 
de  lJarc  décrit  par  la  puissance  autour  de  l’axe. 

1!  est  évident  que  cette  machine  est  d’autant  plus  avan- 
tageuse à la  puissance , que  le  pas  de  la  vis  a moins  de  hau- 
teur, et  que  le  point  d’application  de  la  puissance  est  plus 
éloigné  de  1 axe. 

Du  Coin. 


2.53.  O11  a donné  le  nom  de  coin  à un  prisme  triangu- 
laire que  l’on  fait  entrer  par  1 une  de  ses  ai  êtes  dans  la 
fente  d’un  corps  pour  en  augmenter  1 ouverture  \ cette  ai  etc 
qui  pénètre  le  corps,  est  appelée  le  tranchant  du  coinj  la 
face  opposée  en  est  la  tete , et  les  deux  autres  faces  qua  - 

drangulaires  en  sont  les  côtés. 

Tous  les  instrumens  tranchans,  tels  que  la  hache,  le  ci- 
seau , les  rasoirs,  etc. , se  rapportent  au  coin. 

2.54.  Le  coin  étant  frappé  sur  sa  tête,  recevra  une  impul- 
sion qui  représentera  la  puissance;  nous  supposerons  que 
cette  impulsion  soit  perpendiculaire  à la  tête  du  coin  ; car 
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si  elle  ne  l’était  pas  , elle  pourrait  se  décomposer  en  deux 
forces,  l’une  perpendiculaire  à la  tête  du  coin,  et  l’autre 
dirigée  dans  son  plan.  Cette  dernière  force  ne  tendant  qu’à 
faire  glisser  la  puissance  sur  la  tête  du  coin,  nous  ne  la 
considérerons  pas. 

Fig.,i32.  Cela  posé,  soit  ABC  (fig.  i32)  le  coin  vu  de  profil,  AC 
et  BC  en  représenteront  les  côtés  ; alors  la  tête  du  coin 
sera  la  droite  AB,  sur  laquelle  la  force  P agira  perpendi- 
culairement. 

Cette  force  tendant  à écarter  les  côtés  AC  et  BC  , 11e 
peut  être  contrebalancée  que  par  l’adhérence;  mutuelle  des 
particules  du  corps  : or,  cette  adhérence  n’étant  pas  la  même 
dans  toutes  les  substances,  nous  ne  pouvons  évaluer  le  rap- 
port de  la  puissance  à la  résistance  dans  cette  machine. 
Ainsi  nous  chercherons  seulement  le  rapport  de  la  puis- 
sance aux  pressions  exercées  sur  les  côtés  AC  et  BC. 

Pour  cet  effet,  ayant  représenté  la  force  F par  la  droite 
arbitraire  DE,  on  mènera  sur  les  côtés  AC  et  BC,  les 
perpendiculaires  DM  et  DN  ; et  ayant  construit  le  parallé- 
logramme DI  EK  , les  composantes  Dï  et  DK  seront  les 
pressions  exercées  sur  les  côtés  AC  et  BC.  Nommons  X et 
Y ces  pressions,  les  triangles  perpendiculaires  ABC  , IDE 
nous  donneront 

de  : di  : ie  ::  ab  : ac  : bc, 

ou  , à cause  que  IE  peut  être  remplacé  par  DK,  cette  pro- 
portion deviendra 

F : x : y ::  ab  : ac  : bc, 

Fig.  1 33.  ou  (fig.  i33) 

F : x : y ::  ab  x gh  : ac  x gh  : bc  x gh. 

Les  produits  AB  X GH  , AC  X GH  et  BC  X GH  repré- 
sentant la  tête  et  les  côtés  du  coin,  concluons  que,  dans 
cette  machine , Ici  puissance  F et  les  efforts  X et  Y qui 
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agissent  sur  les  côtés  du  coin  j sont  proportionnels  à sa  tête 
et  à ses  côtés. 

Le  coin  sera  d’autant  plus  avantageux,  que  sa  tcte  aura 
moins  de  surface,  ou  que  ses  côtés  en  auront  plus;  car 
alors  les  pressions  latérales  deviendront  plus  grandes  à 
l’égard  de  la  puissance. 

Du  Frottement. 

205.  Lorsqu’un  corps  repose  sur  un  plan  horizontal  , 
la  résistance  de  ce  plan  détruisant  l’elfet  de  la  pesanteur  , 
la  moindre  impulsion  lui  donnerait  du  mouvement,  s’il 
n’était  retenu  par  des  causes  physiques  qui  s’opposent  à 
ce  mouvement.  La  plus  influente  de  ces  causes  est  le  frotte- 
ment ; on  appelle  ainsi  cette  force  qui  empêche  un  corps  de 
glisser  sur  un  plan,  et  qui  est  due  aux  petites  aspérités  des 
particules  matérielles  qui  engrènent  les  unes  dans  les  autres, 
et  qui  occasionent  une  force  passive  qui  augmente  ou  di- 
minue la  résistance  , suivant  que  la  puissance  tend  à pousser 
le  corps  ou  à le  retenir. 

On  a reconnu  que  le  frottement  était  sensiblement 
proportionnel  à la  pression , mais  que  cette  loi  cessait 
d’avoir  lieu  lorsque  la  pression  devenait  trop  grande.  Ainsi 
en  représentant  par  f le  frottement  exercé  par  un  corps 
homogène  AB  ( fig.  i34)>  animé  de  l’unité  de  poids,  si  F 
AB'  est  double  de  AB  , le  frottement  sera  si  AB"  est 
triple  de  AB  , le  frottement  sera  3 f\  ainsi  de  suite  : de  sorte 
qu’en  représentant  par  F le  frottement  exercé  par  le  corps 
AM  qui  renferme  un  nombre  N d unités  de  poids,  nous 
aurons 

F = N/.  . . (128). 

256.  Voici  comment  on  peut  mesurer  le  frottement. 

Soit  AB  (fig.  1 35)  le  corps  qui  exerce  l’unité  de  pression  F 
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sur  le  plan  horizontal  LK.  Ce  corps  étant  sollicité  par  un 
fil  CBE  qui , passant  par  une  poulie  de  renvoi , soutient 
le  poids  M;  si  l’on  augmente  successivement  ce  poids, 
l’intensité  qu’il  aura  lorsqu’il  sera  prêt  à vaincre  îa  ré- 
sistance, mesurera  le  frottement  f exercé  par  l’unité  de 
pression. 

o.S'j.  Il  existe  une  autre  manière  de  mesurer  le  frotte- 
ment, et  qui  nous  est  donnée  par  le  théorème  suivant  : Si 
Fig.  i36.  Ton  place  un  corps  MN  sur  un  plan  incliné  AC  (lig.  i36), 
et  que  l’on  augmente  l’angle  A que  le  plan  incliné  fait 
avec  l’horizon  , jusqu’à  ce  que  le  corps  soit  sur  le  point 
de  glisser,  l’unilé  de  frottement  f sera  égale  à tang  A. 

Pour  le  démontrer,  menons  par  le  centre  de  gravité  G 
du  corps  les  perpendiculaires  GD  et  GK,  l’une  au  plan 
horizontal , et  l’autre  au  plan  incliné.  Représentons  par 
GD  le  poids  du  corps,  et  décomposons  GD  en  deux  forces 
GH  et  GK,  la  première  parallèle  au  plan  incliné,  et  la  se- 
conde perpendiculaire  à ce  plan,  nous  aurons 

GH  = DK  = GD  sinDGK, 

GK  — GDcosDGK; 

or , les  angles  DG  K et  CAB  sont  égaux  comme  complé- 
mens  des  angles  aigus  dont  le  sommet  est  en  I.  Nous 
pourrons  donc,  dans  les  équations  précédentes,  rempla- 
cer DG  K par  A,  ce  qui  nous  donnera 

GH  — GDsinA, 

GK  — GD  cos  A , 

ou  plutôt 

GH  — Nsin  A, 

GK  — N cos  A. 

La  pression  que  supporte  le  plan  incliné  étant  exprimée 
par  GK  — N cos  A , [l’intensité  du  frottement  sera  mesurée 
par  N cos  A .f)  mais  le  frottement  étant  îa  force  qui  em- 
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pèche  le  corps  de  glisser  , devra  faire  équilibre  à la  corn-  F 
posante  GII  — P sin  A qui  agit  dans  le  sens  de  la  longueur 
du  pian  incliné,  d’où  il  suit  qu’on  aura 

N cos  A -f~  N sin  A. 

On  tire  de  cette  équation 

/=  tang  A. . . (129). 

268.  Cet  angle  est  ce  qu’on  appelle  l’angle  du  frottement, 
il  n’est  constant  que  dans  l’hypothèse  où  la  loi  qu’il  suit  est 
d’être  proportionnel  à la  pression.  En  effet,  nous  n’avons 
obtenu  (129)  qu’en  employant  l’équation  (128)  qui  ren- 
ferme cette  loi  ; mais,  comme  nous  l’avons  déjà  fait,  remar- 
quer , on  a reconnu  qu’elle  cessait  d’exister  lorsque  la 
pression  est  fort  grande. 

25q.  Les  différentes  substances  ayant  les  pores  plus  ou 
moins  resserrés,  le  frottement  n’est  pas  le  même  pour  toutes 
les  matières;  c’est  pourquoi  on  a cherché  à constater  par 
des  expériences  celui  qui  est  propre  à chacune. 

Par  exemple,  voici  quelques  résultats  que  Coulomb  a ob- 
tenus en  cherchant  le  rapport  du  frottement  à la  pres- 
sion , 

Fer  contre  fer f—  0,28, 

Fer  contre  cuivre  jaune..  . . 0,26, 

Chêne  contre  chêne f—  o,43, 

Chêne  contre  sapin. f — o,65. 

Ces  dernières  valeurs  ont  été  trouvées  en  mesurant  le  frot- 
tement suivant  le  fil  du  bois;  mais  on  sent  qu’elles  se- 
raient bien  différentes  si  ce  fl  était  dirigé  dans  un  autre 
sens  que  celui  selon  lequel  agit  le  frottement  ; car  les  as- 
pérités du  corps  présentant  moins  de  prise  à l’engrenage  , 
le  frottement  devrait  être  plus  faible. 

25q.  Le  poli  des  surfaces  et  les  substances  onctueuses 
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qu’on  répand  sur  les  corps,  contribuent  aussi  à diminuer 
le  frottement. 

C’est  en  ayant  égard  à toutes  ces  circonstances  qu’on 
pourra  en  perfectionner  les  tables.  En  attendant,  on  peut 
consulter  avec  avantage  celles  de  Brisson. 

260.  L’adhérence  des  corps  est  encore  une  des  causes 
physiques  qui  s’opposent  à leur  mouvement.  On  ne  peut 
l’évaluer  d’une  manière  fort  exacte,  parce  qu’elle  est  sus- 
ceptible  de  s’accroître  beaucoup  avec  le  temps  , dans  les 
machines  qui  11e  sont  point  en  action,  et,  au  contraire  , 
de  s’altérer  quelquefois  dans  celles  qui  sont  en  mouve- 
ment. 

La  loi  qu’elle  suit  est  d’être  sensiblement  proportion- 
nelle aux  surfaces  adhérentes.  Ainsi , en  représentant  par  d 
l’adhérence  relative  à l’unité  de  surface,  celle  qui  a lieu 
sur  la  surface  cl  aura  pour  expression 

Théorie  du  frottement  dans  quelques  machines . 

Fig.  137.  261.  Soient  ( fig.  187)  P le  moteur  et  S la  résistance 

appliqués  à un  point  m d’un  corps,  et  qui,  le  tenant  en 
équilibre  sur  un  plan  incliné,  forment  des  angles  « et  u , 
avec  la  longueur  de  ce  plan.  S’il  n’y  avait  ni  frottement  ni 
adhérence,  les  conditions  de  cet  équilibre  se  réduiraient  à 

P cos  & — S cos  u . . . ( 1 3o)  -, 

mais  si  l’on  a égard  au  frottement  et  à l’adhérence,  comme 
ces  deux  forces  sont  contraires  au  moteur  lorsque  celui-ci 
tend  à pousser  m vers  B,  il  faut  qu’elles  soient  ajoutées  à 
la  résistance  S cos  Pour  les  déterminer,  nous  remarque- 
rons d’abord  que  la  pression  exercée  sur  le  plan  incliné 
provient  non-seulement  de  la  composante  de  P , perpen- 
diculaire en  m}  mais  encore  de  la  composante  de  S,  per- 
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pendiculaire  au  même  point.  La  première  a pour  expres- 
sion P sin  a , et  la  seconde  S sin  et.  La  totalité  de  ces  deux 
pressions  sera  donc  la  quantité  que  nous  avons  représen- 
tée par  IN  dans  l’équation  (128),  de  sorte  que  la  force  due 
au  frottement  sera  exprimée  par  ( P sin  cl  -f-  S sin  cl  ) f. 
Quant  à celle  qui  est  due  à l’adhérence  , nous  avons  vu 
qu’en  supposant  que  a soit  la  surface  sur  laquelle  elle  agit, 
cette  adhérence  avait  pour  valeur  a ■>},.  Ajoutant  donc  ces 
deux  forces  au  second  membre  de  l’équation  (i3o)  , nous 
aurons  pour  condition  d’équilibre  , 

P cos  a rrr  S COS  * + s sin  cl  .f  - f-  P sin  a.f  -{-  a-d- 7 
on  tire  de  cette  équation 

p S cos  et'  - f-  Sf  sin  «'-f-  a ^ 


cos  u 


. . . (i3i). 


•f  sin  a 

262.  Si,  au  contraire,  la  puissance  ne  fait  que  retenir 
le  point  771,  et  que  la  résistance  tende  à l’entraîner  vers  B, 
ce  sera  cette  dernière  qui  aura  à vaincre  le  frottement 
et  l’adhérence  j par  conséquent  ces  deux  forces  agiront  en 
laveur  du  moteur,  et  devront  changer  de  signe.  Représen- 
tons donc  par  V le  moteur  qui  convient  h cette  hypothèse, 
nous  aurons 


P'  = 


S COS  CL 


sr 


Sill  CL 


a-| 


cos  cl  f •$> in  a 


. ..  (i3a). 


263.  Occupons-nous  maintenant  de  l’équilibre  du  levier 
et  de  celui  de  la  poulie,  en  ayant  égard  au  frottement. 

Supposons  donc  qu’un  cylindre  droit  et  vertical  traverse 
un  levier:  comme  les  circonstances  sont  les  mêmes,  soit 
que  le  cylindre  tourne  autour  du  levier,  soit  que  le  levier 
tourne  autour  du  cylindre,  nous  adopterons  cette  dernière 
hypothèse,  et  nous  considérerons  un  point  m du  levier  qui 
(%•  ï38),  étant  en  contact  avec  le  cylindre,  est  soumis  à Fig.  i3th 


10 . . 
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Fig.  1 38.  l’action  du  frottement.  Si  ce  cylindre  fixe  est  coupe  au  point 
m par  un  plan  horizontal,  nous  pourrons  prendre  ce  plan 
pour  celui  des  x,  y,  et  y ramener  toutes  les  forces;  car 
en  les  décomposant  en  deux  groupes  , les  unes  horizon- 
tales et  les  autres  verticales,  ces  dernieres  seront  détruites 
par  le- cylindre  qu’on  suppose  fixe.  Les  sections  du  cylindre 
et  du  levier,  pour  le  plan  des  x , y y seront  respectivement 
représentées  par  le  cercle  77zIjL  et  par  la  courbe  plane  G1L. 
Cela  posé,  il  résulte  de  l’immobilité  du  cylindre,  que  le 
point  ni  ne  pourra  éprouver  qu’un  mouvement  circulaire 
autour  du  point  G où  l’axe  de  ce  cylindre  est  coupe  par  ie 
plan  des  x,  y.  Le  point  m serait  effectivement  emporté 
suivant  la  circonférence  de  ce  cercle  , s’il  n était  mis  en 
équilibre  par  le  flottement  combine  avec  la  résultante  R. 
des  forces  du  système , et  avec  la  résistance  qu’oppose  l’axe 
fixe.  Cette  résistance  étant  une  force  normale  qui  agit  sui- 
vant la  droite  mC  , nous  pouvons  substituer  cette  foi  ce  au 
cylindre  fixe,  et  regarder  le  point  ni  comme  un  point  bbie 
qui  serait  mis  en  équilibre  par  les  trois  forces  suivantes  : 
i°.  la  force  normale  dirigée  de  ni  en  C;  2.°.  le  frottement 
qui  agit  suivant  la  tangente  niD  ; 3°.  la  résultante  R de 
toutes  les  forces  du  système. 


264.  Remarquons  que  quoique  deux  de  ces  trois  forces 
soient  appliquées  en  in,  il  ne  s’ensuit  pas  que  la  Jorce  R 
aboutisse  aussi  au  même  point  ni  ■ car  bien  qu’en  général 
l’équilibre  ne  puisse  subsister  entre  trois  forces  que  lors- 
qu’elles concourent  en  un  même  point,  les  deux  forces  di- 
rigées suivant  les  droites  7/zîZ)  et  771C  peuvent  etic  seules  ap- 
pliquées au  point  in , parce  que  la  troisième  force,  en  se 
rattachant  à un  autre  point  A , peut  tendre  également  a 
entraîner  ni  à l’aide  des  points  du  corps  qui  sont  tous  lies 
entre  eux. 

D’après  cette  observation,  il  suffit  qu’on  ignore  en  quel 


N 
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endroit  est  situé  le  point  d’application  A de  la  force  II  , 
pour  qu’on  puisse  le  supposer  différent  de  m. 

Ainsi  les  conditions  d’équilibre  de  nos  trois  forces  ren- 
trent dans  celles  que  nous  avons  prescrites  art.  ioi. 

265.  Pour  satisfaire  à ces  conditions,  nous  placerons  l’o- 
rigine des  coordonnées  au  point  C , et  nous  représenterons 
par  N la  force  normale  qui  forme  des  angles  et  et  £ avec  les 
axes;  par  F le  frottement  qui  forme  des  angles  a'  et  £'  avec 
les  mêmes  axes,  et  enfin  par  h le  rayon  du  cylindre,  qui 
est  censé  être  à peu  près  le  même  que  celui  du  trou  dans 
lequel  on  adapte  le  levier.  A l’égard  de  R , qui  est  la  troisième 
force  , nous  désignerons  par  X et  par  Y ses  composantes 
dans  le  sens  des  x et  dans  celui  des  y,  et  par  r la  perpen- 
diculaire abaissée  du  point  C sur  la  direction  de  cette 
force. 

Cela  posé,  la  condition  de  l’art.  101  , qui  exige  que  la 
somme  des  composantes  dans  le  sens  des  x soit  égale  à zéro, 
revient  à dire  que  l’une  des  composantes  de  ces  forces  est 
égale  à la  somme  algébrique  des  autres  ; par  conséquent  , 
en  prenant  N cos  et  pour  cette  composante,  nous  devrons 
avoir 

N cos  * — X + F cos  et  . . . ( 1 33) . 

Par  la  même  raison,  les  composantes  dans  le  sens  des  y nous 
fourniront  l’équation 

N cos  C — Y"  -j-  F cos  C' . . . ( 1 34)  ; 

enfin  la  troisième  équation  d’équilibre  , qui  est  celle  du 
moment , nous  donnera 

Rr=FA...  ( 1 35) , 

et  deviendra,  en  mettant  pour  F sa  valeur  donnée  par 
L’équation  ( 128), 

Rr— N /A...  ( 1 36) . 
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266.  Avant  que  de  faire  usage  des  équations  ( 1 33  ) et 
C 1 34)  > remarquons  qu’une  seule  des  quatre  quantités  an- 
gulaires sin  a , cos  a.  , sin  a,  cos  a',  qui  entrent  dans  ces 
équations , suffit  pour  déterminer  toutes  les  autres.  En  effet, 
Fig.  i38.  l'angle  jCx  (fig.  1 38  ) des  coordonnées  étant  droit,  nous 
avons 


cos  C = sin  a\ 


d’un  autre  côté  , si  l’on  mène  une  parallèle  FK  à CB 
Fig.  1 3q.  (fig.  i3g),  nous  aurons 


ou 

par  conséquent 

f 


BFH  ~ BFK  -f  KFH  ; 
a 1 oo°  -J-  a,  ; 


COS  os 

COS  % OU  Sin  ci 


COS  I 00  COS  a 
e 


* sin  1 00 . sin  et  =1  — sin  et , 
sin  100  cos  a -f-  sin  a cos  100  = cos  ce. 


Au  moyen  de  ces  valeurs  de  cos  C , de  cos  » et  de  cos  £' 
les  équations  (i33)  et  (i34)  deviennent 


N cos  a — X — F sin  a 
N sin  « — Y -f  F cos 


267.  Ces  équations  subissent  encore  une  autre  modifica- 
tion si  l’on  fait  attention  que  le  frottement  exercé  sur  îe 
point  m est  proportionnel  à la  force  normale  N,  qui  presse 
ce  point  contre  le  cylindre,  ce  que  nous  avons  exprimé 
par  l’équation  (128);  par  conséquent,  nous  pourrons  rem- 
placer F par  N/* dans  les  équations  (137),  qui  nous  don- 
neront pour  les  valeurs  de  X et  de  Y, 


X =:  N cos  a -f-  N/ sin  a 
Y X sin  a — N/cos  a 


}•••  (08); 


mais  X et  Y étant  les  composantes  d’une  force  R , on  a 
entre  ces  forces  la  relation 
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R2  — Xa  -f  Y. 


1 5 1 


Mettant’,  dans  cette  équation,  les  valeurs  de  X et  de  Y, 
que  nous  venons  de  trouver,  nous  obtiendrons 

R2  — N2  (sin2  oc  -f-  cos2  ci)  -J-  N (sin2  c&  -|-  cos2  «) , 

équation  qui , parce  que  la  somme  des  carrés  des  sinus  et 
des  cosinus  est  égale  à l’unité,  se  réduit  à 

R*  = N*(i  +/■)...  (i39). 


Substituant  dans  l’équation  ( 1 36  ) la  valeur  de  R tirée  de 
cette  dernière,  nous  obtiendrons 


fh 


v/i  +r 


Cette  valeur  de  r est  toujours  moindre  que  h,  parce  que 
le  dénominateur  de  la  fraction  — — — surpasse  évi— 

V 1 ~h/'a 

demment  son  numérateur  j mais  h étant  le  rayon  du  cy- 
lindre, il  suit  de  là  que  l’équilibre  n’est  possible  que  lorsque 
la  distance  r du  point  C à la  résultante  est  au  - dessous  de 
ce  rayon.  Dans  ce  cas,  on  voit  que  la  direction  de  cette 
résultante  coupe  nécessairement  le  cylindre.  Cette  condi- 
tion , sans  laquelle  l’équilibre  du  levier,  par  le  frottement, 
est  impraticable,  ne  suffit  pas  encore;  car  il  faut  en  outre 
que  r n’ait  point  d’autre  valeur  que  celle  qui  est  déterminée 
par  l’équation  (i3<y);  autrement  l’équation  des  momens,  sur 
laquelle  cette  dernière  repose,  n’aurait  pas  lieu. 

268.  Nous  ferons  remarquer  ici  que  cette  équation  des  mo- 
. mens  exprime  implicitement  la  condition  que  le  frottement 
doit  faire  équilibre  à la  résultante  de  toutes  les  forces.  En 
effet , décomposons  la  force  R représentée  par  AB  (fig.  i4°)  f 
eu  deux  autres,  l’une  AC  dirigée  au  point  C , et  l’autre  dans 
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Fig.i4o.  ]e  sens  de  la  tangente  AF.  Il  est  évident  que  la  première  se- 
rait détruite  par  le  point  fixe  C , et  qu’il  ne  resterait  que 
la  composante  AD,  qui  devrait  par  conséquent  faire  équi- 
libre à la  force  F,  qui  agit  suivant  la  même  tangente,  ce 
qui  exigerait  que  AD  fût  égal  à la  force  F , et  agît  en  sens 
contraire.  Or,  c’est  ce  que  nous  dit  notre  équation  des 
momens  ; car  en  menant  les  perpendiculaires  CI  — r et 
AL  = A,  les  triangles  rectangles  ABL  , BC1 , qui  ont  un 
angle  commun,  sont  semblables,  et  donnent  la  proportion 


ou 

donc 


al  : ab  ::  ci  : bc, 

h : R ::  r : AD; 
Br  — AD . h. 


Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (i35),  et  divi- 
sant par  h , on  trouve 

AD  — F. 


269.  Ors  peut  aussi  déterminer  le  rapport  qui  existe  entre  la  puissance 
et  la  résistance.  Pour  cela , nous  modifierons  de  la  manière  suivante  les 
résultats  que  nous  avons  obtenus. 

Fig.  ifr.  So  ient  P et  S la  puissance  et  la  résistance  qui  (fîg.  i4t)  forment  entre 
elles  un  angle  &,  la  résultante  de  ces  deux  forces  sera  donnée  par  l'équa- 
tion (art.  3 1) 

Pi 2 = P2  4-  2PS  cos  0 -f-  S2 . 

\ 

Au  moyen  de  cette  valeur  de  B,  l'équation  ( 1 39)  devient 

Pa  -f-  2PS  cos  0 — f-  S 2 = A2  (1  -hT)...  (T/fl). 

270.  Introduisons  maintenant  dans  cette  équation  la  valeur  de  IN  en 
fonction  de  P et  de  S.  Pour  cet  effet,  abaissons  du  centre  C les  perpen- 
diculaires p et  s sur  les  directions  des  forces  P et  S,  le  moment  Rr,  qui 
entre  dans  l’équation  (i36),  se  changera  en  P/a  — S s,  ou  en  Ss  — P/?, 
selon  que  l’un  de  ces  momens  remportera  sur  l’autre,  et  l’équation  (r36) 
deviendra 


(P P ~ Ss)  = ISfh  ; 
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tirant  de  cette  équation  la  valeur  de  N2,  le  double  signe  disparaît,  et 
Ton  obtient 

K, 

- ’ 

par  conséquent , en  substituant  cette  valeur  dans  l’equalion  (i/ji)  , on  a 
enfin 

ü . DC  a , e.  fPp  — Si)2  (l  -f-/2) 

h 2 j 3 

Nous  simplifierons  ce  résultat  en  faisant 

p-Sz,  et  ~~JT~  — • • • ('42)5 

alors  S2  disparaîtra  comme  facteur  commun,  et  l’équation  se  réduira  h 


A2 


-f-  23  COS  6 -f-  I — i—  (pz  — s)2. 


On  tire  de  là 


32  h 2 -f-  2&aZ  COS  0 -+-  A1  — A2  (/?2Z2  — Q^SZ  -f-  S2)  j 


faisant  passer  tous  les  termes  dans  le  second  membre,  on  trouve 

(A2/?2  — A2)  z3  — 2 (psk3  -f-  A2  cos  9)  z — f-  A2s2  — A*  = o ; 

et,  en  divisant  par  le  coefficient  de  z2,  on  obtient 

(psk3  -f-  A2  cos  ô)  A252  — A2 
2 7 j z -f-  7 = o. 


A2/rs 


A2 /F 


La  valeur  de  z déterminée  par  cette  équation,  est  le  rapport  de  la  puis- 
sance à la  résistance  j c’est  ce  que  nous  indique  la  première  des  équations 
(142)5  et  comme  z a deux  valeurs,  il  est  évident  que  la  première  se  rap- 
porte au  cas  où  la  puissance  est  sur  le  point  de  l’emporter  sur  la  résis- 
tance , cas  où  , ayant  à vaincre  le  frottement,  elle  doit  avoir  la  plus  grande 
intensité.  Si  l’on  résout  l’équation  , on  trouvera 


psk3  -f-A 2 cos  Q±\/(psk3 — A2  cos 6; 2 — (A2/;2 — A2)  (A2.?2— A2) . 

A2/?2  — A2 

développant  et  réduisant  la  quantité  qui  est  sous  le  radical,  faisant  pas- 
ser A2  qui  devient  facteur  commun,  en  dehors  du  signe,  et  rassemblant 
les  termes  qui,  sous  ce  radical,  sont  multipliés  par  A2,  on  obtiendra 

jt.sk 3 -h  Ji3  cos  0 zh  A V/A»  ( p3  -f-  2 ps  cos  0 -f-  .s 2 : — A2  ( 1 — co.s  02  ) 
z=zz — y L— 

k3p 2 — A2 


I 
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observant  que  i — cos  0a  — sin  0*,  et  mettant  la  valeur  de  z,  on  aura 
enfin 


P psk 2 -f -A2  cos  0 zb  A Vk*  ( p 2 -f-  cos  0 -f-  sa)  — h 2 sin  02 

S A2p2 — A2 


27 t . Si  le  rayon  du  cylindre  est  très  petit,  on  peut  négliger  son  carre 
7r2,  et  notre  équation  se  réduit  à 

p _ £ ± j Vip 3 + 2/rs  cos  0 — (—  a a) 

S~~p~~  i Ap3 

Si  les  perpendiculaires  p et  5 abaissées  du  centre  C sur  les  directions  de 
la  puissance  et  de  la  résistance,  sont  égales,  on  tombera  dans  le  cas  de 
3a  poulie;  et  si  Ton  néglige  toujours  A3,  on  trouvera 


-f-  cos  0) 

JJx  ' 


043). 


272.  Enfin , si  la  puissance  P et  la  résistance  S ont  des  directions  paral- 
lèles , on  a 0=o,  d’où  l’on  déduit 

sin  0 = o,  et  cos  0 = i ; 

cette  dernière  valeur  change  l’équation  (i£3)  en 

P ^2 ih 

S~x-  A P 


Du  principe  des  vitesses  virtuelles . 


278.  Le  principe  des  vitesses  virtuelles  , découvert  par  Galilée,  et  dont 
Jean  Bernouilli  et  Lagrange  ont  fait  sentir  toute  la  fécondité,  peut  être, 
dans  de  certains  cas  , d’une  très  grande  utilité  pour  mettre  un  pro- 
blème de  Statique  en  équation.  Lagrange,  qui  l’a  pris  pour  base  de 
sa  Mécanique  analytique,  le  regarde  comme  si  essentiel , qu’il  pense  que 
tous  les  moyens  généraux  que  l’on  peut  employer  pour  la  solution  des 
problèmes  qui  concernent  l’équilibre,  ne  sont  que  des  applications  plus 
ou  moins  directes  de  ce  principe. 

27  j.  On  entend  par  vitesse  virtuelle  le  chemin  que  décrirait  le  point 
d’application  m d’une  force,  si  l’équilibre  était  infiniment  peu  troublé. 

Lig  1 'j2.  Ainsi,  en  supposant  que  le  point  d’application  m ( fig.  i/js  ) d'une  force 
P,  par  un  dérangement  instantané,  vienne  en  n,  la  petite  ligne  mn  qu’il 
décrira  sera  la  vitesse  virtuelle  de  la  force  P. 

2^5.  Le  moment  de  celle  vitesse  virtuelle  n’est  pas  le  produit  de  P par, 
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la  petite  ligne  mn , mais,  suivant  l’acception  que  lui  donne  Galilée,  est  Fig.  1^2. 
le  produit  de  P par  la  vitesse  virtuelle  évaluée  dans  le  sens  de  P,  c’est-à- 
dire  est  le  produit  de  P par  la  projection  ma  de  vin  sur  la  direction 
de  P. 

Kommons  p cette  projection  , le  produit  P p sera  donc  ce  que  Galilée 
appelle  le  moment  de  la  force  P ; on  voit  que  le  mot  de  moment  est  pris 
ici  dans  une  acception  toute  différente  de  celle  qu’on  lui  donne  ordinai- 
rement. 

Le  principe  des  vitesses  virtuelles,  comme  on  va  bientôt  le  démontrer, 
consiste  dans  l’égalité  à zéro  de  la  somme  de  ces  momens  d’un  nouveau 
genre,  de  sorte  que  si  P,  P',  P",  etc.  , sont  différentes  forces  appliquées 
à un  système,  et  p , p',  p" , p"*,  etc.,  les  projections  de  leurs  vitesses 
virtuelles,  sur  les  directions  de  ces  forces,  on  doit  avoir 

P p + P y + p "p"  -h  PV"  + etc.  = o.  . . (ï44). 

Mais  il  est  à observer  que  si  quelqu’une  des  projections  p,  pr , p",  etc. 
tombait  sur  le  prolongement  mb  (fig.  1 43)  de  la  force  P appliquée  en  m , l’ig*  i4^* 
cette  projection  serait  négative;  et,  comme  les  forces  P, P',  P",  etc., 
sont  toutes  censées  positives,  art.  35,  le  moment  qui  appartiendrait  à 
cette  projection  négative  serait  donc  aussi  négatif  ; c’est  ce  que  nous 
exprimerons  en  sous  entendant  que  l’équation  ( 1 44  ) se  compose  de 
la  somme  algébrique  des  produits  P p,  P 'p',  P "p",  etc. 

27G.  Nous  allons  d’abord  démontrer  le  principe  des  vitesses  virtuelles, 
dans  le  cas  où  plusieurs  forces  sont  appliquées  à un  même  point.  Pour 
cela,  soit  P la  résultante  d’un  certain  nombre  de  forces  P',  P",  V" , etc., 
appliquées  au  point  vi  (fig.  1 4 4)  ? et  dont  les  distances  respectives  sont  Fig.  1-H* 
invariables  ; si,  par  l'effet  d’un  dérangement  instantané,  le  point  vi  est 
transporté  en  n ,1a  ligne  mn  étant  infiniment  petite,  pourra  être  regardée 
comme  droite.  Plaçons,  dans  sa  direction  l’axe  des  x,  et  nommons 
cl',  oé’,  cl",  etc.,  les  angles  que  les  forces  P,  P',  P",  Pw,  etc.,  font 
avec  cet  axe,  nous  aurons,  puisqu’il  y a équilibre, 

P cos  a -f-  P'  cos  cl  + P"  cos  cl'  -f-  Pw  cos  a!"  -f-  etc.  — o ; 

multiplions  tous  les  termes  de  cette  équation  par  la  droite  vin,  que 
nous  représenterons  par  z , cette  équation  deviendra 

Pz  cos  u -f-  P rz  cos  cl'  -f-  P "z  cos  cl"  -f-  P '"z  cos  cl"  -f-  etc.  — o. . . (i45). 

Or,  il  est  évident  que  z cos  a.  ou  mn  cos  rcm/[n'est”auirc  chose  que 
la  petite  ligne  ml,  projection  de  mn  sur  la  direction  de  P.  Donc  zcosat 
est  la  quantité  que  nous  sommes  convenus  de  désigner  par  p , lorsque 
nous  avons  défini  les  vitesses  virtuelles.  Ce  que  nous  dùons  de  P pou- 


t 
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Fig.  i44.  vaut  s’appliquer  aux  autres  forces  , il  nous  est  permis  de  remplacer  les 
produits  z casa',  z cos  et",  z cos  a!" , par  les  projections  p',  p",  pw,  etc., 
des  vitesses  virtuelles  sur  les  directions  de  ces  forces,  et  de  changer  l’é- 
quation (i45)  en  celle-ci, 


Fig.  i45. 
Fig.  146. 


Pp  4 p y 4 P"p"4  Ve" p”  + etc.  = 0 ; 

ce  qui  montre  que  le  principe  des  vitesses  virtuelles  est  vrai  dans  le  cas 
de  plusieurs  forces  appliquées  à un  point. 

277.  Le  cas  le  plus  général  du  principe  des  vitesses  virtuelles  est  celui 
de  plusieurs  forces  P,  P',  P",  Pw,  etc.,  appliquées  à différens  points 
d’un  corps  ou  système  de  corps;  ces  points  conservant  toujours  entre 
eux  les  memes  distances  , peuvent  être  regardes  comme  liés  les  uns  aux 
autres  par  des  droites  inflexibles.  Avant  que  de  nous  occuper  de  l’état 
général  du  système,  lorsque  son  équilibre  a été  infiniment  peu  troublé, 
considérons  seulement  l’une  de  ces  droites  inflexibles  mm'  au  moment 
où , par  une  légère  impulsion  donnée  an  système , le  point  m vient  en 
n.  Dans  cette  circonstance,  l’autre  extrémité  m'  de  cette  droite  chan- 
gera de  position,  et  se  transportera  au  point  n',  qui  pourra  être  au- 
dessus  de  la  droite  mm'  (fig.  i45),  ou  au-dessous  (fig.  146);  suppo- 
sons-le  d’abord  au-dessus  , la  droite  mm',  dans  sa  nouvelle  position  , 
Fi  g.  1 4 7-  sera  d°nc  représentée  par  nn'  (fig.  147),  et  alors  les  droites  mn  et  m'n' 
seront  des  quantités  infiniment  petites  à l’égard  de  mm'  et  de  nn, 
puisque,  par  hypothèse,  le  dérangement  du  système  est  imperceptible. 
Cela  posé,  si  par  les  points  m et  11  on  mène  une  droite  mn',  comme 
le  côté  m'n'  est  infiniment  petit,  il  en  sera  de  même  de  l’angle  n' mm' 
qni  lui  est  opposé  dans  le  triangle  mm' n'  ; donc  l’arc  n' a qui  en  est  la 
mesure  sera  censé  rectiligne.  Or,  cet  arc  ayant  été  décrit  avec  le  rayon 
ma,  si  l’on  prend  (fig.  148}  mb  — ma,  l’angle  bn'a  sera  droit,  comme 
appuyé  sur  le  diamètre,  et  pourra  être  remplacé  par  l’angle  mn' a.  En 
effet,  puisque  l’angle  n'ma  est  infiniment  petit,  il  en  sera  de  même  de 
la  somme  des  angles  b et  bm'm  qui  est  équivalente  h n'ma  ; donc  l’angle 
mn  a , qui  ne  diffère  de  l’angle  droit  que  de  l’angle  infiniment  petit  bn'm  , 
peut  être  regardé  comme  droit.  Cela  posé,  le  triangle  mn' a (fig.  iq;) 
ayant  un  angle  commun  avec  le  petit  triangle  rectangle  n'ia  lui  sera 
semblable,  et  i’ou  aura  la  proportion 


Fig.  148. 


Fig.  147. 


ma  \ n' a * * n' a \ la . 

Or,  n'a  étant  infiniment  petit  à l’égard  de  ma  , il  en  est  de  même  de 
la  l’égard  de  11'a  ; et  comme  n'a  est  un  infiniment  petit  du  premier 
ordre,  la  en  sera  unxlu  second.  ( Elém . de  Calcul  différentiel , p.  tÔq.) 
On  peut  négliger  la  et  regarder  mn  comme  étant  égal  h m/,on  aura  de 
la  sorte, 
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mn  =2  mm'  -f~  m'I. 
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Fig. 147. 

Par  un  meme  raisonnement , on  prouverait  que  si  du  point  n'pris  pour 
centre  on  décrit  a\ec  le  rayon  n' m l’arc  ma , on  doit  avoir 

mn'  = nn'  -f-  nh\ 

les  premiers  membres  de  ces  équations  étant  les  mêmes,  on  obtient 

mm'  -f-  m'I  — nn'  -f-  nh  ; 

ruais  la  droite  mm'  e'tant  inextensible,  doit  conserver  la  meme  longueur 

dans  sa  nouvelle  position  : les  droites  mm'  et  /m'sont  donc  égales,  et  en  ^ 

les  supprimant  de  l’équation  précédente,  il  restera 

m'I  = nh. 

D’un  autre  côté,  les  droites  nn'  et  mm'  doivent  être  regardées  comme 
parallèles,  puisque  si  elles  se  rencontraient  en  un  point  O (fig.  1^9),  on  Fig.  1 49* 
aurait  un  triangle  m'Qn'  composé  de  deux  côtés  finis  et  d’un  côté  ni  n 
infiniment  petit  ; d’où  il  suit  que  l’angle  O serait  aussi  infiniment  petit, 
c’est-h-dire  nul.  Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  si  l’on  abaisse  la  per- 
pendiculaire nk  sur  le  côté  mm'  (fig.  147)5  cm  aura  Fig.  147. 

nh  — mk j 

substituant  cette  valeur  de  nh  dans  l’équation  précédente,  on  obtiendra 

m'I  — mk  , 

ce  qui  prouve  que  les  projections  mk  et  m'I  des  vitesses  virtuelles  mn  et 
ni' n'  des  points  m et  m sont  égales. 

•278.  Supposons  maintenant  que  lorsque  le  point  m (fig.  100)  est  trans-  jrjg#  xrQ 
porté  en  n , l’extrémité  m'  tombe  en  un  point  n'  qui  soit  au-dessous  de 
la  première  position  de  mm'.  On  prouverait,  comme  dans  le  cas  précé- 
dent, que  l’angle  o est  infiniment  petit,  et  que  par  conséquent  les  pro- 
jections ol  et  oh  ne  diffèrent  pas  de  on'  c t de  on  , ce  qui  donnerait  les 
moyens  d’établir  ces  équations, 

on  om  + m'I , on  — om  — mh  5 

on  trouve  en  les  ajoutant, 

on'  — f-  on  — om'-f-  om  -f-  m'I  — mh  • 

Ou  , comme  la  figure  i5o  nous  le  montre,  Fig.  i5o. 

nn'  =.  mm'  -f-  m'I  — mh , 
et  en  transposant,  on  obtient 

nn'  -f-  mh  = mm'  -f-  m ’l } 


Fig-  j5o. 


Fig.  147 
et  i5o. 

Fig.  i45. 


Fig. i5ï 
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supprimant  les  parties  égalés  nn  et  mm' , il  reste 

mh  ~ vi  l , 

ce  qui  prouve  encore  que  les  projections  sont  égalés. 

27g.  Il  est  à observer  que,  dans  le  premier  comme  dans  le  second  cas, 
les  deux  projections  tombent,  l’une  sur  la  direction  de  mm',  et  l’autre  sur 
son  prolongement,  et  doivent  par  conséquent  être  de  signes  contraires. 
Cela  résulte  immédiatement  de  l’inspection  des  figures  147  et  i5o,  et 
l’on  sait  que  cela  devait  être 5 car  si  les  deux  projections  tombaient  sur 
mm',  il  faudrait  que  nn'  fût  plus  court  que  mm' , ce  qui  est  impossible, 
d’apiès  notre  supposition  que  mm1  est  une  droite  inextensible. 

280.  11  résulte  de  ce  qui  précède,  que  si  l’on  considère  mm'  (fig.  1^5), 
comme  une  force  qui  agit  sur  les  points  m et  ru' , et  qu'on  représente  par 
{mm')  cette  force,  par  v et  par  u les  projections  des  vitesses  virtuelles  ma 
et  ni  n'  des  points  m et  m',  suivant  la  direction  de  mm'  on  devra  avoir 

v'  — — i> , 

et  par  conséquent 

{mm')  n ~j~  {mm')  v'  — o ; 

ce  qui  montre  qu’en  considérant  une  droite  inflexible  comme  une  force 
qui,  par  scs  extrémités,  fait  équilibre  h d’autres  forces,  la  somme  des 
momens  des  vitesses  virtuelles  de  ses  points  extrêmes,  piis  dans  le  sens 
que  lui  donne  Galilée,  est  égale  h zéro.  ’ 

281.  Au  moyen  de  cette  proposition,  il  est  facile  maintenant  de  dé- 
montrer le  principe  des  vitesses  virtuelles,  pour  le  cas  d’un  système  quel- 
conque de  forces  appliquées  à différens  points. 

En  effet,  soient  P,  P',  P",  V",  etc.  (fîg.  î5i),  différentes  forces  ap- 
pliquées aux  points  m , m',  m",  mm,  etc.  j si  l’on  imagine  que  ces  points 
soient  liés  entre  eux  par  des  droites  inflexibles  , ces  droites  pourront  être 
regardées  comme  des  forces  qui  agiront  sur  les  points  m,  m',  m",  mw , etc.; 
alors,  en  désignant  ces  forces  par  {mm') , par  (m'in"),  par  ( ’m"mw ),  etc., 
lYquilibre  sera  maintenu 

au  point  m par  les  forces  {mm'),  (mm"),  {mm"')  et  P, 

au  point  m'  par  les  forces  (m'm) , {ni  m") , (iti' mw)  et  P', 

au  point  m"  par  les  forces  (m'm) , (m"m'),  (mu m'" ) et  P", 

au  point  mm  par  les  forces  ( tu"' ni ) , (m!"m) , (mwm")  et  P‘a . 

Nous  pourrons  donc  établir  pour  eliaeun  de  ces  équilibres  l’équation 
des  momens  gctliléens  qu’on  a démontrée  art.  276;  mais,  avant  de 
procéder  h cette  opération  , convenons  de  désigner  par  u la  projection 
de  l’une  quelconque  des  vitesses  virtuelles  des  points  m,  m',  m",  etc.,  et 
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«de  placer  toujours  ce  signe  à côté  de  celui  du  point  dont  il  représente 
la  vitesse.  Par  là,  on  ne  pourra  jamais  eiror  sur  la  valeur  de  v.  Par 
exemple,  dans  le  moment  v {m' m") , v se  rapportera  au  point  m\  tandis 
que  v se  serait  rapporté  au  point  m"  si  nous  eussions  écrit  ainsi  ce  mo- 
ment, ^ ( m"m ').  De  cette  manière,  u représentera,  sans  qu’on  s’y 
méprenne,  des  quantités  qui  pourront  être  égales  ou  différentes , selon 
que  les  projections  des  vitesses  virtuelles  tomberont  sur  la  direction  d’une 
même  droite  , ou  appartiendront  h des  droites  différentes. 

2S2.  Au  moyen  de  cette  convention , et  d’après  ce  qui  précède , nous 
pouvons  maintenant  établir  les  équations  des  vitesses  virtuelles  qui  ap- 
partiennent h ces  différens  points,  nous  avons  donc,  art.  276, 

pour  le  point  m , P p +r(mn/J  +r(mm")  = 0, 

pour  Je  point  m'y  P 'p'  -f-  u (m'm")-\-  v (m'rnaf)  -f-  v [m' m)  =0, 

pour  le  point  m",  P “p"  -f-  u (m"m!n)  = o , 

pour  le  point  ma , P m pw  -f-  (7 nm  m)  -f-  u {m!" m')  -f>  v rr:  o ; 

ajoutant  ensemble  ces  équations,  nous  en  réduirons  la  somme,  en  ob- 
servant que  les  momens  qui  appartiennent  à une  meme  droite  se  détrui- 
sent. Nous  effacerons  donc  v (mm')  de  la  première  ligne,  en  même 
temps  que  v(m'm)  de  la  seconde;  en  continuant  cette  opération,  nous 
trouverons  que  tous  les  termes  affectés  de  v se  détruisent,  et  il  ne  restera 
que 

P p + P'p'l-h  P "p"  -p  P "p”  = o. 


Si  l’on  avait  un  plus  grand  nombre  de  forces,  la  démonstration  serait  ab- 
solument la  même. 

283.  Pour  donner  un  exemple  de  la  manière  dont  le  principe  des  vi- 
tesses virtuelles  peut  nous  faire  découvrir  les  conditions  de  l’équilibre 
d’une  machine,  supposons  qu’on  ignore  le  rapport  de  la  puissance  h la 
résistance  dans  le  levier,  et  qu’on  en  veuille  déterminer  la  valeur.  On 
observera  d’abord  que  puisque  nous  n’avons  que  deux  forces  P et  Q,  l’é- 
quation des  vitesses  virtuelles  se  réduit  dans  ce  cas  à 

P p -f-  F7//  = o. 


Celte  équation  n’a  de  sens  que  lorsque  P 'p'  est  négatif,  et  que  l’on 
a par  conséquent 

Vp  — Yp'...  (146). 

Cela  posé,  cherchons  ce  qu’expriment,  dans  le  levier,  les  quantités  p 

P'- 

Soient  donc  C le  point  d’appui  (lig.  182)  et  mm'  le  bras  du  levier  qui , frig.  i5a 
étant  sorti  de  son  état  d’équilibre,  a pris  la  position  tin'  les  angles  op« 
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poses  au  sommet  en  C étant  égaux  , les  arcs  mn  et  n/  n qui  les  mesu- 
rent seront  proportionnels  aux  rayons,  et  Ton  aura 

mn  * m! n!  * * C«  ; Cm'. . . ( 1 47)* 

Or,  si  par  les  points  n et  n on  mène  des  perpendiculaires  nr  et  n' r'  sur 
les  directions  des  forces  P et  P',  nous  aurons 

m r — p , né  / — p’  ■ 

mais  en  regardant  les  arcs  infiniment  petits  mn  et  m' //  comme  des 
lignes  droites,  les  triangles  mm,  vér'ré  rectangles,  par  construction  en 
r et  eu  r',  seront  semblables  ; car  les  triangles  isocèles  mQn  , m'Cn',  don- 
nent 

ançle  n m C — anale  n'm’C,  : 

<~r  O 

si  Ton  retranche  ces  angles  égaux  des  angles  droits  rmC  , rné C,  il 
rester a 

angle  rmn  — angle  r'nén' . 


Donc  les  triangles  rectangles  rmn , r’m'n'  étant  alors  semblables , don- 
nent la  proportion 

mn  I m! n'  \ * mr  \ m V, 


on 


mn  ; nén  * * p \ p'  j 

donc  , en  vertu  de  la  proportion  (147)  ? on  a 

C m : C m'  I * p I //. 

Mais  on  tire  de  l’équation  (146)  des  momens 

P : p'  : : P'  : P ; 


donc,  en  comparant  ces  deux  proportions  , il  vient 

Cm  ; Cm'  ;:P':P, 

c’est-à-dire  que  les  bras  de  levier  doivent  être  en  raison  inverse  des 
forces. 


Propriété  du  centre  de  gravité  dJétre  en  général  le  plus  haut 
ou  le  plus  bas  possible j lorsqu  un  système  de  corps  est  en 
équilibre. 

284.  Soient  m , m',  m"  Jes  centres  de  gravité  de  difFérens  corps  liés 
entre  eux  d’une  manière  invariable  ; abaissons  de  ces  points  des  per- 
pendiculaires s,  z',  z",  etc.,  sur  le  plan  des  rc , que  nous  suppose- 
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rons  horizontal,  ce  sera  suivant  les  directions  de  ces  perpendiculaires 
qu'agiront  les  poids  P,  P',  P",  etc.  , de  ces  corps,  qu’on  regardera 
comme  suspendus  aux  points  m , ni,  m",  mv,  etc.  Si  2 est  l’ordonnée 
du  centre  de  gravite  de  la  totalité  du  système,  on  aura,  art.  1GG, 

_ Pz  -f-  P'V  -f*  P"s"  -f-  etc. 

“ P + lv  + P"  -f-  etc.  * 

Quand  le  système  de  corps  change  déposition,  et  que  2 devient  z h 
ou  2 — h , l’accroissement  de  z influe  sur  les  autres  ordonnées  z' , z*\ 
zw,  etc.,  parce  que  les  points  m,  ni',  m",  m"',  etc.,  étant  invariable- 
ment liés  entre  eux,  z ne  peut  subir  un  changement  sans  que  z' , z", 
zw,  etc.  , n’en  éprouvent  aussi  un.  Cette  dépendance  mutuelle  de  ces 
ordonnées  est  ce  qu’on  exprime  en  disant  que  z' , z",  z19,  etc.  , sont 
des  fonctions  de  2.  Quoiqu’on  général  nous  en  ignorions  la  loi  qui 
dépend  du  système  de  corps  que  l’on  considère,  nous  pouvons  repré- 
senter l’équation  précédente  par 

_ Pz  -f-  P '9z  + P"Fz  -f-  etc. 

Z/~  P-f-P'  + P"  + etc.  * 

Or,  si  l’on  demande  quelle  valeur  doit  avoir  l’ordonnée  z du  centre 
de  gravité  du  système,  pour  qu’elle  soit  la  plus  grande  ou  la  plus  pe- 
tite possible , on  sait  par  la  méthode  des  maxirna  et  minima , que  si 
cette  valeur  existe,  elle  doit  correspondre  h celle  de  z,  qui  devrait  être 
déterminée  par  l’égalité  à zéro  de  la  différentielle  du  second  membre  de 
l’équation  piécédente. 

Il  faudrait  donc  que  l’on  eut 

P dz  -f-  P 'd<pz  -f-  V"d¥z  + etc.  =zo, 

ou  plutôt 

P dz  -h  P 'dz'  -h  P "dz"  + etc.  = o. 

Nous  allons  voir  que  cette  équation  est  nécessairement  satisfaite  d’elle- 
même,  lorsque  l’état  d’équilibre  du  système  est  infiniment  peu  troublé. 

En  effet,  quand  les  centres  de  gravité  m , m',  m",  etc.,  changeant  de 
place,  viennent  en  des  points  n , n',  n" , etc.,  les  chemins  parcourus 
sont  mn , m'a',  m"n",  etc.  Par  conséquent,  si  l’on  projette  ces  chemins 
sur  les  directions  primitives  z,  z',  z ",  etc.,  des  forces  P,  P',  P",  etc., 
on  aura  les  vitesses  virtuelles  évaluées  suivant  les  directions  de  ces  forces. 

Or,  en  considérant  la  première , on  voit  que  mh  (Fig.  i54),  projection  de  Fig.  iG.j* 
m/rsurz,  est  égal  h nk  qui  est  l’accroissement  que  z a reçu  en  vertu  du 
dérangement  survenu  dans  le  système,  accroissement  qui , suivant  le  cas, 
sera  positif  ou  négatif.  Par  conséquent  on  aura  donc,  abstraction  faite 
des  signes,  p — dz  ; en  appliquant  la  même  considération  aux  autres  or- 
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données,  il  suit  de  là  que  la  différentielle  P dz  -f-  P 'dz'  V'clz",  etc.  , 
est  la  même  chose  que  Vp  -f-  P ' p -f-  P "p”  -h  etc.  ; et  comme  cette  quan- 
tité est  égale  h zéro,  d’après  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  on  doit 
donc  avoir  également 

P dz  -f-  V'clz'  - h P "dz"  -h  etc.  = o , 

et  par  conséquent  r/z/=o,  ce  qui  montre  qu’en  général  le  centre  de 
gravité  est  le  plus  haut  ou  le  plus  Las  possible,  dans  un  système  cn^‘ 
équilibre.  Je  dis  en  général,  parce  que  l’on  sait,  que  la  condition 
dz/=:  o,  ne  suffit  pas  toujours  pour  déterminer  une  limite. 


FIN  DE  LA  STATIQUE. 
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SECONDE  PARTIE. 


De  la  loi  d'inertie. 

285.  La  Dynamique,  comme  nous  Lavons  vu,  est  la  partie 
de  la  Mécanique  où  l’on  traite  du  mouvement  des  corps. 
Nous  établirons  d’abord  en  principe  cette  loi  de  la  nature, 
que  tout  corps  doit  rester  dans  son  état  de  repos  ou  de 
mouvement , à moins  qu’une  force  étrangère  ne  l’en  fasse 
sortir.  Cette  indifférence  de  la  matière  au  mouvement  comme 
au  repos,  est  ce  qu’on  appelle  son  inertie.  C’est  cette  force 
d’inertie  qui  fait  qu’un  corps  frappé  par  un  autre  résiste 
d’abord  à son  impulsion  avant  que  d’absorber  une  partie 
ou  la  totalité  de  son  mouvement.  C’est  encore  en  vertu  de 
cette  force  d’inertie  qu’un  corps  qui  a reçu  une  impulsion 
primitive  doit  se  mouvoir  en  ligne  droite  d’une  manière 
uniforme,  si  aucun  obstacle  ne  s’oppose  à son  mouvement; 
car  il  n’y  a pas  de  raison  pour  qu’il  se  meuve  d’un  côté  plu- 
tôt que  de  l’autre,  ni  qu’il  accélère  son  mouvement,  ni 
qu’il  le  ralentisse.  À la  vérité,  ne  connaissant  pas  la  nature 
de  la  force  d’impulsion,  nous  ne  savons  pas  si  elle  ne  tendra 
pas  a s’altérer  dans  le  mobile;  aussi  ne  donnons-nous  cette 
loi  de  l’inertie  que  comme  un  résultat  qui  nous  est  offert 
par  l’expérience  et  l’analogie. 

Si  nous  ne  voyons  pas  le  mouvement  se  perpétuer  ainsi 
dans  les  corps,  c’est  qu’il  est  continuellement  altéré,  soit 
par  la  résistance  des  milieux,  soit  par  la  gravitation,  soit 
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par  d’autres  circonstances.  Le  mouYement  le  plus  simple 
que  l’on  puisse  concevoir,  est  donc  celui  qui  se  fait  en 
ligne  droite  , et  qui  agit  d’une  manière  uniforme  ; c’est 
pourquoi  on  a donné  à ce  mouvement  le  nom  de  mouve- 
ment uniforme : tout  autre  mouvement  porte  en  général  le 
nom  de  mouvement  varié. 

Du  Mouvement  rectiligne  uniforme » 

286.  Il  résulte  de  la  définition  précédente,  qu’un  mobile 
animé  d’un  mouvement  uniforme  doit  parcourir  des  es- 
paces égaux  dans  des  temps  égaux;  d’où  il  suit  que  si  Y 
est  l’espace  qu’il  a parcouru  dans  une  unité  de  temps , il 
décrira  2V  au  bout  de  deux  unités  de  temps,  3V  au  bout 
de  trois  unités  de  temps,  ainsi  de  suite.  Par  conséquent  , 
si  nous  appelons  t le  nombre  d’unités  de  temps  écoulées 
pendant  que  le  mobile  a parcouru  J’espace  e , cet  espace 
sera  égal  à t X Y ; de  sorte  que  nous  aurons 

e = Y t. 

Telle  est  l’équation  du  mouvement  uniforme.  Le  coefficient 
Y est  ce  que  l’on  appelle  la  vitesse ; 011  l’a  ainsi  nommé  , 
parce  que  c’est  de  ce  coefficient  que  dépend  la  rapidité  du 
mouvement  qui  anime  le  mobile. 

En  effet,  si  un  mobile  M se  meut  n fois  plus  rapide- 
ment qu’un  autre  M',  il  est  certain  que  l’espace  V que  par- 
courra le  premier  dans  l’unité  de  temps,  sera  n fois  plus 
grand  que  l’espace  Y'  que  parcourra  le  second  dans  la  même 
unité. 

287.  On  peut  comparer  les  circonstances  du  mouvement 
dans  deux  mobiles  partis  au  même  instant  d’un  point  A ? 
avec  des  vitesses  Y'  et  Y".  Pour  cela,  soient  ê et  e'  les  es- 
paces parcourus  par  ces  mobiles , au  bout  des  temps  é et 
t"\  nous  aurons 
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e’  = VY,  / = 
d’où  nous  tirerons 

VY 

e"  “ V7?  5 


ce  qui  nous  montre  que  les  espaces  parcourus  sont  comme 
les  produits  des  temps  par  les  vitesses. 

Si  les  temps  sont  égaux  , cette  équation  se  réduit  à 


V' 


par  conséquent  les  espaces  parcourus  sont  alors  comme  les 
vitesses. 

288.  Il  est  possible  que  le  mobile  ait  déjà  parcouru 
uniformément  un  espace  E,  avant  que  le  temps  t soit  com- 
mencé ; dans  ce  cas , on  aura  cette  équation  plus  générale 
du  mouvement  uniforme 


e~E  -f-  Vf. 

289.  Au  moyen  de  cette  équation,  on  résoudra  facile- 
ment tous  les  problèmes  qui  concernent  le  mouvement  rec- 
tiligne et  uniforme  des  corps. 

Par  exemple , si  l’on  sait  qu’un  mobile  a parcouru  au 
bout  du  temps  t\  un  espace  e , et  que  cet  espace  soit  de- 
venu e"  au  bout  d’un  autre  temps  t" , on  peut  trouver  l’espace 
initial  et  la  vitesse  du  mobile.  En  effet  nous  avons  alors 
les  équations 


/ = E + Vf', 


d’où  l’on  déduit 


e"  — E -f  Vf"  j 


et"  — et' 
t*  — t' 


290.  Nous  résoudrons  encore  ce  problème  : 


Déterminer 
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g en  quel  temps  se  rencontrent  deux  mobiles  M etIYf  (fig.  i54) 
partis  au  même  instant  des  points  A et  B,  et  animés  des 
vitesses  Y et  Y'.  Soit  C le  point  de  rencontre;  les  espaces 
parcourus  par  ces  mobiles  seront 

BC  — , AC  — YY. 

T,  ' 

Appelons  b la  distance  AB  de  ces  mobiles;  nous  pourrons 
les  considérer  comme  partis  du  meme  point  A , en  écri- 
vant les  équations 

e — b -{-  Vt,  e==  Y 't. 

Alors  les  espaces  e et  e seront  représentés  chacun  par  AC  : 
ainsi  nous  pourrons  égaler  entre  eux  les  seconds  membres 
des  équations  précédentes  ; d’où  l’on  tirera 

b 

L y — y 

291.  Nous  terminerons  ce  qui  concerne  le  mouvement 
uniforme  en  donnant  l’expression  différentielle  de  la  vi- 
tesse. Pour  cela  , nous  remarquerons  que  l’espace  e va- 
riant en  même  temps  que  t,  nous  pouvons  différentiel’  l’é- 
quation e = E -f-  y t par  rapport  à ces  deux  variables  , ce 
qui  nous  donnera 


La  vitesse  dans  le  mouvement  uniforme  n’est  donc  autre 
chose  que  le  coefficient  différentiel  de  l’espace , pris  par 
rapport  au  temps  ; nous  verrons  bientôt  qu’il  en  est  de 
meme  dans  le  mouvement  varié. 


DU  MOUVEMENT  VARIE. 
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Du  Mouvement  varié. 

292.  Lorsqu’un  mobile  se  meut  en  ligne  droite  d’une 
manière  quelconque  , on  dit  qu’il  est  animé  d’un  mouve- 
ment varié.  Ce  mouvement  comprend  donc , comme  cas 
particuliers,  tous  les  autres  mouvcmens  rectilignes.  Ainsi, 
pour  en  développer  la  théorie,  nous  considérerons  en  gé- 
néral un  corps  qui  serait  animé  d’un  mouvement  irré- 
gulier dans  toute  sa  durée.  Ce  corps  n’a  pu  passer  du  repos 
à cet  état  de  mouvement,  que  par  l’action  d’une  force  qu’on 
appelle  la  force  accélératrice.  Cette  force  n’a  point  commu- 
niqué ce  mouvement  irrégulier  au  corps  par  une  seule  im- 
pulsion ; car  la  vitesse  transmise  par  une  seule  impulsion 
devant,  en  vertu  de  la  loi  d’inertie,  se  perpétuer  dans  le 
corps , il  s’ensuivrait  que  le  mouvement  serait  uniforme, 
tandis  qu’on  le  suppose  irrégulier,  il  faut  donc  qu’après 
3a  première  impulsion,  la  force  accélératrice  en  ait  commu- 
niqué au  corps  une  seconde,  une  troisième,  etc.,  qui  en 
altérant  continuellement  la  vitesse,  lui  aient  donné  le  mou- 
vement irrégulier  qu’il  a.  Ainsi  nous  regarderons  la  force 
accélératrice  comme  une  force  qui  agirait  continuelle- 
ment sur  le  mobile,  et  qui  varierait  à chaque  instant 
d’intensité. 

293.  La  vitesse  variant  à mesure  que  le  mobile  est 
transporté  d’un  lieu  à un  autre,  011  ne  peut  évaluer  celle 
qu’il  a acquise  en  l’un  des  points  de  l’espace  qu’il  par- 
court, que  par  l’efTet  que  pourrait  produire  cette  vitesse 
considérée  comme  devenue  constante  à partir  de  ce  point. 
Ainsi , pour  mesurer  la  vitesse  lorsque  le  mobile  est  par- 
venu en  B (fi g.  i55)  , au  bout  du  temps  t , on  supposera  F 
que  la  force  accélératrice  cessant  tout  à coup  d’agir  , le 
mobile  se  meuve  d’un  mouvement  uniforme  avec  la  vitesse 
qu’il  a acquise  en  B.  L’espace  BC  qu’il  parcourra  dans 
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l’unité  de  temps  avec  ce  mouvement  uniforme , sera  ce 
qu’on  appelle  la  vitesse. 

On  prend  ordinairement  la  seconde  pour  unité  de  temps. 
D’après  cette  convention,  la  vitesse  du  mobile,  au  bout  du 
temps  t}  sera  donc  l’espace  qu’il  décrirait  dans  la  seconde 
cle  temps  qui  succéderait  à si  à l’expiration  de  t , la 
force  accélératrice  cessait  de  donner  de  nouvelles  impul- 
sions au  mobile. 


294.  Cherchons  maintenant  à déterminer  l’expression 
analytique  de  la  vitesse.  Pour  cet  effet , considérons  le 
mobile  , lorsqu’à  l’expiration  de  t il  est  arrivé  au  point  B ; 
il  est  certain  que  l’espace  parcouru  AB,  représenté  par  e , 
devant  être  déterminé  lorsque  t est  donné,  la  variable  e est 
fonction  de  t.  On  peut  donc  regarder  e comme  l’ordonnée 
d’une  courbe  dont  t est  l’abscisse;  par  conséquent  lorsque  t 
devient  t-\“dt,  e devient  e -f-  de\  d’où  il  suit  que  l’espace 
parcouru  dans  le  temps  dt , doit  être  de.  Cela  posé , imagi- 
nons que  lorsque  le  mobile  est  arrivé  en  B , la  force  accé- 
lératrice cesse  tout  à coup  d’agir  ; le  mobile  continuera  à 
se  mouvoir  avec  la  vitesse  qu’il  a acquise  en  B,  et  par- 
courra dans  l’instant  dt  qui  succédera  à t>  l’espace  infini- 
ment petit  de  ; dans  un  instant  suivant  et  égal  à dt , il 
parcourra  encore  un  espace  de,  et  ainsi  de  suite  jusqu’à  ce 
qu’il  ait  parcouru  un  espace  BC  qui  correspondra  à l’unité 
de  temps.  Il  faudra  donc  que  cet  espace  BC  se  compose 
de  de  répété  autant  de  fois  que  l’unité  contient  dt  : or 


exprime  ce  nombre  de  fois  que  l’unité  renferme  dt  : 


par  conséquent  l’espace  BC  a pour  expression  ^ de,  ou 
de 

plutôt  -j- , parce  que  la  différentielle  est  prise  par  rapport 
à if;  et  comme  nous  avons  représenté  l’espace  BC  par  v, 
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nous  aurons,  pour  déterminer  la  vitesse  dans  le  mouve- 
ment varié, 

de 

dt 

2p5.  On  peut  encore  observer  que  l’espace  parcouru  de- 
puis l’expiration  de  t étant  (fig.  i5q)  Fi 

B£  de  au  bout  du  temps  dt , 

B b'  ~ zde  au  bout  du  temps  idt , 

B b"  — 3 de  au  bout  du  temps  3 dt, 


BC  = nde  au  bout  du  temps  ndt. 

Comme  le  temps  qui  s’est  écoulé  depuis  que  le  mobile  était 
en  B , se  trouve,  par  hypothèse,  égal  à l’unité  de  temps  , 
nous  pouvons  supposer  ndt  = i , ce  qui  nous  donne 

n — — . Cette  valeur  étant  mise  dans  l’expression  nde  de 

l’espace  \>  parcouru  dans  l’unité  de  temps,  nous  aurons, 
comme  précédemment  , 


(*485- 


296.  Avant  que  de  chercher  l’équation  qui  donne  la  force 
accélératrice,  faisons  une  remarque  sur  les  forces.  En  gé- 
néral, une  force  F imprimant  la  vitesse  v à un  mobile,  si 
cette  force  devient  n fois  plus  grande  , elle  communiquera  au 
mobile  une  vitesse  qui  sera  aussi  n fois  plus  grande.  Cette 
proposition  n’est  pas  incontestable , parce  que  la  nature 
des  forces  ne  nous  étant  pas  connue  , nous  ne  pouvons 
affirmer  que  lorsqu’une  force  devient  double,  par  exemple, 
la  vitesse  qu’elle  communiquera  au  mobile  sera  aussi  double; 
mais  c’est  un  fait  qui  nous  est  confirmé  par  l’expérience  et 
duquel  nous  partirons.  Ainsi , en  adoptant  cette  hypothèse, 
que  les  forces  appliquées  à un  même  mobile  soient  propor- 
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tionnelîes  à leurs  vitesses,  comme  nous  ne  considérons  que 
les  rapports  des  forces,  il  nous  suffira  de  prendre  celui  de 
leurs  vitesses. 

Nous  chercherons  donc  à mesurer  la  force  accélératrice 
par  la  vitesse  qu’elle  pourrait  imprimer  au  mobile;  mais 
cette  vitesse  variant  à chaque  instant,  nous  supposerons 
qu’après  un  temps  t,  la  force  accélératrice  devienne  tout  à 
coup  constante;  alors  nous  prendrons  pour  mesurer  cette 
force,  la  vitesse  qu’elle  engendrera  dans  l’imité  de  temps 
qui  succédera  à t. 

A la  vérité,  cette  force  accélératrice  constante  imprimera 
au  mobile  une  vitesse  différente  de  celle  que  la  véritable 
force  accélératrice  lui  eût  communiquée  dans  cette  seconde 
de  temps;  mais  c’est  précisément  ce  qui  résulte  de  notre 
hypothèse,  de  ne  considérer  dans  la  force  accélératrice  que 
ce  qu’elle  est  à l’expiration  de  t.  Si  dès  ce  moment  nous 
la  supposions  variable,  l’effet  ne  serait  plus  produit  par  la 
force  accélératrice  qui  a lieu  à l’expiration  de  t (*). 

La  définition  précédente  nous  donne  le  moyen  conve- 
nable de  mesurer  la  force  accélératrice  ; car  il  nous  fait 
connaître  dans  quel  rapport  varie  l’énergie  de  cette  force 
dans  des  temps  donnés.  Par  exemple , si  au  bout  des  temps 
t et  / la  force  accélératrice,  devenue  constante,  commu- 
nique au  mobile  , dans  une  seconde  de  temps,  des  vitesses 
représentées  par  les  nombres  60  et  20  ; on  conclura  qu’au 
bout  du  temps  t son  intensité  est  triple  de  ce  qu’elle 
était  en  t' . 


(*)  On  pourrait  rendre  cela  sensible  par  une  comparaison  , en  regar- 
dant la  force  accélératrice  comme  un  aimanl  qui  varierait  continuelle- 
ment de  masse  : si  nous  voulons  juger  de  l’intensité  de  cet  aimant,  au 
bout  d’un  temps  donné,  il  faudra  supposer  que  sa  masse  cesse  de  varier, 
et  mesurer  la  vitesse  qu'il  pourrait  communiquer  au  mobile  dans  une 
seconde  de  temps. 


DU  MOUVEMENT  VARIE. 
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297.  Pour  déduire  de  notre  définition  l’expression  ana- 
lytique de  la  force  accélératrice,  soit  u la  vitesse  acquise 
par  le  mobile  à l’expiration  du  temps  t\  alors  au  bout  du 
temps  t -f-  dt , la  vitesse  deviendra  u -f-  du  ; par  conséquent 
du  sera  la  vitesse  communiquée  au  mobile  pendant  le  temps 
dt  : or,  si  à la  fin  du  temps  t la  force  accélératrice  devient 
tout  à coup  constante,  elle  communiquera  au  mobile,  dans 
l’instant  dt  qui  succédera  à dt , une  vitesse  encore  égale 
h du,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que  depuis  l’expiration  de 
t , les  vitesses  communiquées  au  mobile  dans  les  instans  dt, 
idt , 3 dt , etc.,  seront  respectivement  du,  idu  , 3 du-,  par 
conséquent  la  vitesse  acquise  au  bout  de  l’unitc  de  temps 
qui  succédera  à t , sera  du  répété  autant  de  fois  que  cette 

unité  contient  dt.  Ce  nombre  de  fois  étant  exprimé  par  — , 


1 du 

il  s’ensuit  que  ^ du,  ou  plutôt  --  est  i’elfet  de  la  force 


accélératrice  dans  l’unité  de  temps.  Ainsi  en  représentant 
cette  expression  par  ç,  nous  aurons  cette  seconde  équa- 
tion du  mouvement  varié, 


<P  = ^7 - * * ('49)- 

Eu  représentant  la  force  par  reflet  qu’elle  produit,  nous 
dirons  à l’avenir  que  Q est  la  force  accélératrice. 

298.  Un  tire  de  cette  équation 

çdt  — du , 

ce  qui  nous  apprend  que  lorsque  la  force  accélératrice  tp 
est  donnée,  on  peut  obtenir  l’accroissement  du  de  la  vi- 
tesse u,  dans  l’instant  dt , en  multipliant  cette  force  ac- 
célératrice par  l’élément  de  temps  dt. 

299.  Enfin,  si  i’011  éliiniuc  dt  entre  les  équations  (iq^) 
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et  ( i49)?  011  aura  cette  troisième  équation  du  mouve 
ment  varié , 

çde  — vdv. 


Du  Mouvement  uniformément  varié. 

3oo.  La  force  accélératrice,  par  sa  nature,  imprimant  à 
chaque  instant  une  nouvelle  impulsion  au  mobile,  si  ces 
impulsions  sont  constantes,  le  mobile,  après  le  temps  t i 
acquerra  dans  une  seconde  de  temps , la  même  vitesse 
qu’a  près  tout  autre  temps  tr.  Représentons  cette  vitesse 
par  g,  nous  aurons 

Substituant  cette  valeur  dans  l’équation 


on  obtiendra 


dv  — gdt  j 

intégrant  et  désignant  par  a la  constante  à ajouter  à l’in- 
tégrale , on  aura 


v=za-\-gt. . . (i5o)  ( * ). 


(*)  Voici  comment  on  parvient  encore  à cette  e'quation  : Soit  un  corps 
qui,  étant  en  mouvement,  a acquis  une  vitesse  a ; s’il  est  tout  à coup 
sollicité  par  une  force  accélératrice  constante  qui  lui  communique  par 
seconde  une  vitesse  g,  la  vitesse  de  ce  corps  sera 

a - f-  g au  Lout  d’une  seconde  y 
a -\-  *2 g au  bout  de  deux  secondes , 
a -f-  3g  au  bout  de  trois  secondes, 

a tg  au  bout  de  t secondes  5 

de  sorte  que  si  nous  appelons  e la  vitesse  que  doit  avoir  le  mobile  ata 
bout  du  temps  t , nous  aurons 


DU  MOUVEMENT  UNIFORMÉMENT  VARIE.  1^3 

Nous  avons  vu  que  la  vitesse  était  aussi  donnée  par 
l’équation 

de 

V ~ dt ’ 

si  l’on  élimine  v entre  ces  deux  équations,  on  trouvera 

de  ( a g t)  dt  : 

intégrant  on  aura 

e b — cit  — f-  ^ gt 2 ...  ( 1 5 1 ) . 

Suivant  que  g sera  positif  ou  négatif,  le  mouvement  sera 
uniformément  accéléré,  ou  uniformément  retardé. 

301.  Si  t est  nul,  on  trouve  b — e\  donc  b est  l’espace 
parcouru  par  le  mobile  avant  l’origine  du  temps. 

A l’égard  de  a , nous  avons  vu  que  cette  constante  était 
la  vitesse  initiale;  on  le  prouverait  encore  au  moyen  de 
l’équation  (iz|9)  > dans  laquelle  on  ferait  t~  o. 

302.  Lorsque  l’espace  initial  b et  la  vitesse  initiale  a sont 
nuis,  les  équations  (i5o)  et  (i5i)  deviennent 

v - — gt.  . . (l 52)  , 

e — {gt\..  ( 1 53) , 

et  le  corps  a dû  se  trouver  en  repos  lorsqu’il  a été  mis  en 
mouvement  par  la  force  accélératrice. 

303.  Soient  e et  e les  espaces  parcourus  dans  les  temps  t 
et  t' , l’équation  (i53j  nous  donnera 

:gf  et  e~±gl'\..(  1 54)  ; 

donc 

e % e . . t*  . t 2 . . . (i  5o) . 

% 

Par  conséquent  les  espaces  qu’une  force  accélératrice  cons- 
tante fait  parcourir,  en  diflérens  temps,  à un  mobile  qui 
part  du  repos , sont  comme  les  carrés  de  ces  temps. 

On  peut  aussi  comparer  entre  elles  les  vitesses  v et  v ac- 
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quises  au  ])out  des  temps  t et  tr\  car  d’après  l’équation 
(i52)  on  a dans  ce  cas, 

V=zgt,  i>'=Zgt'\ 

d’où  l’on  lire 

v : v ::  t : /; 

et  en  mettant  à la  place  du  rapport  t : t'  sa  valeur  donnée 
par  la  proportion  (i55),  on  a 

p \/ê  : {/?. 

Ces  deux  dernières  proportions  nous  apprennent  que  les 
temps  sont  comme  les  vitesses  ou  comme  les  racines  car- 
rées des  espaces  parcourus  pendant  ces  temps. 

3o4-  Si  nous  faisons  t~  i,  l’équation  ( 1 53)  nous  donne 

e — ïg* 

Dans  ce  cas,  e est  l’espace  parcouru  dans  l’unité  de  temps 
par  le  mobile  ; donc  le  double  de  cet  espace  est  l’expres- 
sion g de  la  force  accélératrice.  On  a trouvé,  par  exemple  , 
que  dans  une  seconde  de  temps  un  mobile,  livré  à l’action 
de  la  pesanteur,  parcourait  à la  latitude  de  Paris,  et  à la 
température  de  la  glace  fondante, 

i5  pieds,  097  = 9044  j 

mettant  cette  valeur  à la  place  de  e dans  l’équation  pré- 
cédente , on  trouve 

g — ZoP,ig5  = 9m,8og. 

3o5.  On  parviendrait  au  même  résultat  par  les  considé- 
rations suivantes:  soient  iy  et  1 u deux  secondes  successives 
de  temps,  et  supposons  que  le  mobile,  pendant  la  durée 
de  la  seconde  i,  qui  représente  t , ait  parcouru  i5  pieds; 
la  force  accélératrice  se  mesurera  par  l’espace  que  par- 
courrait le  mobile  dans  la  seconde  i/;,  en  vertu  de  la  force 
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accélératrice,  devenue  tout  à coup  constante  à l’expira- 
tion de  i,  : or,  dans  cet  instant  i/?  le  mobile  ayant  par- 
couru i5  pieds,  devrait,  s’il  n’était  sollicité  que  par  la  vi- 
tesse qu’il  a acquise,  parcourir  encore  i5  pieds  dans  le 
temps  i tl  ; mais  la  force  accélératrice  étant  supposée  cons- 
tante , doit  produire  sur  le  mobile,  dans  la  seconde  i ; , le 
même  effet  qu’elle  a produit  dans  la  seconde  i/,  elle  fera 
donc  parcourir  encore  au  mobile  i5  pieds  dans  le  temps 
i/;j  d’où  il  suit  que  le  mobile  aura  décrit  3o  pieds  dans 
la  seconde  i/;;  c’est  cet  espace  qui  mesurera  la  force  accé- 
lératrice g. 

3o6.  L’équation  ( 1 53)  nous  fait  connaître  l’espace  par- 
couru dans  un  temps  donné.  Par  exemple,  si  t~  6",  on  a 

e = i (3°V95)  X 36  = { (g'", 809)  X 36 , 

et  en  exécutant  les  opérations  indiquées,  on  trouve 

e — 543^,51  — 1 76^,562  ; 

ainsi  un  corps  élevé  de  176  mètres  emploierait  environ  six 
secondes  à tomber. 

Si  l’on  cherchait  la  vitesse  qui  devrait  animer  ce  corps  au 
bout  de  ce  temps,  elle  nous  serait  donnée  par  l’équation 
(i5o),  dans  laquelle  on  ferait 

a~  o , g — 9"’, 809  , t = 6", 

et  l’on  trouverait 

1/  = 58", 854. 

307.  On  pourrait  aussi  demander  de  quelle  hauteur 
un  corps  devrait  tomber  pour  avoir  une  vitesse  donnée. 
Dans  ce  cas , on  éliminerait  t entre  les  équations 

e~'gl%  v=gt, 

et  l’on  trouverait 


v =z  \/  le  g.  . . (1  56). 
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Par  exemple , si  l’on  veut  savoir  quelle  est  la  vitesse  que 
doit  avoir  à l’instant  de  sa  chute  une  halle  de  plomb 
qui  tombe  d’une  hauteur  de  20  mètres,  011  aura 

v—  1/40  (9>8o9)=  I/392, 36. 


On  énonce  ce  dernier  problème  en  disant  que  l’on  cherche 
la  vitesse  due  à une  hauteur  donnée. 


3 08.  Enfin  on  pourrait  chercher  le  temps  qu’un  mobile 
demeurerait  à tomber  d’une  hauteur  e.  Dans  ce  cas,  en 
éliminant  r entre  les  équations 


v — gl  et  v — \/ /e g , 

on  trouverait 


809.  Il  nous  reste  à appliquer  les  équations  du  mou- 
vement 


de 

= u et 
dt 


à la  recherche  du  mouvement  direct  d’un  corps,  dans 
diverses  hypothèses.  Cette  recherche  se  réduit  à déterminer 
les  relations  qui  existent  entre  le  temps,  l’espace  et  la 
vitesse;  car,  par  exemple,  si  l’on  peut  parvenir  à con- 
naître l’espace  et  la  vitesse  en  fonctions  du  temps,  on  sera 
en  état  de  savoir  en  quel  lieu  se  trouvera  le  corps  au  bout 
d’un  temps  donné , et  la  vitesse  qu’aura  ce  mobile.  Ainsi 
tout  ce  qui  est  relatif  au  mouvement  de  ce  corps  sera  connu; 
c’est  ce  qui  va  faire  la  matière  des  chapitres  suivans. 

Du  Mouvement  que  suit  un  corps  lancé  verticale- 
ment en  sens  contraire  à celui  de  la  pesanteur , 

3 10.  Si  la  pesanteur  agissait  seule  sur  un  corps  qui  par- 
tirait du  repos,  nous  avons  vu  que  dans  ce  cas  on  aurait 
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l’équation 


dv 


Cette  équation  nous  donnerait  v = gt  pour  la  vitesse  que 
le  mobile  aurait  acquise  au  bout  du  temps  t : or,  si  Ton 
suppose  qu’au  lieu  de  partir  du  repos,  il  soit  lancé  vertica- 
lement en  sens  contraire  à celui  de  la  pesanteur  avec  une 
vitesse  a,  cette  vitesse,  au  bout  du  temps  t}  devra  être  di- 
minuée de  toute  celle  que  la  pesanteur  aura  imprimée  au 
mobile  ; par  conséquent  la  vitesse  du  mobile , au  bout  du 
temps  t , devra  être  représentée  par  a — gt\  de  sorte  qu’en 
appelant  v cette  vitesse,  nous  aurons 

v=.a — gt.,.  (i58); 


de  r 

mettant  pour  v sa  valeur  chassant  le  dénominateur  et 

intégrant,  nous  trouverons 

\ 

e cit  — — ^ gt2. 


Nous  n’ajoutons  point  de  constante,  parce  que  nous  suppo- 
sons que  l’espace  initial  est  nul. 

Cette  seconde  équation  étant  mise  sous  la  forme  suivante, 


e=.{a  — \gt)  t , 

si  l’on  y substitue  la  valeur  de  t tirée  de  i’équation  (i58), 
on  trouvera 

a ' A-  v a — v 


X 


ou 


plutôt 


CL 2 V2 


2Q- 

O 


g 

..  (i5g). 


3 1 1 . Les  équations  (i 58)  et  ( 1 5cy)  nous  feront  connaître 
toutes  les  propriétés  du  mouvement  que  nous  considérons. 

JE  lé  ni.  de  Mécanique . 
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En  effet,  l’équation  (i58)  nous  prouve  que  plus  le  temps  t 
augmente,  plus  la  vitesse  y diminue  $ mais  en  considérant 
l’équation  (i5g)  , on  voit  que  plus  la  vitesse  diminue,  plus 
l’espace  parcouru  augmente;  d’où  il  suit  que  le  mobile 
diminue  de  vitesse  en  s’élevant  verticalement  ; enfin  la 
même  équation  (i5g)  nous  montre  aussi  que  lorsque  la 
vitesse  devient  nulle,  le  mobile  atteint  à sa  plus  grande 
hauteur;  si  nous  appelons  h cette  hauteur,  l’équation  (i5g) 
nous  donnera,  en  faisant  v — o , 

A — — . . . ( ï6o). 

Pour  déterminer  le  temps  qui  correspond  a cette  plus 
grande  hauteur , nous  ferons  aussi  v = o dans  l’équation 
( 1 58)  , et  nous  aurons 

* = (ï6i). 

g 

Si  l’on  veut  avoir  la  vitesse  due  à la  hauteur  h,  c’est-à- 
dire  la  vitesse  qu’aura  le  mobile  a l’instant  de  sa  chute  en 
descendant  de  cette  hauteur,  on  mettra  la  valeur  que  nous 
venons  de  déterminer  pour  h , dans  la  formule 

v — V zeg  — V'  *hg , 

et  l’on  trouvera 

ç rrr  {/  a?  = a ; 

par  conséquent  le  corps  a la  même  vitesse  en  descendant 
qu’en  montant. 

3 12.  Si  l’on  demandait  , par  exemple,  la  plus  grande 
hauteur  à laquelle  doit  s’élever  un  corps  lancé  avec  une 
vitesse  de  8i  mètres  par  seconde,  on  trouverait,  au  moyen 
des  équations  (160)  et  (161),  que  cette  hauteur  est  de 
334'n,43  , et  que  le  temps  de  la  chute  du  mobile  est  de  8", 2. 

313.  Toute  cette  analyse  peut  s’appliquer  au  cas  où  le 
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corps,  au  lieu  de  monter,  descendrait;  alors  g serait  de 
même  signe  que  a , et  l’on  emploierait  l’équation 

P rrr  Cl  —J—  gt. 

Du  mouvement  vertical  d’un  corps  en  ayant 
égard  à la  variation  de  la  pesanteur . 

3 14*  La  pesanteur  est  une  force  qui  n’agit  pas  de  la  même 
manière  dans  tous  les  lieux.  On  a reconnu  qu’elle  dimi- 
nuait lorsqu’on  s’éloignait  du  centre  de  la  terre,  et  qu’elle 
agissait  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  c’est-à- 
dire  qu’à  des  distances  du  centre  de  la  terre,  représentées 

par  les  nombres  2 , 3 , 4 ? etc.  > elle  devenait  ~ 

2 j 

~ de  ce  qu’elle  était  à la  distance  1 ; ainsi , quoique  la 

pesanteur  fasse  parcourir  4rn>9°4  en  une  seconde  à un 
mobile  qui  est  à la  surface  de  la  terre , si  l’on  s’éloigne 
de  cette  surface,  ce  mobile  ne  parcourra  plus  4m;9°4  Par 
seconde. 

3i5.  Considérons  donc  un  mobile  qui,  partant  du  repos 
du  point  A (fig.  1 55)  est  parvenu  en  un  point  B,  et  cher-  Fig.i55 
chons  d’abord  la  vitesse  de  ce  mobile  en  ce  point.  Dans 
cette  vue , nommons  g la  pesanteur  à la  surface  M de  la 
terre,  ç>  la  pesanteur  au  point  B,  r le  rayon  CM  de  la 
terre  , x la  distance  de  B en  C ; et  pour  simplifier  les 
calculs , faisons  AC  — 1 : la  pesanteur  agissant  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  distance,  nous  aurons 

g : (p  ::  x%  : r*  -t 

d’où  nous  tirerons 


12.  . 
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La  force  accélératrice  est  aussi  exprimée  par 


<p  — 


dp 
dt  ’ 


S 


ainsi  on  conclut  de  ces  équations , 


dp gr°' 

' Z ■ 7*  • • • 

dt  x 2 


(162). 


D’une  autre  part,  la  vitesse  étant  égale  à la  différentielle 
de  l’espace  parcouru , divisée  par  celle  du  temps , nous 
aurons  pour  la  vitesse 

d (1  — • x ) 

V “ dt  ’ 


ou  plutôt 


dx 


(i63). 


Multipliant  cette  équation  terme  à terme  par  l’équation 
(162),  et  supprimant  le  diviseur  commun  dt  y nous  trou- 
verons 


dx 
gr  — 
5 • a;2 


? 


et,  en  intégrant , 


2 X ‘ 


G. 


Nous  déterminerons  la  constante  en  observant  que  quand 
x = AG  — 1 j v = o , et  nous  trouverons 

C-—  gr*. 

Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  précédente,  nous 
obtiendrons 

Cette  équation  détermine  la  vitesse  qui  a lieu  en  un  point 
quelconque  de  la  verticale. 
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3iG.  Pour  avoir  le  temps  que  le  mobile  a employé  à 
parcourir  Pespace  AB , nous  éliminerons  v entre  cette  équa- 
tion et  l’équation  (i63)  , ce  qui  nous  donnera 


dx* 


d’ou  nous  tirerons 


7 i dx * 

de  ~ — - X 


zgr 


I 

x 


et  par  conséquent, 


et  en  intégrant, 


? 


Pour  effectuer  l’intégration  qui  n’est  qu’indiquée,  nous 
trouverons , en  réduisant  les  fractions  au  même  dénomi- 
nateur, 


Nous  ferons  évanouir  le  radical  du  dénominateur  en  sup- 
posant 

1 — v = z0-. 

On  tire  de  cette  équation 

dx  — — izdz  , [/ 1 — x = z , \/ x ~ \/ 1 — 27'. 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  précédente,  nous 


i8a 

obtiendrons 
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f a7jCJÛL^  — 2 fdz  [/  I — 2a.  . . (167). 

J V 1 — a;  J 


V 

Intégrant  par  parties , nous  aurons 


fdz\/i-z*  = z\/i- «»  +fv  — -• 


D’une  autre  part,  multipliant  et  divisant  fdz\/ 1 
par  [/ 1 — za,  on  a cette  équation  identique 

f* . / r dz  r z*dz 

d J l/ 1 — z3-  J l/ 1 — 


Ajoutant  ces  équations  et  divisant  par  2 , on  trouve 

fdz  {/ 1 = + i f-—ÊL~ 

J J y 1 — z* 

= j z \/ 1 — + i arc  (sin  = z)  ; 

donc 

— o-fdz  [/ 1 — z1  — — z \/ 1 — z>a  — arc  (sin  = z)  , 


substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (167),  on  obtiendra 
l’intégrale  de  l’équation  (166),  et  par  conséquent  l’équation 
(i65)  deviendra 


-f-  arc  (sin  — 2)]  . 


(168). 


Il  n’y  a point  de  constante  à ajouter , parce  que  lorsque 
t—  o , on  a x — i ; alors  l’équation  1 — x — z*  nous 
donne  2 = o , hypothèse  qui  fait  évanouir  le  second 
membre  de  l’équation  (168)  j et  comme  le  temps  est  es- 
sentiellement positif,  nous  11e  prendrons  que  le  signe  in- 
férieur des  deux  signes  qui  affectent  la  valeur  de  t ; oh- 
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servant  ensuite  que  z1  n’est  autre  chose  que  l’expression 
analytique  i — x de  l’espace  parcouru  AB  que  nous  re- 
présenterons par  e , l’équation  précédente  nous  donnera  , 
pour  déterminer  le  temps  en  fonction  de  l’espace, 


t 


i 

r 


e -J-  arc  (sin  ==  \/  e )]. 


3 1 7 . Cette  dernière  équation  se  simplifie  beaucoup  dans 
l’hypothèse  où  les  distances  AB  et  AM  seraient  très  petites 
à l’égard  de  AC  et  de  MC;  car  alors  on  peut,  sans  erreur 

sensible,  remplacer  [/  i — e par  l’unité,  et  l’arc  par  le 

sinus;  c’est-à-dire  mettre  \/ e à la  pl  ace  de  arc  sin  \/  e , et 
en  changeant  r en  1 , on  obtiendra 


on  tire  de  cette  équation  élevée  au  carré, 

ce  qui  nous  apprend  que,  dans  cette  hypothèse  particulière, 
le  mouvement  s’effectue  comme  si  la  pesanteur  n’était  pas 
variable. 


Du  Mouvement  vertical  dans  les  milieux  résistans . 


3i8.  On  a trouvé  que  la  résistance  qu’éprouve  un  corps 
qui  se  meut  dans  un  fluide , était  proportionnelle  au  carré 
de  la  vitesse  qui  anime  ce  corps.  Ainsi  en  appelant  m cette 
résistance  lorsque  le  mobile  est  animé  de  l’unité  de  vi- 
tesse, cette  résistance  deviendra  mu2  quand  il  aura  acquis 
la  vitesse  e.  Cette  force  mv'1  étant  contraire  à celle  de  la 
pesanteur  que  nous  supposerons  constante,  nous  aurons 

ç—g  — w*-, 
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dp 


mettant  pour  cp  sa  valeur  — , nous  aurons 


dp 

Tt=g-mv> 


d’où  nous  tirerons 


dt  = 


dp 


g — mp 


...  (169). 


Pour  intégrer  cette  équation,  nous  remarquerons  qu’en  dé- 
composant le  dénominateur  en  facteurs,  nous  avons 

g — mp'1  ~{\/ g -f-  v V m)  ( g — p \/ m). 

Nous  supposerons,  d’après  la  méthode  des  fractions  ration- 
nelles ( Élèmens  de  Calcul  intégral ) page  2o3), 

dp  , / A . 15 


dp 


+ 


g mp a \ \/ g —f-  p \/ m \/ g— ~ 


=■)•••  C1:0); 

m' 


réduisant  le  second  membre  au  même  dénominateur,  sup- 
primant les  dénominateurs  et  égalant  entre  eux  les  coeffi- 
ciens  des  mêmes  puissances  de  u,  nous  trouverons 


B 


2 \/  g 


substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (170),  nous  aurons 

dp  1 / dp  d p \ 

l/ P"  \ l/ P -4”  p\/  m \/ p-  — v \/  7 n ' 


g mp^  \/ g\\/ g p m y/' g — — p \/ 


Multiplions  et  divisons  le  second  membre  de  cette  équation 
par  y m,  l 'équation  (169),  devient  au  moyen  de  cette  valeur 

/ dp  {/  m dp  \/  ; 


dt 


m 


zÿm  Vg^Vg-\-v\/ 
et  en  intégrant,  on  obtient 


— -d — 

m V g — p V m 


) 
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1 ~ [1°g ' ( X/ 8 + * ^ “ IoS iVg-v  Vm)]  + C , 


OU 


t = I_  ioa  gg+^Vm 


/ — l0S  77- 7— • • ■ (171). 

2 V rrig  y g — v\/ m 

Nous  supprimons  la  constante,  parce  que  t=zo  quand 


v — o. 


3ig.  Si  l’on  multiplie  les  deux  membres  de  l’équation 

( 1 7 1 ) Par  2 V ing , et  le  premier  seulement  par  le  loga- 
rithme de  la  base  e du  système  népérien,  logarithme  qui, 
comme  on  le  sait,  équivaut  à l’unité,  on  trouve 


it  [/ mg  log  ê = log  Ÿ' S ^ v 771 


ou 


V g—v  Y 


• — j 

m 


l0£  i’2tS^mS 

O 


log 


V g + v V ni 

V g — v V ni 


passant  aux  nombres,  on  a 

^y~g  ___  V g-\-  v y/  ni 
V g*—V  V m 

et  en  écrivant  ainsi  cette  équation, 

1 V g — v Y/ 


t* yme  Vg  + vV 


m 

= •••  (lrJ2)> 


m 


on  voit  que  plus  t augmente , plus  le  terme  s’ap- 

proche de  1 infini,  et  par  conséquent  plus  cette  équation 
tend  à se  réduire  à 


0 — V g — v Y* 171 •••  C 1 73). 

Ccst  ce  qui  arriverait  effectivement  si  t devenait  infini  ; car 


i86  DYNAMIQUE. 

alors  le  premier  membre  de  l’équation  ( 172  ) étant 
nul , on  aurait  le  droit  de  supprimer  le  diviseur  commun 

V g -h  V V7  m. 

L’équation  (173)  nous  donne 


u 


==  constante. 


Cette  valeur  de  u qui  a lieu  lorsque  t = 00 , nous  apprend 
que  plus  t s’augmente,  plus  la  vitesse  tend  à devenir  cons- 
tante. 

320.  Pour  avoir  l’espace  en  fonction  de  la  vitesse,  nous 
multiplierons  terme  à terme  les  équations 


du 

-=g-w. 


u — 


de 

Jt' 


et  nous  trouverons 

udu  = (g*  — mu 2 ) de  ; 
d’où  nous  tirerons 

de  — - — —— — . . . (1  74) * 

g — mu  ' 

Le  numérateur  de  cette  fraction  étant  la  différentielle 
du  dénominateur  à une  constante  près , nous  parviendrons 
à l’intégrer  en  faisant 


g — ■ mu1  — z . 


Différentiant  cette  équation,  nous  trouverons 

, dz 

vau  — — 


2/7Z 


Mettant  ces  valeurs  dans  l’équation  (174)  > nous  la  change- 
rons en 

dz 


de 


Q./71Z 
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L’intégrale  de  cette  équation  est 

« = — — log  2 + C , 

2771 

ou,  en  mettant  la  valeur  de  z, 

e — — loc  C fi* 771P ft)  -4-  C. 

Je  détermine  C en  faisant  e ~ o et  v = o , ce  qui  me 
donne 


1 

2771 


substituant  cette  valeur  de  C,  je  trouve 


e 


1 

2771 


D°g  (g—  m<0  — ,0S  gl  > 


et  en  observant  que  la  différence  des  logarithmes  de  deux 
nombres  est  égale  au  logarithme  de  leur  quotient,  j’obtiens 
enfin 


Du  Mouvement  des  corps  assujettis  à glisser  le  long 

des  plans  inclinés . 

321.  Proposons-nous  de  déterminer  le  mouvement  d’un 
corps  qui  glisserait  sur  un  plan  incliné.  Il  est  d’abord 
évident  que  le  centre  de  gravité  de  ce  corps  se  meut  sur 
un  plan  parallèle  au  plan  incliné.  Ainsi  la  question  peut 
se  ramener  à celle  du  mouvement  d’un  point  matériel  sur 
un  plan  incliné. 

Soient  donc  (fig.  i56)  m ce  point  matériel,  et  g- la  vitesse  F>g*i56. 
due  à l’action  de  la  pesanteur.  Cette  vitesse  sera  représentée 
par  la  droite  wB  que  décrirait  le  point  m dans  une  seconde 


? 
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56*  de  temps  s’il  agissait  librement;  toB  aura  pour  composantes 
suiyant  une  direction  perpendiculaire  au  plan  incliné , et 
suivant  ce  plan,  les  droites  mC,  niD\  la  première  de  ces 
composantes  sera  détruite  par  la  résistance  du  plan  incliné, 
et  la  seconde  fera  glisser  le  point  m sur  ce  plan. 

Cela  posé , les  forces  étant  proportionnelles  aux  vitesses 
qu’elles  communiquent  à un  mobile  dans  le  même  temps, 
si  nous  appelons  g la  vitesse  qui  sollicite  le  mobile  dans 
une  seconde  de  temps  , suivant  le  plan  incliné,  nous  au- 
rons la  proportion 


77zB  ! rnD 


o • 
• • 


g • g 


Or,  nous  avons  vu,  art.  246,  que  le  rapport  de  mV>  à rriù 
était  le  même  que  celui  de  la  longueur  du  plan  incliné  à la 
hauteur.  Ainsi,  en  appelant  h la  hauteur  du  plan  incliné, 
et  li  sa  longueur,  nous  aurons  encore 


h!  : h 


d’où  l’on  tirera 


• • 
• • 


g 


g 5 


g 


t-hg 


h 


7-  • * (*75)' 


322.  Cette  équation  nous  fait  voir  que  la  vitesse  g'  n’est 
autre  chose  que  la  vitesse  g qui  anime  le  mobile  lorsqu’il 

7 

est  libre , multipliée  par  le  rapport  constant  — Concluons 

que  le  mobile  est  entraîné  le  long  du  plan  incliné  par  une 
force  accélératrice  g qui  ne  diffère  de  celle  de  la  pesanteur 
que  par  l’intensité.  Donc,  si  nous  appelons  tr  le  temps  que 
le  mobile  emploiera  a descendre  de  m en  A le  long  du 
plan  incliné , comme  l’espace  parcouru  sera  h\  il  y aura 
entre  g' , K et  tf  la  même  relation  que  nous  avions  entre 
g y h et  l dans  la  théorie  du  mouvement  uniformément  ac- 
céléré; par  conséquent  nous  aurons 

h'  ~\gt'\  . . (176), 
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et  la  vitesse  </  qui  animera  le  mobile  au  point  A qui  cor- 
respond à t' , sera 

1 r / ,/ 

V —g1  y 

en  éliminant  le  temps,  nous  trouverons 


v = V7  2g' h'. 

Substituant  dans  cette  équation  la  valeur  de  g (équat.  175), 
nous  trouverons,  en  réduisant, 


v 


’ — V7"  2g  h. 


L’expression  de  cette  vitesse  étant  indépendante  de  l’angle 
771 AE  que  fait  le  plan  incliné  avec  l’horizon,  il  en  résulte  que 
si  différens  mobiles  partis  du  point  m (fig.  1^7)  , glissent  sur 
les  plans  inclinés  777A,  mA.',  mA" , etc.,  ils  auront  la  même 
vitesse  lorsqu’ils  seront  parvenus  aux  points  A,  A' , A",  etc., 
situés  sur  le  plan  horizontal. 

323.  Observons  que,  quoique  les  vitesses  d’un  mobile 
soient  égales  aux  points  A et  E,  il  n’en  est  pas  de  même 
des  temps;  car  soient  t et  t'  les  temps  qu’il  emploie  à par- 
courir les  droites  raE  et  m A,  ces  temps  sont  donnés  par  les 
équations 


t' 


V g 


or , on  a 


h lî  y 


v t 1 > 1 # 

g>g>  ou  — > 

g g 

on  déduit  de  ces  inégalités  celle-ci  , 

2 h 2// 

g g ’ 

ce  qui  nous  apprend  que  la  valeur  de  tr  surpasse  celle  de  t. 
324.  Le  mouvement  d’un  corps  sur  le  plan  incliné, 
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nous  offre  encore  cette  propriété  remarquable  du  cercle  ; 
c’est  qu’un  mobile  demeure  autant  de  temps  à glisser  le 
58.  long  d’une  corde  AG  (fig.  1 58)  qu’à  parcourir  le  diamètre 
vertical  AB.  En  effet,  l’équation  (176)  nous  donne 


mettant  pourg-'  sa  valeur 


hg 

h” 


cette  équation  devient 


= (I”)- 


gh 

Or,  si  nous  appelons  d le  diamètre  du  cercle  ACB,  nous 
aurons,  par  la  nature  du  cercle, 


ou 


par  conséquent 


ab  : ac  ::  ac  : ad, 

d : h'  ::  h'  : h) 

//*  = hd. 


Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (177),  nous  trou- 
verons, en  réduisant, 


•-y/i' 


or,  c’est  précisément  la  valeur  qu’on  trouverait  pour  t , au 
moment  où  le  corps  tombant  du  point  A,  arriverait  en  B; 
car  la  hauteur  AB  étant  exprimée  par  d , il  suffirait  de  chan- 
ger e en  d dans  l’équation  e = £ gi 2 pour  que  celte  équation 
donnât  la  valeur  du  temps  t de  la  chute. 


I 
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Du  mouvement  curviligne  en  général;  équations  de 
la  trajectoire  que  décrit  un  point  matériel  libre, 
et  détermination  de  la  vitesse;  du  cas  ou  le  mo- 
bile est  soumis  à une  force  d'attraction  dirigée 
vers  un  point  fixe;  du  principe  des  aires;  et  du 
cas  ou  les  forces  étant  dirigées  vers  des  centres 
fixes,  elles  sont  des  fonctions  des  distances 

du  centre  d attraction  du  mobile  aux  centres 
fixes . 


325.  Jusqu’à  présent  nous  avons  supposé  que  le  mouve- 
ment s’effectuait  en  ligne  droite;  mais  s’il  était  curviligne  , 
il  ne  suffirait  pas  de  pouvoir  dire  qu’au  bout  d’un  temps 
donné  , le  mobile  serait  susceptible  d’avoir  parcouru  tel 
espace,  ou  d’être  animé  de  telle  vitesse;  il  faudrait,  pour 
connaître  entièrement  son  mouvement  , que  l’on  fût  en  état 
d’assigner  la  courbe  suivant  laquelle  il  a dû  se  mouvoir,  et 

de  savoir  en  quel  point  de  cette  courbe  il  est  au  bout  du 
temps  donné. 

3a6.  Pour  résoudre  ce  problème  , nous  avons  d’abord 
besoin  d’employer  un  nouveau  principe;  c’est  celui  du  pa- 
rallélogramme des  vitesses  que  nous  allons  démontrer. 

Voici  en  quoi  il  consiste  : Si , dans  l’unité  de  temps,  deux 
forces  P et  Q (fig.  i5g)  communiquent  à un  point  maté- Fig.  i5r 
riel  m des  vitesses  mil  et  mC,  la  résultante  P.  de  P et  de  O 
lui  communiquera,  dans  la  même  unité  de  temps,  une 
vitesse  ml)  qui  sera  la  diagonale  du  parallélogramme 
construit  sur  les  vitesses  mB  et  mC.  En  effet,  comme  il  est 
permis  de  représenter  toute  force  donnée  par  une  partie 
quelconque  de  sa  direction,  la  force  Q pourra  être  repré- 
sentée par  mC;  alors  la  force  P le  sera  par  ,„B;  car  les  vi- 
tesses sont  proportionnelles  aux  forces.  Or,  en  considérant 
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raBDC  comme  le  parallélogramme  des  forces  P et  Q,  la  dia- 
gonale 772-D  de  ce  parallélogramme  représentera  en  intensité 
la  résultante  R de  P et  de  Q.  11  s’agit  donc  de  déterminer 
la  vitesse  que  R est  capable  de  communiquer  au  mobile  , 
et  de  prouver  que  cette  vitesse  est  égale  à la  résultante  du 
parallélogramme  dont  les  côtés  seraient  les  vitesses  pro- 
duites par  les  forces  P et  Q.  Pour  cet  effet,  soit  x la  vitesse 
que  R est  en  état  de  communiquer  au  point  m\  les  vitesses 
étant  proportionnelles  aux  forces,  nous  aurons 

p : R : : m¥>  : x. 

Mais  le  parallélogramme  des  forces  nous  donne 

P * R II  77zB  l mD\ 
on  tire  de  ces  proportions  , 


donc 


mB  l jjiD  I 7?zB  * x ; 
x — mJ)  : 


par  conséquent  on  peut  regarder  la  diagonale  du  parallélo- 
gramme construit  sur  les  vitesses,  comme  égale  à la  vitesse 
que  R peut  communiquer  au  mobile. 

327.  Le  parallélépipède  des  vitesses  est  une  conséquence 
immédiate  du  parallélogramme  des  vitesses  ; car  soient 
’ig.  160 i ( fig.  160  ) P,  <ÿ  et  R trois  forces  qui  communiquent  les 
vitesses  mp,  mq  et  mr  h un  point  matériel  m)  composons 
les  vitesses  mp  et  mq  en  une  seule  mpr\  il  résulte  de  l’article 
précédent  que  cette  vitesse  sera  la  même  que  celle  qui  serait 
communiquée  à ni  par  la  résultante  P'  des  forces  P et  Q ; de 
même  la  résultante  ms  des  vitesses  mp'  et  mr  représentera 
en  intensité  la  vitesse  imprimée  par  S,  résultante  des  deux 
forces  P'  et  R,  ou  des  trois  forces  P,  Q et  R;  donc  la  diago- 
nale ms  du  parallélépipède  des  vitesses  sera  la  vitesse  com- 
muniouée  à m nar  la  résultante  des  forces  P,  Q et  R. 


1 
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328.  Considérons  maintenant  de  quelle  manière  un  point 
materiel,  anime  dune  vitesse  variable,  peut  décrire  une 
courbe.  Pour  cela,  supposons  d’abord  que  le  point  matériel 
m (fig.  tbi)  étant  en  repos,  cède  à une  impulsion  instan-  F, 
tance  qui  Jm  fasse  décrire  la  droite  mA  dans  le  temps  6 
et  qu’au  bout  de  ce  temps  il  reçoive  une  seconde  impulsion 
capable  de  lui  faire  décrire  dans  un  second  temps  6 la 
cioite  AL,  le  mobile  n’obéira  pas  uniquement  à la  force 
qui  1 entraîne  dans  cette  direction  AB , parce  qu’en  vertu 
te  la  loi  d inertie,  il  doit  durant  ô parcourir  AC  = A m- 
mais  il  suivra  la  diagonale  AD  du  parallélogramme  ABCd! 

i reçoit  en  D une  nouvelle  impulsion  capable  de  lui  faire 
parcourir  l’espace  DG  dans  un  troisième  temps  ô,  il  décrira 
de  meme  la  diagonale  DF  du  parallélogramme  construit  sur 
DG  et  sur  le  prolongement  DE  de  AD,  et  ainsi  de  suite  ; 
te  sorte  qu’au  bout  d’un  temps  composé  de  n fois  0 le 
mobile  aura  décrit  un  polygone  d’un  nombre  * de  côtés. 

D’après  ce  qui  précède,  la  vitesse  étant  la  même  tant 
que  le  mobile  est  sur  le  même  côté,  il  suit  de  là  que  si, 
lorsqu’il  est  arrivé  à l’extrémité  du  dernier  côté,  il  ne  re- 
çoit pas  une  nouvelle  impulsion,  il  s’échappera  suivant  la 
direction  de  ce  côté. 

Si  ion  suppose  que  le  temps  ô soit  infiniment  petit  , 
les  impulsions  se  succéderont  immédiatement,  et  le  poly- 
gone se  changera  en  courbe;  alors  si  la  force  accélératrice 
cc^e  cl  agir,  le  point  matériel  s’échappera  suivant  la  tan- 
gente à la  courbe. 


Dans  la  même  hypothèse  de  ô infiniment  petit,  Q se 
change  en  dt  en  même  temps  que  le  côté  du  polygone  de- 
vient l’element  de  la  courbe;  par  conséquent,  pour  avoir 
la  vitesse  qui  est  1 espace  parcouru  dans  l’unité  de  temps, 
suivant  la  tangente,  dans  l’hypothèse  ou  la  force  accéléra- 
trice cesserait  tout  à coup  d’agir,  il  faudra  répéter  ds 
autant  de  fois  que  dt  est  contenu  dans  l’unité  de  temps  ; 
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c'est-à-dire  multiplier  ds  par  , ce  qui  nous  donnera  pour 
l’expression  de  la  vitesse 

ds 

V~dt 


329.  Revenons  au  mobile  qui , par  des  accroissements  de 
62.  -vitesse  aux  points  ni,  m",  ni",  etc.  ( Cg.  162),  parcourt  le 
nolvgone  mnini’rti",  etc.  Soient  v,v,v  , e , etc.,  les  vitesses 
qu’il  reçoit  aux  points  m,  m , m , m , etc.  , et  U , a , 0 , 
b'"  etc.  les  temps  qu’il  emploiera  à parcourir  les  côtés  mm  , 
m'm\  m"m",  etc.  Comme,  par  hypothèse,  la  vitesse  est 
constante  tant  que  le  mobile  ne  change  pas  de  côté,  nous 
aurons,  par  la  nature  du  mouvement  uniforme, 


mm'  — ï>*,  mm"  = m*  mm  = S ) 

par  conséquent  le  contour  du  polygone  mm  m\  etc.,  sera 
exprimé  par 

çô  -f-  V etc. 


Si  l’on  projette  les  côtés  de  ce  polygone  sur  les  axes  co- 

r v / M f.  J!  £‘r 

ordonnés , et  qu  on  nomme  a , b , y ; a , b,  y , u , b, 
y",  etc.,  les  angles  formés  par  les  vitesses  v , v .,  v , etc.  , 
avec  les  axes  coordonnés,  ces  vitesses  auront  pour  projec- 
tions {note  neuvième ) 


v cos  «£ , v cos  oi , p cos  et  , etc. , sui  1 axe  des  x , 

cos  C , v cos  C',  r"  cos  G",  etc. , sur  l’axe  des  y , 

p cos  y,  v'cosy,  vncosy",  etc.,  sur  l’axe  des  z. 

Par  conséquent  la  projection  nnnri",  etc. , du  polygone 
mm  m!1  ni \ etc. , sur  l’axe  des  # , sera  exprimée  par 


v cos  «40  "4"  v'  cos  ti ùf  -f-  v"  cos  a,  ô -f-  etc ...  (1 78). 

On  voit  donc  qu’en  même  temps  que  le  point  m parcourt 
le  polygone  mm  mm.  etc.  , sa  projection  n parcourt  né- 
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cessairemerit  F espace  nriri'ri0,  etc.  Or,  si  cette  projection 
était  seulement  sollicitée  par  une  force  X dirigée  suivant 
Faxe  des  et  qui  fût  telle  que  le  point  n décrivît  dans  les 
temps  ô , 6',  6",  etc.,  les  droites  nn,  n'n",  nnw,  etc.,  avec  les 
vitesses  v cos  a } v cos  u,  p"  cos  etc.,  le  chemin  que 
cette  projection  parcourrait  sur  l’axe  des  x serait  représente 
par 

p cos  ecô  v cos  cc'è  rjr  p"  COS  U 6"  -f  etc...  (179). 


L’identité  de  l’expression  (178)  à cette  dernière  nous  ap- 
prend  que  lorsque  le  point  m est  transporté  dans  l’espace  , 
sa  projection  se  meut  sur  l’axe  des  x comme  si  les  deux 
autres  composantes  de  la  vitesse  n’existaient  pas;  car  dans 
le  calcul  qui  nous  a conduit  à l’expression  (i  79),  nous 
n’avons  fait  entrer  en  considération  rien  de  ce  qui  est  rela- 
tif à ces  deux  composantes. 

Ce  que  nous  disons  de  l’axe  des  x pouvant  s’appliquer 
aux  deux  autres , et  le  polygone  se  changeant  en  courbe 
lorsque  le  nombre  de  ses  côtés  est  iniini,  concluons  que 
lorsqu’un  point  matériel,  sollicité  par  une  force  accéléra- 
trice, décrit  une  courbe  dans  l’espace,  une  de  ses  projec- 
tions se  meut  comme  si  les  deux  autres  n’existaient  pas. 
Ainsi  en  nommant  X,  Y,  Z les  composantes  de  la  force 
accélératrice  , suivant  les  axes  des  coordonnées  , nous 
pouvons  regarder  X,  Y,  Z comme  des  forces  accélératrices 
qui  imprimeraient  aux  projections  du  mobile  des  mouve- 
mens  indépendans  de  l’ensemble  des  deux  autres. 


33o.  Pour  déterminer  les  expressions  analytiques  de  ces 
forces  accélératrices,  il  faut  remarquer  que  lorsque  le  point 
matériel  parcourt  l’espace  ds  , ses  projections  décrivent  les 
espaces  dx , dy , dz  ; par  conséquent  les  vitesses  des  pro- 
jections suivant  les  axes  coordonnés  seront  respectivement 

dx  dy  dz  , 1 

— , -y-,  et  comme  ces  forces  accélératrices  sont  les 
dt  dt  dt 
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coeQiciens  différentiels  des  vitesses,  pris  par  rapport  au 
temps,  on  aura 


Telles  sont  les  équations  qui  serviront  à déterminer  le 
mouvement  en  ligne  courbe  d’un  point  matériel,  ou  celui 
d’un  mobile,  puisqu’on  peut  regarder  la  masse  du  mobile 
comme  concentrée  à son  centre  de  gravité. 

33i.  Lorsque  les  fonctions  X,  Y,  Z seront  données  par 
la  nature  du  problème,  si  l’on  peut  obtenir  les  intégrales 
des  équations  ( 180  ) , ces  intégrales  ne  devant  contenir 
d’autres  variables  que  x,  y,  z et  t,  on  aura  trois  équa- 
tions qui , par  l’élimination  de  t,  en  donneront  deux  autres 
entre  les  variables  x , y,  z ; ces  équations  seront  celles  de 
la  trajectoire , ou  courbe  engendrée  par  les  forces  accéléra- 
trices. 

Si  toutes  les  forces  sont  dans  un  plan  qu  on  pi  endi  a 
pour  celui  des  x , y,  la  var  abîe  z nexisteia  pas,  et  il 
suffira  d’employer  les  équations 

d*x  _ r dy  _ Y 
d?  - X ’ dP  “ ‘ 

Lorsque,  par  la  nature  du  problème,  011  aura  déterminé 
X et  Y,  si  l’on  peut  obtenir  les  intégrales  de  ces  équations, 
elles  ne  pourront  contenir  d’autres  variables  que  x , y et  t\ 
alors  en  éliminant  le  temps,  on  trouvera  une  équation  que 
nous  représenterons  par 

X = fs  : 

cette  équation  ne  renfermant  que  deux  variables , la  tra- 
jectoire sera  une  courbe  plane. 
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33a.  INous  avons  vu  que  la  vitesse  du  mobile  était  don- 
née par  l’équation 

ds 

P — dtl 

or,  l’élément  ds  d’un  arc  de  courbe  dans  l’espace  pouvant 
être  considéré  comme  une  droite  infiniment  petite  qui  au- 
rait dx , dy  et  dz  pour  projections  sur  les  axes  coordon- 
nés, cette  droite  aura  pour  expression  (art.  46) 


[/  dx 2 -f-  dy 2 dz2.- 

Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  précédente,  011  a 

v = ~ l/ dx2  -f-  dy2  -f  dz% 

ou  plutôt , en  remarquant  que  toutes  les  différentielles  se 
prennent  par  rapport  au  temps  , 


/ dx r2  dy 2 dz 2 

= V dt » ~*rdtï~^dë 


..  (181). 


A l’égard  des  angles  que  la  vitesse  fait  avec  les  axes  , 
soient  £,  y ces  angles,  ils  seront  déterminés  par  les 
équations 

dx 

COS  cc  : 


V cos 


dt  ’ 

dy 

dt’ 
dz 

y COS  y — — , 

dt 


333.  11  existe  une  méthode  plus  élégante  pour  déterminer 
la  vitesse.  En  effet,  si  l’on  multiplie  les  équations  (180),  la 
première  par  idx , la  seconde  par  idy,  et  la  troisième  par 
2 dz , et  qu’on  ajoute  les  résultats,  on  obtiendra 

2 dz.d'z  -h  2 dy.day  -f-  2 dx.d2x  „ . . v , , v 1 

-j—- = Z dz  + Y dy  -f-  \dx-, 
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observant  que  le  premier  membre  de  cette  équation  n’est 
autre  chose  que  la  différentielle  de  dz1  -j-  dy 2 -f-  dx*,  divi- 
sée par  dt*,  on  aura 


d (dz*  + dy a -M-O  _ 2 (2dz  + Y dy  -f  Xdx)  ; 
" dt 2 


remplaçant  ûfea-|- dy*-{-dx*  par  et  regardant  dt  comme 
constant,  on  trouvera  en  intégrant, 

~ - aAZdz  H-  T dy  + Xdx)  4-  C , 

ou  , en  mettant  la  valeur  v de  , 

7 dt 

v*=zQf{Zdz  + Ydy  + Xdx)  + G. ..  (182). 

334-  L’expression  de  la  vitesse  dépend  donc  de  l’intégra- 
tion de  la  formule 


f(Zdz  + Ydy  + Xdx)...  (i83). 

Lorsque  cette  intégration  est  possible,  en  l’effectuant,  on 
parviendra  à mettre  l’équation  (182)  sous  la  forme 

^2~2F(^,  y,  2,)  + (3...  (184). 

Pour  déterminer  la  constante,  il  faudra  connaître  la  vitesse 
du  mobile  à l’un  des  points  de  la  trajectoire.  Ainsi,  lors- 
qu’on sait  que  "V  est  la  vitesse  qui  correspond  aux  coordon- 
nées x — a , y = b , z~  c , on  a 


V2  = 2F  (a,  b j c)  + C. 

Tirant  de  cette  équation  la  valeur  de  C et  la  substituant 
dans  l’équation  (184),  on  obtiendra 

v*  — Ya  = 2F  (*  , y,  z)  —2F  (a,  by  c ). 

335.  On  peut  parvenir  à intégrer  la  formule  (i83)  dans 
le  cas  où  le  mobile  est  soumis  à une  force  d’attraction  diri- 
gée vers  un  point  fixe.  Pour  le  démontrer,  les  forces  qui 
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agissent  sur  le  mobile  se  réduisant,  dans  ce  cas,  à une  résul- 
tante unique  R qui  passe  par  le  centre  fixe,  et  qui,  agissant 
suivant  CM,  pourra  être  représentée  par  une  partie  quel- 
conque CD  de  cette  ligne  (fig.  i63)  ; prenons  ce  centre  pour  Fig. 
origine,  et  nommons  A sa  distance  au  point  M,  et  et,  y les 
angles  que  CM  = A fait  avec  les  axes  coordonnés,  la  résul- 
tante R formant  les  mêmes  angles,  dous  aurons 

X — R cos  * y Y = R cos  C , Z~R  cos  y , 

et  par  conséquent, 

X cos  et  Y cos  £ Z cos  y „ 

Y cos  £ ’ Z cos  y J X cos  * 

Or,  si  nous  appelons  x , y , z les  coordonnées  du  point  M 
où  le  mobile  est  situé,  nous  aurons 

X xzz.  A COS  ec , y—^  COS  £,  Z = X COS  y. 

On  tire  de  ces  équations  les  proportions 

x y \ z ! \ cos  u l cos  £ l cos  y ; 
d’où  l’on  déduit 

cos  a x cos  C y cos  y z 

cos  £ y ? cos  y z ’ cos  et  x ’ 

substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (i85),  on  aura 

yK.  — vY  — o , zY — yZ  ~ o , xZ  — zX  = o. 

Si  dans  ces  équations  on  met  pour  X,  Y,  Z leurs  valeurs 
données  par  les  équations  (180),  on  trouvera 
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Multipliant  par  dt  la  première  de  ce*  équations,  intégrant 
pai  parties  et  reduisant,fon  trouvera 


ydx  — xdy 

dTZ  = c---  (’86)- 


Opérant  de  la  même  manière  pour  les  autres  équations 
multipliées  par  dt , on  obtiendra  ces  résultats 

ydx  — xdy  = Ccfc, 

— ydz  = Ç/dt} 
xdz  — scfo  = CV/. 

Multipliant  chacune  de  ces  équations  par  la  variable  qu’elle 
ne  renferme  pas , et  les  ajoutant,  il  viendra 


ou  plutôt 


o — (C*  4-  c'a?  -f  c»  dt, 
Cz  -f-  C! x -f-  C'y  =.  o. 


Cette  équation  étant  celle  d’un  plan  qui  passe  par  l’ori- 
gme,  cest-a-dire  par  le  centre  d’attraction,  on  voit  que 
e mobile  se  meut  dans  une  courbe  plane.  C’est,  pourquoi , 
m 1 on  résout  de  nouveau  le  problème  en  plaçant  la  trajec- 
toire fans  le  p.an  des  x,  y , nous  ne  ferons  pas  usage  de 

1 équation  Z ~ } ni  des  quantités  Z et  s qui  sont  nulles; 

dous  aurons  seulement  à intégrer  l’équation  f 186)  que  nous 
écrirons  ainsi 

ydx  — xdy  ~ Qdt , 

et  l’on  en  déduira 

f(ydx  — X[1y)  = Ct  + C...  (,87). 

Pour  déterminer  cette  intégrale,  nous  remarquerons  que 
ydx  étant  l’élément  d’une  surface  courbe,  nous  pourrons 

Fi",  ,G1  SUpP°Sei'  C|UC  Cette  surface  est  comprise  entre  les  abscisses 
*-o  et  i-CP  (%.  164);  alors  l’expression  fydx  sera 
représentée  par  LCPM.  Si  nous  retranchons  de  cette  surface 
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îe  triangle,  CPM,  il  nous  restera 

secteur  LCM  aire  LCPM  — triangle  CPM  , 
ou 

XV 

secteur  LCM  = fydx — ; 

dilFérentiant  et  réduisant , on  trouvera 

7 T ydx  — xdy 

d.  secteur  LCM  • 

2 

intégrant  de  nouveau,  on  aura 

2 secteurs  LCM  = f(ydx  — xdy)  • 

par  conséquent  l’équation  (187)  revient  à celle-ci, 

2 secteurs  LCM  = C^.  . . (188). 

INous  supprimons  la  constante  C,  parce  que  nous  pouvons 
supposer  que  le  temps  commence  lorsque  le  mobile  est  en 
L,  cas  où  le  secteur  est  nul. 

Faisons  C — 2À , l’équation  (188)  deviendra 

secteur  LCM  = A / ; 

ce  qui  nous  apprend  que  lorsque  le  mobile,  sollicité  par 
une  force  qui  l’attire  vers  un  centre  C , décrit  la  courbe  LM, 
la  surface  du  secteur  LCM  est  proportionnelle  au  temps 
que  le  mobile  emploie  à parcourir  la  courbe.  Cette  pro- 
priété est  connue  sous  îe  nom  de  principe  des  aires. 

336.  La  formule  ( 1 83)  est  toujours  intégrable  lorsque 
les  forces  étant  dirigées  vers  des  centres  fixes,  sont  des 
fonct'ons  des  distances  du  centre  d’attraction  du  mobile  à 
ces  centres. 

Pour  le  démontrer,  soit  M (fig.  148)  le  centre  d’attraction  Fig.  148. 
d un  mobile  qui  serait  attiré  par  des  forces  P,  P/,  P”,  etc.  , 
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vers  les  centres  fixes  C,  C',  C" , etc.;  nommons 

x,  y,  z les  coordonnées  du  point  M, 

a , b , c les  coordonnées  du  centre  C , 

a , br , c les  coordonnées  du  centre  C', 

a" , b" } c"  les  coordonnées  du  centre  G", 

etc.  etc. 

P y P y P "y  e^c*  y ^es  distances  CM  , C'M , C 'M , etc. , 
ot , C , y les  angles  formés  par  p avec  les  axes  coordonnés, 
a',  £',  y les  angles  formés  par  p avec  les  axes  coordonnés, 
C",  y"  les  angles  formés  par  p"  avec  les  axes  coordonnés , 
etc.  etc. 

La  résultante  de  toutes  les  forces  attractives  aura  pour 
composantes,  suivant  les  axes  coordonnés, 

X — P cos  et  -\~V'  cos  a'  -j-  P"  cos  a"  -J-  etc.,  1 
T = P cos  £ -f-  Pr  cos  £'  -f-  P"  cos  £"  etc.,  > . . . (189). 

Z = P cos  y -f*  P'  cos  y -f-  Pw  cos  y"  -f-  etc.  J 

La  projection  de  la  droite  CM  sur  Paxe  des  x étant  repré- 
Pju.  ,(55.  sentée  dans  la  figure  i65  par  BD,  nous  avons 

BD  = AB  — AD; 

et  en  observant  que  AB  et  AD  ne  sont  autre  chose  que  les 
coordonnées  x et  ci  des  points  M et  C sur  l’axe  des  x , et 
que  BD  étant  la  projection  de  MC  sur  ce  même  axe , a 
pour  expression  analytique  p cos  u ; on  trouvera  , en  substi- 
tuant ces  valeurs  dans  l’équation  précédente  , 

p cos  <t=.  x — a ; 

ce  que  nous  disons  de  la  projection  de  MC  sur  l’un  des  axes 
pouvant  s’appliquer  aux  autres,  nous  aurons,  pour  déter- 
miner les  angles  et,  £,  y,  les  équations 

p cos  u ===  v — a , p cos  £ = y — b,  p cos  y =*  s — c 
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De  même  les  angles  «! , y,  etc.,  <*",  £",  y',  etc.,  seront 
donnés  par  les  équations 

r r f t fit  t j t t t 

p cos  et  = x — a , p cos  G = y — b , p cos  y — z — c , 

P coset  —X  a J p COS  b =J  — b , p cos  y = Z — c, 

etc.  etc.  etc. 

par  conséquent,  en  éliminant  ces  angles,  les  équations  (189) 
deviendront 

Y t>  *0  _|_  p'  (x—a)  p//  O"—  a) 


+ P' 


7, h etc. , 


Y 


= P + P'  4.  P*  + etc. , 

P P P 

T>  0 ~ c)  , TV  C2'  — C)  . !V/  C2-"—  c) 


+ P/ 


-f  P' 


-f-  etc. 


P P P 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  ( 1 B3) , on  obtiendra 


f(Xdx  -f-  Y dy  + Z dz) 


=/p( 


x — a . . j — 2 — c 


dx  -f- 


P 


dydr 


dz 


) 


, /x  — a T , y — b ir  z — c , A . 

' — 7 — (/x  -f- : — 7 — dz  ) -f-  etc. . . (190). 

P PP' 

Or,  les  distances  du  point  M aux  centres  C,  C , C",  etc.  , 
étant  données  par  les  équations 

(x  — ay  -j- (y  — b)&  + (z  — cY—p2, 

(V—  ay  + (/ — by  -f-  (z' — cy  = //a,  etc. , 

nous  trouverons,  après  avoir  differentié, 


x — a 7 , y — b 1 

- -f-  1 dy  -f- 

P 

x — a 


— tfc  7 1 y — b . , z — c , , , 

—7 — o.r  7 — «y  H dz  = dp' } etc. 

/J  P P 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  ( 190),  nous  ob- 


P 

z — c 


dp , 
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tiendrons 


fQLdx-^Ydy'-\-7i(lz)~f(Vdp-\~\:fdp-\-Y)lldpl'-\-elc.)..  -(191)  l 


et  comme,  par  hypothèse , P,  P',  P",  etc.,  sont  des  fonctions 
de  p , de  p\  de  p" , etc.,  l’expression  P dp  + P/ dp  -f-  etc.,  ne 
contiendra  qu’une  variable  dans  chacun  de  ses  termes,  et 
son  intégration  sera  ramenée  aux  quadratures. 

Observons  que  les  facteurs  dp,  dp  , etc.,  pourraient  être 
négatifs  si  quelques-unes  des  expressions  x — a,  y — b , 
5 — c\  x — a , y — b,  etc.,  devenaient  a — x , b — y , 
c — z)  a — x ' , b - — y , etc. 

337.  Pour  donner  une  application  de  ce  théorème,  cher- 
chons à déterminer  la  vitesse  dans  le  mouvement  d’un  corps 
qui  serait  attiré  vers  un  seul  centre  fixe  par  une  force  P qui 
agirait  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  du  centre 
d’attraction  du  mobile  au  point  fixe.  Plaçons  l’axe  des  z sur 
la  direction  de  cette  force  ; et  pour  qu’elle  augmente  en 
même  temps  que  z,  disposons  les  axes  coordonnés  comme 
66.  dans  la  figure  166,  nous  aurons 

p — ÀC  — AM  — c — z,  donc  dp  — — dz. 

Nommons  g l’effet  de  la  force  P à la  distance  r du  point  C , 
et  P son  effet  à la  distance  p , nous  aurons  la  proportion 


d on  nous  tirerons 


1 1 

Cf  • P • • — • 

r~  pi 


crj 


fi 


.2.  > 


la  valeur  de  dp  étant  négative,  P dp  devra  être  remplacé 
par  — dp,  intégrant,  nous  réduirons  l’équation  (191)  à 

+ Ydy  + Z dz)  =g-j. 

Substituant  cette  valeur  dans  la  formule  (182),  nous 


obtiendrons 
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Pour  déterminer  la  constante,  nous  supposerons  que  le  mo- 
bile IM  commence  à se  mouvoir  en  un  point  dont  la  dis- 
tance p au  centre  C soit  a : alors  la  vitesse  sera  nulle  en  ce 
point,  et  nous  aurons 


o = C 2 — 
a 


par  conséquent  l’équation  (192)  deviendra 


V*  2 gr2 

Si  l’on  prend  a pour  unité  de  distance,  la  valeur  de  -c2  ne 
différera  pas  de  celle  que  nous  avons  déterminée,  art.  3r5. 

338.  Pour  première  application  des  formules  (180),  cher- 
chons la  trajectoire  d’un  point  matériel  qui  se  meut  dans 
l’espace  en  vertu  d une  impulsion  unique.  Dans  ce  cas,  les 
forces  accélératrices  sont  nulîes;  ainsi  nous  avons 

X = o,  Y = o,  Z — o, 
et  les  équations  (180)  se  réduisent  à 


d*z 
dt 2 


multipliant  par  dt,  elles  deviennent 


d2z d2y d2x 

dt  ° ’ dt  ° ’ dt 


Les  intégrales  de  ces  équations  seront 

dz 

1t  ~~  : 


dy  . dx 

— , dt—a...  (190). 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (181),  nous  trou- 


verons 


2o6  dynamique. 

v = y/ a2  -f-  b"1  -f-  c2  = constante; 

donc  en  appelant  A cette  constante, 

ds 
~dt 

et  par  conséquent, 


A, 


s A if  -f-  B j 

d’où  il  suit  que  le  mouvement  est  uniforme. 

Ce  mouvement  s’effectue  en  ligne  droite;  car  les  équations 
(193)  multipliées  par  cfc étant  intégrées,  donnent 

z — et  -f-  c,  y = ht  -f-  b' y x — at  a'\ 

éliminant  t,  on  trouve 


b z b'c  • — bc 

y — --  H — 


az  a c — 

x — — ! 

c c 


ac 


On  reconnaît  dans  ces  équations  celles  d’une  ligne  droite 
dans  l’espace. 


Du  mouvement  d’un  point  matériel  assujetti  à se 
mouvoir  sur  une  courbe  donnée . 

\ 

Fig.  167.  339.  Lorsqu’un  point  matériel  m (fig.  167)  sans  pesan- 

teur est  assujetti  à se  mouvoir  sur  une  courbe  en  vertu  d’une 
force  d’impulsion  K,  si  l’on  décompose  K en  deux  forces, 
l’une  mN  = K/  normale  à la  courbe,  et  l’autre  nïT  = K" 
tangente  à la  courbe,  la  force  normale  sera  détruite  par 
la  résistance  de  cette  courbe,  et  la  force  dirigée  suivant  la 
tangente  aura  seule  son  effet. 

En  considérant  la  courbe  comme  un  polygone  mmm’m" , 
Fig.  iGS.  etc. , (fig.  168)  d’un  nombre  infini  de  côtés,  l’angle  tin  m!' 
formé  par  le  prolongement  du  côté  mm  avec  le  côté  sui- 
vant mm" , est  appelé  \ angle  de  contingence;  nous  le  re- 
présenterons par  a : le  plan  tmm"  est  le  plan  osculateur  au 
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point  m j ce  plan,  clans  les  courbes  planes  , est  celui  de  la 
courbe. 

Le  mobile  m , sollicité  par  la  force  K , reçoit  une  vitesse 
primitive  p qui  lui  fera  décrire  le  côté  mm!  -,  mais  lorsqu’il 
sera  arrivé  en  il  se  détournera  pour  parcourir  mm'\ 
Dans  ce  passage , il  perdra  une  vitesse  que  nous  allons 
évaluer. 

Pour  cet  effet,  représentons  la  vitesse  p par  la  droite 
mq.  Si  nous  décomposons  m q en  deux  vitesses,  l’une  m! ri 
dirigée  suivant  le  côté  m! m!1 , et  l’autre  ml  perpendiculaire 
à ce  côté,  nous  aurons 

ml  = m!  q sin  tm  m" , mn  ~ m q cos  tmm", 
ou 

ni  l — p sin  co , m'n  — p cos  a, 

La  composante  p sin  a étant  détruite  par  la  résistance  du 
polvgone , la  vitesse  p sera  réduite  à p cos  co  ; par  conséquent 
la  vitesse  perdue  qui  est  égale  à la  vitesse  primitive  moins 
la  vitesse  actuelle,  sera  exprimée  par  p — p cos  a ; ou,  ce 
qui  est  la  même  chose , par  p (1  — cos  a ). 

Quand  au  lieu  d’un  polygone  on  a une  courbe,  l’angle 
tm! m"  devient  infiniment  petit.  Dans  ce  cas,  la  vitesse 
p (1  — cos  a)  est  un  infiniment  petit  du  second  ordre. 

Pour  s’en  convaincre,  il  suffit  de  remarquer  que  1 — cos<y 
représentant  le  sinus  verse  DB  (fig.  169)  de  l’angle  a mesuré  P 
par  l’arc  CB , nous  avons 

ad  : cd  ::  cd  : db. 

Or,  quand  un  arc  CB  est  infiniment  petit,  il  en  est  de 
même  de  CD;  et  puisque  CD  est  infiniment  petit  à l’égard 
de  AD,  il  faut,  en  vertu  de  la  proportion  précédente,  que 
DB  soit  aussi  infiniment  petit  à l’égard  de  CD,  c’est-à-dire 
soit  un  infiniment  petit  du  second  ordre.  Ainsi  la  vitesse  qui 
est  perdue  par  chaque  côté  infiniment  petit  du  polygone , 
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étant  nn  infiniment  petit  d'un  ordre  inférieur,  doit  être 
négligée  devant  la  vitesse  v cos  &>  qui  est  un  infiniment  petit 
du  premier  ordre.  D’où  l’on  peut  conclure  que  le  mobile  qui 
parcourt  la  courbe  conserve  toujours  toute  la  vitesse  qui 
lui  a été  imprimée  lorsqu’il  s’est  mis  en  mouvement. 

34o.  Quant  à le  force  v sin  &>  qui  presse  la  courbe  et  qui 
est  détruite  par  sa  résistance,  cette  force  varie  à chaque 
élément,  puisque  sin  co  change  continuellement*,  par  consé- 
quent on  peut  la  considérer  comme  une  force  accélératrice 
qui  agirait  sur  le  mobile. 

Si,  outre  cette  force,  il  y avait  plusieurs  forces  accélé- 
ratrices appliquées  au  point  m , en  les  décomposant  de  la 
même  manière,  on  devrait  ajouter  à v sin  a toutes  les  com- 
posantes normales  de  ces  forces  accélératrices. 


34ï.  Imaginons  au  point  m (fig.  167)  une  force  nor- 
male N,  directement  opposée  et  égale  à la  résultante  de 
toutes  ces  forces  ; la  résistance  que  la  courbe  leur  oppose 
sera  mesurée  par  N.  Nommons  € , y les  angles  que  cette 
force  accélératrice  normale  fait  avec  les  trois  axes;  les  com- 
posantes de  N suivant  ces  as  es,  seront  respectivement 


N cos  u , N cos  C,  N cos  y, 

et  devront  s’ajouter  aux  forces  accélératrices  X,  Y,  Z 
dans  les  équations  (180)  du  mouvement  ; de  sorte  que  nous 
aurons 

&x  T 1 

ær  = i.  + Ncos- 

— Y + N cos  ? )...  (i94). 

d°z  „ , 

5-  = Z+Nco.?y 

A ces  équations  nous  en  réunirons  deux  autres  qui  ré- 
sultent des  relations  nécessaires  qui  existent  entre  les  angles 
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«,  C et  y ; la  première  de  ces  équations  est 

cos2«  + oos2  S 4-  cos5  y = x.  . .(ig5). 

A 1 égard  de  la  seconde,  nous  observerons  que  lorsque  deux 
droites  qui  sont  à angles  droits  dans  l’espace  forment  avec 
les  axes  coordonnés  des  angles  «,  C,  y et  cl',  C , y',  on  a , 
d’après  les  principes  de  la  Géométrie  analytique , 

COS  « COS  <S  -f-  COS  Ç cos  ’O  -f-  cos  y cos  y = O (*)  , 

Dans  le  cas  présent,  cette  équation  subsiste  entre  la  tan- 
gente et  la  normale;  car  «t,  Q,  y étant  les  angles  formés  par 
la  normale  N avec  les  axes  coordonnés  , cette  normale  est 
perpendiculaire  à la  tangente  en  m,  qui  fait  avec  les  axes 
coordonnés  des  angles  que  nous  pourrons  représenter  par 

“ ■ S , y ; ces  angles  x , £',  y étant  aussi  ceux  que  l’élément 
de  la  courbe  forme  avec  les  axes,  on  a 


c dx  -, 


dy 

ds  ’ 


dz 
~ds  ’ 


substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  précédente,  il 
viendra 

dx  dy  . dz 

Ts' cos * + ^-cos * + ^-cos y = o. . . (i96). 

342.  Pour  déterminer  la  vitesse,  on  multipliera  les  équa- 
tions (194),  la  première  par  2 dx , la  seconde  par  2 dy,  et 
la  troisième  par  2 dz,  et  en  les  ajoutant  on  obtiendra  ? 

2dx  3? + 2dy  dt~+2dz  jê = 2 <x dx  + YdJ  + z dz) 

-f-  2N  {dx  cos  « + dy  COS  dz  cos  y). 

Le  dernier  terme  de  cette  équation  doit  être  supprimé  à 


t ) G est  1 équation  de  l’art.  léfL  qui  a etc  démontrée  art.  i$3. 
E té  ni.  de  Mécanique.  izj\ 
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cause  de  la  relation  suivante, 

dx  dy  * dz  __ 

-Z-  COS  es.  T CÛS  ^ TT  cos  V — 

ds  ds  ds 

il  nous  restera 

idx  JX-  + 2 dy  J-  2 (Xdx  + Y dy  + Z dz), 

ou  plutôt 

<*(<*«• +‘*E±_g? = 2 {xdx + Ydy + Uz)' 

dt% 

Remplaçant  la  somme  des  carrés  des  différentielles  des 
variables  par  dsa  et  intégrant  , nous  obtiendrons 

;rr  2 fÇ^dx  -f*  Yt/y  -4-  Zjdz) , 

OU  ' 

v2  = o.J'ÇK.dx  -f-  Y t/y  -f-  2i^s)  • • • ( 1 97)  * 

343.  Appliquons  ces  formules,  au  cas  où  les  forces  accé- 
lératrices sont  nulles j on  a alors 

X = o,  Y = o,  Z = o, 

et  par  conséquent , 

=3  constante. 

Ainsi,  un  corps  sans  pesanteur  qui  se  mouvrait  sur  une 
courbe,  conserverait  toujours  la  meme  vitesse.  C est  ce 
que  nous  avons  déjà  prouvé  dans  Thypotlièse  où  le  point 
qui  est  mis  en  mouvement  serait  libre,  art.  334- 

344.  Supposons  maintenant  que  le  mobile  qui  glisse  sur 
la  courbe  soit  un  corps  pesant,  nous  aurons  dans  ce  cas 

X = o,  Y = o , Z =g, 

et  alors  réquation  (197)  se  réduit  à 
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V*  = zfgdz  — 2gz  4 c. 

Si  v devient  Y quand  z,  est  nul,  nous  aurons 

Y3  = C. 

Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  précédente , nous 
obtiendrons 

V*  = 2 gz  4 Y3; 

d’ou  nous  tirerons 

*'  = (>98). 

Cette  équation  donne  la  vitesse , indépendamment  des  re- 
lations qui  peuvent  exister  entre  les  coordonnées  x,  y z- 

par  conséquent  cette  vitesse  a lieu  quelle  que  soit  la  forme 
de  la  courbe. 

L équation  que  nous  venons  d’obtenir  pour  déterminer 
a vitesse  ne  sulïit  pas  lorsqu’on  veut  connaître  le  temps 
et  l’espace-  car  en  y mettant  la  valeur  de  on  a 

ds  ; 

di=  ^ 


on  tire  de  cette  équation 


dt  = 


ds 


V / 2 g z 4 Y3 


•••  (*99) > 


et  en  mettant  la  valeur  de  ds  (note  de  la  page  97) , nous 
aurons 

V dx*  4 ‘ dy 3 -f-  dz* 


dt 


- • • . (200^ . 


V / igz  4 Y3 

Or,  pour  intégrer,  il  faut  qu’au  moyen  des  équations  de 
la  courbe,  on  puisse  réduire  cette  dernière  à n’avoir  que 

deux  \ai  iables;  car  supposons  que  les  équations  de  la  courbe 
soient 
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/(*,z)  = o,  <p(y,  z)  = °...  (201). 

Si , à l’aide  de  ces  équations  et  de  la  précédente,  on  parvient 
à éliminer  deux  des  variables  x , y,z,  il  ne  s’agira  plus  que 
d’intégrer  une  équation  entre  dt  et  l’une  des  coordonnées 
du  point  matériel. 

345.  Par  exemple,  si  la  courbe,  et  ce  mot  est  pris  dans 
toute  son  acception,  est  une  droite  située  dans  l’espace,  les 
équations  (201)  sont  alors  de  la  forme 

x — <22  *4-  «4 , y=bz-\~$.  • • (202); 

on  en  tirera 

dx  = adz  , ciy  = baz  \ 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (200)  , on  la 

convertira  en  

dz  \/  a?  -f-  b'2  -f-  1 
dt  :=  rr~  » 

V 2£Z  + V2 

Si  le  corps  part  du  repos,  la  vitesse  initiale  est  nulle,  et 
l’on  a,  en  divisant  par  le  radical  du  numérateur, 

dt  dz  m 

\/ a* V 2gz 

intégrant,  on  trouvera 

t — l/aja.  ■ - (2o3). 

{/  a?  + b*  + 1 & 

346.  Pour  obtenir  l’espace  parcouru , nous  remplacerons  le 
radical  supérieur  de  l’équation  (200)  par  ds,  et  supprimant 
■y  qui  est  nul  dans  notre  "hypothèse,  nous  réduirons  cette 

équation  à 

ds  . 

dt~~  V*8Zy 

éliminant  2 de  cette  équation  à l’aide  de  l’équation  (200)  , 
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nous  trouverons 


ds 


gt  dt 


[/a*  + Z>2-+-  i 


~h  Cg  dt , 


et  en  intégrant , 


CL 


2 + b*  + i 


-f-  Ç gt  + C ; 


ce  qui  montre  que  ce  mouvement  est  le  même  que  celui 
d’un  corps  qui  descendrait  le  long  d’un  plan  incliné  , 
comme  on  devait  s’y  attendre. 

3q7*  Enfin,  si  l’on  demandait  quelles  sont  les  valeurs  de 
chacune  des  trois  coordonnées  x,  y et  s,  en  fonction  du 
temps,  la  dernière  est  déjà  donnée  par  l’équation  (2o3);  et 
à l’aide  de  cette  équation  et  des  équations  (202) , on  dé- 
terminerait a:  et  y'  en  fonction  de  t. 

348.  Lorsque,  comme  dans  le  cas  présent,  la  courbe  sur 
laquelle  se  meut  le  point  matériel  est  plane,  et  renferme 
les  forces  accélératrices  , en  plaçant  dans  le  plan  de  cette 
courbe  les  axes  coordonnés  que  nous  supposerons  être  ceux 
des  x et  des  y , la  troisième  des  équations  ( 194  ) cessera 
d’exister,  et  les  équations  (195)  et  (196)  se  réduiront  à 


COS2  CL  4-  COS2  £ =r  I , 


dx  dy  r 

— COS  U y-  -y-  COS  b = O J 
ds  ds 


et  au  Heu  des  deux  équations  de  la  courbe,  nous  n’en  au- 
rons plus  qu’une  seule,  qui  sera  de  la  forme 


y =zfx. 

349-  La  vitesse  donnée  par  l’équation  (198)  étant  déter- 
* minée  sans  qu’il  soit  besoin  de  faire  usage  des  équations 
(201  ) , concluons  que  la  vitesse  ne  dépend  point  de  la 
forme  de  la  courbe  , mais  de  son  ordonnée  verticale.  Par 
conséquent,  si,  à partir  du  point  O (fi g.  170)  où  z~  o Fig.  170 
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70.  et  v = V,  on  mène  divers  arcs  de  courbe  OM , OM'  r 
OM",  etc.  , qui  se  terminent  au  plan  horizontal  RL  j 
toutes  les  ordonnées  2 de  ces  points  étant  égales,  il  s’en- 
suit qu’en  faisant  partir  du  point  O différens  mobiles  avec 
la  même  vitesse  V,  ils  auront  acquis  des  vitesses  égales  lors- 
qu’ils seront  arrivés  aux  points  M,  M/,  M",  etc.,  situés 
sur  le  pian  horizontal. 

350.  En  général,  quel  que  soit  le  nombre  de  forces  ac- 
célératrices, lorsque  l’équation  est  intégrable,  011  peut  dé- 
terminer v sans  qu’il  soit  nécessaire  d’assigner  la  courbe. 
En  effet,  si,  d’après  la  nature  des  forces  accélératrices,  on 
met  dans  l’équation  (197)  les  valeurs  de  X , de  Y et  de  Z, 
en  fonction  des  coordonnées  x , y,  z , et  que  l’expression 

f {\~dx  -{■*  N rfy  -f-  Zdz ) 

soit  intégrable,  nous  pourrons  la  représenter  par 

/0>  y y z)> 

et  alors  l’équation  (197)  deviendra 

^ — 2/0,  y,  z ) +C'. 

Appelant  f {a , b , c)  ce  que  devient  f(x,  y,  z ) lorsque 
v — o , on  aura 

*'*=2 f{x,  y , 2)  — 2/0,  b,  c ), 

expression  qui  ne  dépend  que  des  coordonnées  des  points 
x}  y 7 z et  a , b , c. 

351.  Nous  avons  vu  que  la  force  normale  N dérivait  des 
composantes  des  forces  accélératrices , prises  dans  le  sens 
de  la  normale  à la  courbe , et  de  la  force  normale  pro- 
duite par  la  vitesse.  Pour  évaluer  cette  dernière  force  , 

171.  abaissons  les  perpendiculaires  on,  on  (fig.  171)  sur  les 
milieux  des  côtés  égaux  consécutifs  mm , mm'  d’un  poly- 
gone d’un  très  grand  nombre  de  côtés  , l’angle  tmm  formé 
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par  l’uu  de  ces  côtés  et  le  prolongement  de  l’autre , sera 
l’angle  que  nous  avons  représenté  par  a.  Or,  les  angles  n et 
ri  du  quadrilatère  nourri  étant  droits,  on  aura 

no  ri  -j~  nrriri  — 2 angles  droits  — trri  m"  uni  ri  ; 

/ 

donc 

trri m , ou  ai  = non'  — 2 nom  . 

La  petitesse  de  l’angle  nom  qui  est  mesuré  par  l’arc  qui 
lui  correspond,  permet  de  prendre  le  sinus  à la  place 


de  l’arc  , et  comme  ce  sinus  est  exprimé  par 


ni  n 


rn  o 


ou 


rri  n 


plutôt  par  , puisque  les  droites  m o et  no  sont  cen- 


no 


sées  égales,  nous  trouverons 


Où 


im  n 


no 


mm 


no 


en  passant  du  polygone  à la  courbe  qui  en  est  la  limite  , 
le  côté  mm  deviendra  l’élément  de  la  courbe,  et  no  son 
rayon  de  courbure;  par  conséquent  l’expression  précédente 
se  changera  en 

ds 


ai 


Nommons  <p  la  force  accélératrice  qui  dérive  des  com- 
posantes normales  de  la  vitesse  : comme  toute  force  ac- 
célératrice est  représentée  par  l’élément  de  la  vitesse  , di- 
visé par  celui  du  temps , et  que  dans  notre  cas  l’élément 
de  la  vitesse  est  v sin  a , nous  aurons 


<P 


v sin  où 


dt 


ou,  parce  que  tout  arc  infiniment  petit  peut  être  substi- 
tué à son  sinus , cette  expression  deviendra 
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2,ï6 


va 


remplaçant  a par  sa  valeur  que  nous  venons  de  trouver  % 
nous  aurons 


v ds 


ou 


A l’égard  de  la  pression  normale  qui  résulte  des  autres 
forces  , on  la  déterminera  par  le  parallélogramme  des 
forces. 

352.  Supposons,  par  exemple,  que  la  courbe  soit  plane, 
et  que  les  forces  qui  sont  appliquées  au  mobile  agissent 
dans  le  plan  de  la  courbe  , on  réduira  toutes  les  forces  à 
une  seule  R dirigée  dans  ce  plan  ; et  en  nommant  & l’angle 
que  cette  force  fait  avec  la  normale , on  aura  R cos  6 pour 
la  composante  de  R suivant  cette  normale.  Si  cette  force 
agit  contre  la  courbe , elle  sera  en  sens  contraire  de  la 

force  — qui  presse  le  point  matériel  sur  la  courbe,  ou  , 

ce  qui  est  la  même  chose,  qui  tend  à l’éloigner  du  centre j 
nous  aurons  donc,  dans  ce  cas , 

N = — — R cos  6. 

y 


Du  mouvement  d’un  point  matériel  assujetti  à se  mouvoir 

sur  une  surface  courbe . 

353.  Lorsqu’un  point  materiel  qui  ne  peut  se  mouvoir  que  sur  une 
surface  courbe  est  soumis  h l’action  de  plusieurs  forces  accélératrices, 
ces  forces  variables,  et  celles  qui  proviennent  de  la  vitesse  initiale,  au- 
ront une  résultante  qui  devra  être  détruite  par  la  résistance  qu’oppose 
la  surface  j si  nous  désignons  donc  par  N cette  résistance,  on  pourra  re- 
garder le  point  matériel  comme  libre,  pourvu  que,  dans  les  équations 
fr8o),  on  fasse  entrer  les  composantes  de  N.  Pour  cela,  nommons  a, 
C,  y les  angles  que  cette  force  fait  avec  les  axes  coordonnés,  ses  com- 
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posantes,  suivant  ces  axes,  auront  pour  expressions  N cos  et , N cosC", 
et  N cos-p;  par  conséquent,  les  équations  du  mouvement  demandé  se- 
ront 


dt: 


— X -f-  N cos  et 


d*Y 

~ = Y + N cos  C 
tlt 3 


d*z 

dt* 


— Z -}-  N cos  y 


On  connaîtra  les  angles  ce,  C,  y , lorsque  l’équation  Lr=o  de  la  surface 
courbe  sera  donnée  5 en  effet,  nous  avons  vu,  art.  62,  qu’on  déduisait  de 
cette  équation  (*), 

dL 

dx 

_ j 


COS  et  — 


O'*©"*© 


cos  C = 


dL 

dy 


v'S)’+  C 


cos  ■)/  — 


)■*(£)■ 

r/L 

dz 


y/(£ï  <%)'*(%) 


Pour  simplifier,  faisons,  comme  dans  Part.  62, 

1 


4 //^Ln3  /</L\3  /dLv 

v u?) + (57) + ( 


— V. 


\dy  J 

Les  équations  précédentes  deviendront 


dz  ) 


xr  dL  dL  dL 

cos  et  — Y , cos  Ç — — , cos  -y  = V — : 

dx  dy  dz 


(*)  Nous  supprimons  les  accents  qui  affectaient  x , y,  z,  dans  les 
équations  de  Part.  62,  parce  que  nous  sommes  libres  d’admettre  que  le 
point  d’application  de  la  force  N,  au  lieu  d’ètre  représenté  par  x',  z , 
le  soit  par  x , y,  z. 
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et  comme  le  radical  comporte  le  double  signe,  il  ne  faudra  pas  oublier 
qu’il  en  sera  de  meme  de  V.  Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations 
(204) , on  aura 


(2o5). 


Eliminant  N entre  ces  e'quations  , V disparaîtra  en  même  temps,  et  l’on 
obtiendra  deux  équations  qui , jointes  h L = o,  détermineront  les  coor- 
données du  mobile  eu  fonction  du  temps. 

354.  Prenons  pour  exemple  le  mouvement  d’un  point  matériel  sur  une 
sphère  ; plaçons  l’origine  des  coordonnées  au  centre,  mettons  le  plan  des 
x,  y dans  une  position  horizontale,  et  enfin  menons  l’axe  des  z positifs 
dans  la  partie  située  au-dessous  du  plan  des  x,yj  par  cette  disposition 
de  l’axe  des  z,  les  ordonnées  positives  z auront  le  meme  signe  que  la 
pesanteur.  Cela  posé,  l’équation  de  la  sphère  étant 

x3  ~hy2 z3  — a3 . . . (206), 
nous  en  déduirons,  par  la  différentiation  , 


xdx  ydy  -j-  zdz  — o . . . (207)  ; 


par  conséquent , nous  aurons 


dL 

dx 


dL 

dy 


dL 

dz 


= y,  -r-=zz  et  V — 


1 

a 


\/ x3  ~hy'2  ~h  z2 

D\in  autre  côté,  la  seule  force  accélératrice  qui  existe  ici  étant  g , nous 
avons 

X = o,  Y = o,  Z = £i 

ces  valeurs  réduisent  les  équations  (2o5)  à 

d2x  x d2y  x y d3z  , tvt  z , 

-7—  — N - , = N , -7—  = ff  + N (208). 

dt3  a dt3  a dt3  ° a 

Pour  éliminer  IN  entre  ces  équations,  il  suffira  des  deux  premières,  et  de 
multiplier  l’une  et  l’autre  par  la  variable  qu’elle  ne  renferme  pas;  opérant 
ainsi,  prenant  la  différence  des  résultats,  et  supprimant  un  des  facteurs, 
de  dt3,  on  trouvera 


yd3x  — xd3y 
dt 


o . 


d ( ydx  — xdy) 

ou  — ^ j — = o; 

dt 


intégrant,  eu  traitant  dt  comme  enstant , on  trouvera 
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ydx  — xdy  = C dt . . . (20g). 

Pour  avoir  une  seconde  équation  parce  que  celle-ci  contient  trois  va- 
riables , on  multipliera  chacune  des  trois  équations  (208)  par  la  diffé- 
rentielle de  la  variable  qu’elle  contient,  et  l’on  obtiendra 


dxd2x  -f-  dyd2dy  -f-  dzd2z 
dt 2 


N 


— gdz  -j (xdx  -hydy  -h  zdz)  — o ; 


a 


et  comme  la  quantité  qui  est  renfermée  entre  les  parenthèses  est  nulle, 
en  vertu  de  l’équation  (207) , le  résultat  que  nous  venons  d’obtenir  se 
réduit  à 


dxd2x  -f-  dyd2y  -f-  dzd*z 
dt * 


multipliant  par  2 et  intégrant,  on  a 


dx 2 -f-  dy 2 -4 - dz 2 
dt* 


2gZ  -f-  C'.-  • (210). 


C’est  entre  cette  équation  et  les  équations  (206)  et  (209)  qu’il  faut  éli- 
miner deux  des  variables  x , y et  z pour  que  l’intégration  en  s’effectuant 
puisse  nous  donner  l’autre  variable  en  fonction  du  temps  j mais  avant 
que  de  procéder  à cette  élimination,  on  entrevoit  déjà  que  le  résultat 
qu’on  obtiendra  sera  indépendant  de  la  force  normale  N qui  a disparu 
de  ces  équations. 

355.  En  considérant  l’équation  (210),  il  est  facile  de  voir  que  puis- 
qu’elle 11e  contient  dans  son  second  membre  d’antre  variable  que  2,  la 
séparation  des  variables  x , y,  z s’effectuerait  si  l’on  pouvait,  à laide  des 
équations  (206)  et  (209),  déterminer  les  valeurs  de  dx2  -f-  dy2  en  fonc- 
tion de  2 , pour  la  substituer  dans  le  premier  membre  de  l’équation 
(210).  Or,  l’équation  (207)  qui  dérive  de  (206),  et  l’équation  (209),  éle- 
vées au  carré,  nous  donnent 

x3dx2  -f-  ixydxdy'  -f-  y2dy 2 = z2dz2  , 
y2dx2  — ixydxdy  -f-  x2dy3  z=zC*dt*  ; 

et  l’on  voit  que  le  terme  en  dxdy  disparaîtra  du  résultat  en  ajoutant 
ensemble  ces  équations.  Effectuant  donc  cette  opération,  on  trouve 

(x  2 - h y 2)  dx2  -f-  (x2  -f- U2)  dy2  = C 2dt2  -f-  z2dz2  , 

ou  plutôt 

(a  1 -f-jy2)  ( dx 2 -f  dy2)  — C2dt2  -h  z2dz2j 

mettant  dans  cette  équation  la  valeur  de  r*~hy*  tirée  de  l’équat.  (20G), 
on  obtient  enfin 
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, . C2dl2  -hz2dz2 

dx 2 -f-  dy  '1  — : 

^ a2 — 22 

substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (210),  et  supprimant  les  terme* 
z2dz2  qui  se  détruisent,  il  viendra 

adz 


dt  — 


\/(a3  — z2)  (2 gz  -f-  C')  — C2 


...  (21 1). 


L’intégrale  de  cette  équation , qui  ne  pourra  se  déterminer  que  par  ap- 
proximation, donnera  la  valeur  de  z en  fonction  du  temps. 

356.  Pour  trouver  les  autres  variables  en  fonction  du  temps,  soit  ft  la 
valeur  approximative  de  2,  fournie  par  Tequation  précédente;  on  pourrait 
bien  la  substituer  dans  Pe'quation  (210),  et,  en  combinant  ensuite  cette 
nouvelle  équation  avec  celle  qui  est  désignée  par  (209),  obtenir  deux 
équations,  Tune  en  x et  en  t , et  l’autre  en  y et  en  t • mais  alors  les  va- 
riables x et  t dans  la  première,  et  y et  t dans  la  seconde,  ne  seraient 
pas  séparées.  C’est  à cause  de  cet  inconvénient  qu’on  emploie  cet  autre 
moyen  pour  parvenir  aux  valeurs  de  x et  de  y en  fonction  de  t. 

Fig. 1^2.  Soient  AC  = x ( fig.  172),  DC  mD  = 2 , les  trois  coordonnées. 

du  point  m de  la  splière  où  se  trouve  le  mobile  ; si,  pour  une  valeur  de 
2,  on  donnait  l’angle  CAD  que  fait  la  projection  AD  de  la  droite  Am 
avec  l’axe  des  x , il  serait  facile  de  déterminer  jet  f en  2.  En  effet,  nom- 
mons ô Pangle  CAD , comme  Am  est  égal  [au  rayon  a de  la  sphère,  nous 
avons  évidemment  AD  =2  \/ a2  — 22;  et  le  triangle  ACD  rectangle  en 
C , nous  donne 


AC  — AD  cos  CAD,  CD  = AC  sin  CAD , 
ou 

x =.  \/ a2  — 2 2 .cos  0 , y — |/  a2  — 2 2 .sin  9 ...  (21 2)  ; 

ces  deux  équations  établissant  une  relation  entre  les  variables  x,  y,  2, 
tiennent  la  place  de  celle  de  la  sphère , qu’on  obtiendra  en  ajoutant  la 
somme  de  leurs  carrés.  A la  vérité,  nous  avons  la  nouvelle  variable  6; 
mais  aussi  nous  introduisons  dant  le  calcul  une  équation  de  plus. 

En  différentiant  les  équations  (212),  nous  trouverons 

dx  — — sin  9c?ô  \/ a2  — 22 - cos  S 

V a 2 — 2 2 

dyz=  cos  ùdù  \/ a2  — 22 ~==  sin  0 

\/  a2  — z2 

multipliant  les  équations  (2i3)  l’une  par  la  seconde  des  équations  (212), 
et  l’autre  par  la  première  de  ces  équations  , et  prenant  la  différence  des 
résultats,  on  trouve 

ydx  — xdy  =2  — (a2  — z2)  (sin2  S -f-  cos2  0)  dû  , 
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ou  plutôt , parce  que  sin2  0 -f-  cos2  0 équivaut  b l'unité, 

ydx  — xdy  = (za  — a2)  dQ. 

Substituant  cette  valeur  dans  l’equation  (209),  on  obtient 


et  par  conséquent 


(z2  — a1)  r/0  = C dt. 


remplaçant  dt  par  sa  valeur  , tirée  de  l’equation  (21 1) , on  obtient  enfin 
..  ciC,dz 

dù  — — ■■  1 • — » 

(z*  — n2)  {/ (a2  — z2;  ( 2 gz  -f-  C')  — C2 

Cette  équation,  intégrée  par  approximation,  fera  connaître  la  valeur  de 
0;  on  en  déduira  ensuite  celles  de  cos  0 et  desin  0,  qui,  étant  substituées 
dans  les  équations  (212),  détermineront  les  valeurs  de  x et  de  y en 
fonction  de  z,  et  par  conséquent  du  temps  dont  z est  une  fonction. 

357.  L’équation  (210)  détermine  la  vilesse  indépendamment  de  la 
force  normale  Nj  car  la  somme  des  carrés  des  différentielles  étant  égale 
au  carré  de  ds  , cette  équation  nous  donne 


ds * 

*7  = ^+ c 


ou 

c2  — 2#z  -f-  C'; 

et  par  conséquent 

v — \/ 2gz  -h  C'. 

Mais  si  l’on  demande  la  valeur  de  cette  force  N,  il  faut  recourir 
aux  équations  (208);  on  les  multipliera  respectivement  par  x,  par  y 
et  par  z,  et  en  réunissant  les  produits,  on  obtiendra 


xd*x  -h  yd*y  -f-  zd*z  N.  . , . , 

• =sz  + - (-r2  +ra  -f-*2)—  (214)» 


a 


Or,  la  différentielle  de  l’équation  (207),  c’est-li-dire  l’équation. 
d ( xdx  + y dy  -f-  zdz ) = o,  nous  donne 

xd*x  -f-  yd2y  -f-  zd*z  ( dx 2 -f-  dy 2 -f*  r/z2) 

dO  do 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (214),  en  remplaçant  xa-f-y3-j~za 
par  a2,  cette  équation  deviendra 


p2. 


et  par  conséquent 


p-a  rrr  gz  -f-  Nfl  , 

-f -gz  . 


N = — 


a 
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358.  Ici  nous  trouvons  N négatif,  parce  que  des  deux  valeurs  dont 
Y était  susceptible,  ayant  adopte  arbitrairement  la  positive  dans  les 
équations  (2o5),  cela  est  en  contradiction  avec  la  supposition  que  la  force 
normale  IN  porte  le  même  signe  que  les  z positifs.  Pour  lever  cette 
difficulté,  nous  disposerons  donc  de  la  faculté  que  nous  avons  de  choi- 
sir le  signe  de  Y,  en  lui  donnant  le  signe  négatif  dans  les  ëquat.  (2o5), 
ce  qui  nous  conduira  à ce  résultat 


a 


Du  mouvement  d'un  point  matériel  sur  la 

Cjcloïde. 

35g.  Supposons  qu’un  point  matériel  M qui  se  meut 
sur  la  cycloïde  parte  du  repos;  la  Yitesse  initiale  de  ce 
point  étant  nulle  dans  cette  hypothèse,  l’équation  (198)  ? 
‘ page  21 1,  se  réduira  à 

ou  plutôt  à 
d’où  l’on  tirera 


v 


dsu 
dt? 

di  = 


igz, 

<2gZ-, 

ds 

V zgz 


Prenons,  comme  précédemment,  l’origine  des  abscisses  au 
Fig.  173.  point  E (fig.  173),  et  nommons  u l’abscisse  ED  d’un  point 
quelconque  M',  pour  ne  point  confondre  cette  abscisse  avec 
la  Yariable  x qui  entre  dans  l’équation  de  la  cycloïde  ; et  re- 
présentons par  h l’abscisse  EC  du  point  M de  départ  , nous 
aurons 

CD  = EC  — ED , 

ou 


Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  précédente , il 
viendra 


MOUVEMENT  SUR  LA  OYCLOIDE. 


(lt  = 


ds 

V 2g  (A  u) 


. . . (21 5). 
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Cette  équation  contenant  trois  variables,  nous  allons 
chercher  a en  éliminer  une  au  moyen  de  l’équation  de  la 
cycloide.  Pour  cela,  nommons  ici  le  diamètre  BE  du  cercle 
générateur,  et  x,  y les  coordonnées  AP,  PM'  d’un  point 
M/  de  la  cycloïde  : l’équation  de  cette  courbe  ( Élémens  de 
Calcul  différentiel,  page  i44) se  présentera  sous  cette  forme 


ydy 


V 2 ay—ÿ 


(216). 


Mais  pour  parvenir  à notre  élimination,  il  faudra  transfor- 
mer cette  équation  en  une  autre  entre  les  variables  u et 
s.  Or,  en  représentant  .9  par  l’arc  AM'  qui  correspond  aux 
coordonnées  AP  ==  * et  PM'  = y,  nous  avons  entre  ces 
variables  la  relation 


ds  = \/  dy 2 -f-  dx* , 
ou 


Mettant  dans  cette  équation  la  valeur  de  ~ tirée  de 

dy 

quation  (216),  on  obtiendra 


ds  = dy 


r 


iay  — y 


Réduisant  au  même  dénominateur  les  quantités  qui  sont 
sous  le  radical , effaçant  les  termes  qui  se  détruisent,  et  sup- 
primant le  facteur  commun  y , il  restera 


. . . (217). 


L’expression  2a  — y qui  entre  dans  cette  formule,  n’est 
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autre  chose  que  Pabscisse  ED  que  nous  avons  appelée  u \ 
par  conséquent  nous  avons 

2 a — y = u , dy  = — du. 

Substituant  ces  valeurs  dans  Péquation  (217),  on  trouve 


ds  = — - d u 


/ — 

/ ici 

V »■ 


La  valeur  de  ds  est  négative,  parce  que  lorsque  Pabscisse 
ED  =.u,  Parc  AM  climinue. 

Mettant  cette  valeur  de  ds  dans  l’équation j (21 5),  on  a 

7 / a du 

dt= \/  rr^r~z. . . (2l8). 

g \/  /lu  — - U? 

36o.  Pour  intégrer  cette  équation,  nous  nous  rappelle- 
rons ( Èlémens  de  Calcul  différentiel page  188)  qu’on  a en 
général 


A 


dx 


v/ 


2X  X 


— arc  (sin  verse  = a:)  ; 


faisant  x — — , cette  formule  se  réduit  à 


a 

dz 


— . z-  = arc  ( sin  verse  — -V . . (210); 

\Z2CZ—  \ «/  3 

par  conséquent,  en  rapportant  l’intégrale  de  l’équat.  (218) 
à cette  formule,  nous  trouverons 


=-\A>c( 


sin  verse 


- — ■ L ^ + G. . » (220). 


Pour  déterminer  la  constante , observons  que  le  temps 
commençant  lorsque  le  mobile  est  en  M,  nous  avons  alors 

f^o  et  u = EG  — h ‘y 

cette  hypothèse  réduit  Péquation  (220)  à 


MOUVEMENT  SUR  LA  CYCLOlOE.  ^2.5 

Or,  l’arc  dont  le  sinus  verse  est  2 étant  la  demi- circonfé- 
rence décrite  avec  le  rayon  1 , si  nous  représentons  par  *- 
cette  demi-circonférence,  l’équation  précédente  deviendra 


C = 


Celte  valeur  étant  mise  dans  l’équation 
rons 


(219) , nous 


au- 


Ce  temps  est  celui  qui  a lieu  lorsque  le  mobile  étant  parti 
du  point  M , est  arrivé  au  point  M/  dont  l’abscisse  est 
ED  = u.  Par  conséquent,  pour  obtenir  le  temps  que  le 
mobile  aura  employé  a parcourir  l’arc  ME,  il  faudra  faire 
11  °>  hypothèse  qui  réduira  l’équation  précédente  à 


On  voit  que  cette  expression  est  indépendante  de  la  hau- 
teur h qui  est  l’abscisse  EC  du  point  de  départ  M ; d’où 
l’on  peut  conclure  qu’en  quelque  part  que  soit  situé  le 
point  de  départ  M,  ce  mobile  emploiera  toujours  le  même 
temps  pour  arriver  en  E.  Une  courbe  qui  jouit  de  cette 
propriété  est  appelée  courbe  tautoclirone. 


Du  Mouvement  d oscillation. 

36i.  Soit  ObC  ( fig.  174)  une  courbe  continue  coupée 
aux  points  O et  C par  une  droite  horizontale  ; supposons 
que  dans  cette  courbe  1!  11  y ait  point  d’angle  qui  puisse 
occasioner  une  perte  de  vitesse,  et  que  la  tangente  BT  à 
la  plus  grande  ordonnée  BP,  soit  horizontale  et  perpen- 
diculaire à cette  ordonnée  ; alors  la  direction  de  BP  sera 
Eléin.  de  Mécanique.  f 5 
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verticale,  et  le  plan  des  x , y devra  être  horizontal,  paice, 
que  nous  employons  des  axes  rectangulaires.  Cela  posé, 
cherchons  l’expression  de  la  vitesse  d’un  mobile  qui , solli- 
cité parj  la  pesanteur,  glisserait  sur  la  courbe;  pour  cet 
effet , nous  observerons  d’abord  que  si  l’on  regarde  comme 
positives  les  ordonnées  s qui  se  trouveront  au-dessous  du 
plan  des  x,  y,  la  pesanteur  g s’accroissant  en  même  temps 
que  ces  coordonnées , devra  être  aussi  considérée  comme  po- 
sitive. Ainsi , faisant  g positif  dans  les  équations  qui  détor- 
minent  le  mouvement  du  mobile,  nous  aurons 


d2x 

dt* 


o 


dy 

dt* 


o 


dÂz 

dt2 


s • 


Pour  déterminer  la  vitesse,  opérant  comme  dans  l’art.  333, 
nous  multiplierons  la  première  de  ces  équations  par  2 dx, 
la  seconde  par  idy , et  la  troisième  par  idz,  et  en  les  ajou- 

tant , on  trouvera 

adxd’x  + zdyd’y  + idzd'z 


dt 5 


ïgdz  ; 


intégrant,  on  aura 


d*'  + dy2  + dd__  2dï s + c . 
dt* 

ou,  en  observant  que  la  somme  des  carrés  des  différentielles 
des  coordonnées  est  égale  au  carré  de  l’élément  ds,  1 équation 
précédente  pourra  se  convertir  en 

ds' 


dt 


- = 20'S  -4-  C. 

-U  O ■ 


Mettant  v à la  place  de  g-,  il  viendra 

v*  = 2 gz  -f-  C. 

SoitV  la  vitesse  initiale  qui  a lieu  au  point  O;  lorsque  2=0, 
l’équation  précédente  nous  donnera 


Dl  MGU  \ EMEJs T DGSClLLATION. 

C=V*; 
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par  conséquent,  en  y substituant  cette  valeur  de  C,  on 
obtiendra 

V1  = V 2 -f-  20-3.  . . (22l). 

362.  Les  ordonnées  Croissant  depuis  G jusqu’en  B,  l’équa- 
tion (221)  nous  montre  que  la  vitesse  v doit  aller  en  s’accé- 
lérant lorsque  le  mobile  parcourt  1 arc  OB,  et  qu’elle  par- 
vient en  B à son  maximum . Les  ordonnées  devant  ensuite 
décroître,  la  vitesse  diminuera  à mesure  que  le  mobile  par- 
courra 1 arc  BC.  Dans  cette  diminution,  elle  passera  par  les 
mêmes  degrés  de  vitesse  qu’elle  s’était  augmentée;  car,  si 
par  un  point  quelconque  m on  mène  un  plan  horizontal  qui 
coupe  la  courbe  suivant  une  droite  mm’,  les  ordonnées  ?np 
Ce  m p seront  égales;  par  conséquent,  en  substituant  leurs 
valeurs  dans  l’équation  (221),  on  verra  que  Jes  vitesses  du 
mobile  aux  points  m et  m seront  égales. 

O 

La  vitesse  du  mobile  diminuant  d’autant  plus  que  l’arc 
parcouru  O m est  moindre',  on  trouvera,  sur  le  prolonge- 
ment de  cet  arc  , un  point  A où  cette  vitesse  aura  été 
mille;  par  conséquent,  le  point  A sera  celui  où  le  mo- 
bde  est  censé  avoir  reçu  le  mouvement.  Si,  par  ce  point, 
on  mène  une  droite  horizontale  AA",  la  vitesse  en  A'  sera 
donc  également  nulle.  Ainsi  le  mobile,  dans  son  mouve- 
ment, s’arrêtera  en  ce  point  A'  où  la  vitesse  est  nulle.  Alors 
l’action  de  la  pesanteur  le  ramènera  de  A'  en  B;  et  comme 
les  ordonnées  vont  en  croissant  de  A' en  B,  il  sera  facile  de 
conclure,  au  moyen  de  l’équation  (221),  que  la  vitesse  ira 
aussi  en  croissant.  Le  mobile  parvenu  au  point  B , où  il  a le 
maximum  de  vitesse,  continuera  donc  à se  mouvoir  eu 
■\eitu  de  cette  vitesse,  et  remontera  sur  la  branche  BA  jus- 
qu’au point  A,  où  la  vitesse  sera  nulle.  Mais  l’action  de 
ul  Pesanteur  le  faisant  descendre,  il  parcourra  encore  l’arc 


I 
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AC  pour  remonter  jusqu’en  A',  et  ainsi  de  suite;  de  sorte 
nue  le  mobile  fera  un  nombre  indéfini  d oscillations.  _ 

' Il  est  évident  que  les  vitesses  successives  qu  acquiert 
le  mobile  lorsqu’il  se  meut  sur  l’arc  AB , étant  les  memes 
nue  lorsqu’il  se  meut  sur  l’arc  BA  , le  mobile  emploie  le 
même  temps  à parcourir  ces  arcs.  Ces  oscillations  fait . 
en  temps  égaux  sont  appelées  isochrones. 

363.  Lorsque  la  courbe  rentre  sur  elle-même  comme 
- (laQS  la  fioure  i -.5  , et  que  les  tangentes  aux  points  B et  B 
,g'  " 3 ' sont  parallèles  à l’horizon , si  le  mobile  parti  d’un  point  quel- 
conque O avec  une  vitesse  initiale,  descend  de  O en  B,  et 
peut  remonter  de  B en  B'  sans  que  sa  vitesse  soit  epuisee  , 
fl  descendra  de  nouveau  le  long  de  l’are  B'OB,  et  la  pesan- 
teur lui  rendra  successivement  la  vitesse  qu'il  avait  lorsque 
pour  la  première  fois  il  a parcouru  B'OB  Perdant  ensui  e 

lie  sa  vitesse  lorsqu’il  remontera  suivant  1 arc  BO  B , .1  1 
restera  en  B' le  même  excès  de  vitesse  que  lorsque,  avant 
d’avoir  fait  une  révolution  de  la  courbe  , .1  était  en  ce 
point.  11  suit  de  là  que  le  mobile,  au  lieu  d osciller , fera 
un  nombre  indéfini  de  révolutions  autour  de  la  combe. 

Du  Pendule  simple . 

Fig.  ,;6.  364-  Le  pendule  simple  est  un  point  matériel  M (fig.  i f) 

qui , animé  par  la  pesanteur  et  suspendu  a une  droite  m- 
flexible  MC,  fait  des  oscillations  autour  du  centre  C.  Il  est 
certain  que  dans  ce  mouvement  le  point  M est  assujetti  a 
décrire  un  arc  de  cercle-,  ainsi  la  vitesse  de  ce  point  sera 
donnée,  art.  344,  par  l’équation 


:Y2^2^Z...  (222). 


Changeant  v en  £ dans  cette  équation , et  tirant  la  valeur 
de  dt , on  trouvera 
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di—  — ■ S . . . (223). 

v y a -h  ^ 

Le  point  de  départ  étant  pris  pour  origine,  s sera  l’ordonnée 
M'P'  (fig.  177)  du  point  M/  où  se  trouve  le  mobile  dans  un  Eig.  1 
instant  quelconque,  et  Y2  représentera  le  carré  delà  vitesse 
initiale,  c’est-à-dire  celle  qui  avait  lieu  lorsque  le  mobile 
était  à son  point  de  départ  M.  Nommons  h la  hauteur  due 
à cette  vitesse  initiale,  nous  aurons 

V2  igh , 

et  les  équations  (222)  et  ( 223),  en  y substituant  cette 
valeur,  deviendront 

v — \/ 2 g {Ji  -f  z)  , de  — —==Ù===== . . . (224), 

V 2g  i/l  + z) 

365.  On  peut  exprimer  z en  fonction  des  coordonnées  du 
cercle  décrit  par  CM  (lig.  177).  Pour  cet  effet,  abaissons  Fig.  177. 
des  points  M et  M',  les  perpendiculaires  MB,  M D sur  la 
verticale  CE  , et  nommons  a le  rayon  CE  , b la  distance 
verticale  EB,  et  x l’abscisse  ED  du  point  M rapportée  à 
la  nouvelle  origine  E,  nous  aurons 

z — BD  = b — x. 

Au  moyen  de  cette  valeur,  on  convertira  les  équations 
(224)  en  eelles-ci , 

/ d a 

v — y 2g-  (/z.  -f-  b — x)  , dt  = — — — — — — ...  (22 5). 

V ?g  (/l  4-  b — x) 

La  première  de  ces  équations  nous  donne  la  vitesse  du 
mobile  au  point  M'  qui  correspond  à l’abscisse  x la  se- 
conde , lorsque  nous  l’aurons  intégrée,  nous  fera  connaître 
le  temps  que  le  mobile  aura  employé  à venir  en  M'.  Pour 
cela  , nous  ferons  en  sorte  que  le  second  membre  de  celte 


•O 
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équation  ne  renferme  plus  qu’une  seule  variable  ; c est  a 
quoi  nous  parviendrons  facilement  en  combinant  cette  équa- 
tion avec  les  suivantes , 


ds  ~ {/ dxA  — e/y2.  » * (226^/ , 

y2  = 2CIX  A2 (^7) 


différentiant  cette  dernière,  nous  obtiendrons 


et  par  conséquent 


yAy 


dy*  = 


z (ci  - — x ) dx 
( a — x) 


dx \ 


y 


Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (226) , nous  trou- 


verons 


Mettant  dans  îe  numérateur  de  la  fraction  qui  est  sous  le 
radical,  la  valeur  de  y a donnée  par  1 équation  (227),  dé- 
veloppant et  réduisant , nous  obtiendrons 


donc 


j «c/a  em7.r  ^ 

J y/  2u:v  — a:2 

=h  — — ^ — — *, 

\/  (2 a — x)  x 


adx 

Y (2 a — ~ x)  .r  {/  2g  (k  -Y  b — x ) 


Des  deux  signes  qui  devraient  affecter  la  valeur  de  dt  , 
nous  avons  choisi  le  négatif,  parce  que  lorsque  t aug- 
mente, x diminue  (*). 


(*)  Qn  peut  remarquer  que,  dans  ce  cas  , l’origine  des  x doit  être  pla- 
cée en  un  point  plus  bas  que  celui  d’oii  l’on  compte  le  temps,  et  par 
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366.  Supposons  que  la  vitesse  initiale  soit  nulle,  nous 


aurons 


h — o 


si  en  meme  temps  Tare  suivant  lequel  se  font  les  oscilla- 
tions est  très  petit,  nous  pourrons  négliger  x devant  2 a, 
et  la  valeur  de  dt  se  réduira  à 

, adx 

dt  — - 


y/  iax  y/  2g  (6  — x ) 

Remplaçant  le  facteur  a du  numérateur  par  y/  «a,  on  pourra 
mettre  l’équation  précédente  sous  la  forme 

dx 


dt 


— »v/i- 


. . . (228). 


A y/ (6  — x ) a: 

Ainsi  pour  avoir  £,  il  ne  s’agit  plus  que  d’obtenir  la  valeur 
de  l’intégrale  suivante, 

dx 

■ • • (229). 


/; 


y/  b x — . 

Pour  y parvenir,  nous  comparerons  cette  intégrale  à l’é- 
quation (21g),  page  224,  et  nous  aurons 

a=z{b,  x — z, 

et  eu  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (219),  c’est- 
à-dire  dans  l’équation 

r dz  { . z 

/ — - — — arc  l sin  verse  = - ) , 

J y/  2 az  — za  V a / 

nous  trouverons 

C dx  / . a;  \ 

Jy'bx  — x a N ii/ 


conséquent  l’arc  ij  et  qu’alors  les  accroissement  de  jr  étant  négatifs,  il 
en  doit  être  de  meme  de  dx. 


I 
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et  en  observant  que  si  l’on  réduit  les  deux  termes  de  la 

SC  2.V 

fraction  au  même  dénominateur  — se  change  en  —,  l’é— 

— U U 

quation  précédente  deviendra 

/’  dx  / . ix\ 

— ■ = arc  ( sm  verse  — -7-  ) ; 

\/  bx  — x 2 \ ^ / 

et  puisqu’en  générai,  lorsque  le  rayon  est  l’unité,  l’arc 
qui  correspond  au  sinus  verse  c a pour  cosinus  x — c , il 
s’ensuit  que  nous  devons  avoir 


rc( 


arc  sm  verse 


2x 

~b 


^ = arc  ^cos 

:’C  ^ 


arc  l cos 


2X\ 

t) 


Substituant  cette  valeur  de  l’expression  (229)  dans  l’inté- 
grale de  l’équation  (228) , nous  trouverons 


i ' ””  ri 


1 * 


a 

- .arc 
g 


^cos  = - — ~^4-C...  (23o). 


367.  Pour  déterminer  la  constante,  le  temps  commen- 
çant lorsque  le  mobile  est  en  M,  on  a t — o quand  x .=  b. 
Ces  valeurs  réduisent  l’équation  (280)  à 


o 


ü 


a 


- . arc  (cos 


g 


0 + c. 


Soit  27T  la  circonférence  du  cercle  dont  le  rayon  est  l’unité, 
I'Jg.  169.  nous  avons  (fig.  169) 

arc  (cos  — — 1 ) — arc  BC A = ir  ; 


donc 


c = i «•  \J~. 


g 


Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (280),  011  trouve 
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t—\  — arc  Çcos  ~ 1 — ^yj«  • • (23 1). 

De  cette  manière , l’intégrale  sera  prise  (fig.  1 77)  depuis  l’abs-  Fig.  177. 
cisse  x = b , qui  correspond  à t ~ o , jusqu’à  l’abscisse  indé- 
Unie  x ; par  conséquent  t exprimera  le  temps  de  la  chute 
du  mobile,  depuis  l’origine  du  temps  ou  il  était  en  M , 
jusqu’à  un  point  quelconque  M/  dont  l’abscisse  est  x. 

368.  Si  l’on  veut  avoir  l’intégrale  comprise  depuis  M 
jusqu’au  point  le  plus  bas  E,  il  faut  faire  x = o dans  la 
valeur  de  t\  et  en  observant  que  l’arc  dont  le  cosinus  est  x 
est  égal  à zéro,  on  a 

t = l* 

369.  Le  mobile  arrivé  en  E n’a  pas  perdu  sa  vitesse; 
au  contraire  , elle  parvient  en  ce  point  à son  maximum 
comme  nous  l’avons  vu  ; car  on  doit  se  rappeler  que  la  vi- 
tesse p étant  donnée  par  l’équation 


p = V 2 


cr  z * 

r>  y 


la  plus  grande  valeur  de  2 est  celle  qui  a lieu  lorsque  îe 
mobile  est  arrivé  en  E.  Ainsi  , en  vertu  de  cette  vitesse  , 
îe  mobile  passe  sur  l’arc  EN  ; et  comme  cet  arc  change 
de  signe , on  trouvera  pour  le  temps  que  le  mobile  a em- 
ployé pour  parvenir  en  N', 


} 

2 


-E  arc 


Si  de  cette  équation  nous  retranchons  l’équation  (232)  qui 
nous  donne  le  temps  qui  s’est  écoulé  lorsque  le  mobile  est 
arrivé  de  M en  E,  il  nous  reste  l’expression 


1 

2 


\J - • arc  ^COS 


I 
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pour  le  temps  que  le  mobile  a rais  à venir  de  E en  K'  : 
c’est  justement  le  même  temps  qu’il  emploierait  à des- 
cendre suivant  l’arc  M'E  ; car  ce  temps  s’obtiendrait  en 
retranchant  l’équation  (s3i)  de  l’équation  (282).  Enfin, 
lorsque  le  mobile  s’est  élevé  jusqu’au  point  N situé  sur  le 
plan  horizontal  qui  passe  par  le  point  M ou  la  vitesse  est 

nulle,  alors  x — b,  et  l'expression  arc  cos  (—¥)<■«- 

vient  arc  (cos  — — 1)  =sr,  ce  qui  change  l’équation  (233) 
en 


, * ! a 

s V g x 


tel  sera  le  temps  que  le  mobile  emploiera  à parcourir 
l’arc  total  MEN.  Représentons  ce  temps  par  T , nous  au- 
rons 


a 


T = Sr\/  - (234) 


S 


Le  mobile  parvenu  en  N a perdu  toute  sa  vitesse  ; car 
en  ce  point  la  vitesse  initiale  étant  nulle , on  a 


h 


o : 


cette  valeur  et  celle  de  x = b réduisent  l’équation 

J 

: \/  2 g {h  b — x)  à 


dt 


d s 

dû 


ou  a 


o. 


La  vitesse  du  mobile  étant  donc  épuisée  lorsqu’il  arrive 
en  N,  la  pesanteur  doit  le  faire  descendre;  et  comme 
les  circonstances  initiales  au  point  N sont  les  mêmes  qu’elles 
l’étaient  en  M,  le  mobile  décrira  une  seconde  oscillation 
NEM , et  ainsi  de  suite. 

3yo.  L’équation  (20/j)  étant  indépendante  de  la  constante 
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b qui  détermine  la  distance  verticale  MK. , on  voit  que  si 
le  point  de  départ,  au  lieu  d’être  en  M,  était  en  M',  la 
duree  de  l'oscillation  serait  la  même  ; par  conséquent  des 
mobiles  qui  partent  des  points  diffère  ns  M,  M',  M",  etc., 
demeureront  le  même  temps  à faire  leurs  oscillations. 

371.  Ces  oscillations  d’égales  durées  sont  appelées  iso- 
chrones. Il  n'en  est  pas  de  même  lorsque  les  pendules  sont 
de  longueurs  différentes;  car  nommons  a et  cl  les  longueurs 
de  deux  pendules  dont  les  oscillations  sont  décrites  dans 
les  temps  T et  T',  nous  aurons 


t : x'  ::  Va  : Va  ...  (?.35). 


Ainsi , connaissant  le  temps  T de  l’oscillation  d’un  pendule, 
on  déterminera  par  la  proportion  précédente  la  longueur 
du  pendule  qui  répondrait  à ce  temps  arbitraire  Té 

872.  Pour  déterminer  avec  plus  de  précision  le  temps 
d’une  oscillation,  voici  le  procédé  que  l’on  emploie.  Repré- 
sentons par  1NT  le  nombre  d’oscillations  que  fait  le  pendule 
a dans  le  temps  0,  et  par  IN'  le  nombre  d’oscillations  que 
fait  le  pendule  a dans  le  même  temps  ü,ona 


(236). 


Au  moyen  de  ces  valeurs,  la  proportion  (2,35)  donne 


donc 


N'*  : N: 


a 


F7* 


Lorsque  pour  un  pendule  simple  d’une  longueur  donnée  f 
on  connaît  donc  le  nombre  d’oscillations  eu  un  temps 
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donné,  on  peut  en  conclure  la  longueur  du  pendule  simple 
qui  ferait  ses  oscillations  dans  une  seconde  de  temps. 

873.  C’est  en  se  fondant  sur  ce  qui  précède  qu’on  a trouvé 
que  dans  le  vide  , et  à la  température  de  la  glace  fondante , 
la  longueur  du  pendule  à secondes  (division  sexagésimale) 
qui  fait  86,  z [00  vibrations  dans  le  jour  moyen  (*)  , est  de 

44°  l>  5593  = 0”',  9938, 

et  que  la  longueur  du  pendule  décimal,  qui  fait  100,000 
vibrations  dans  le  jour  moyen,  à la  même  latitude,  est  de 

°m>  74*9  (**)• 

87 4*  Pour  déterminer  g,  l’équation  (s34)  nous  donnera 

7r°  a 

g = T*  ’ 

par  conséquent , en  faisant  dans  cette  équation 

T = 1",  a = 44°^  55q3 , et  ît  — 3 , 1416926  , 
c’est-à-dire 

=9,8696046  , 

on  trouvera 

g — 4348^  = 3o  pieds,  19  environ. 

375.  Si  g et  g'  sont  les  gravités  relatives  aux  pendules  a 

(*)  Les  jours  de  l’année  étant  inégaux , le  jour  moyen  est  un  jour  fixe 
dont  la  durée  est  un  ternie  moyen  entre  celle  des  plus  grands  et  des  plus 
petits  jours. 

(**)  D’après  un  terme  moyen  entre  plusieurs  épreuves  faites  sur  le 
pendule  décimal  en  platine,  par  MM.  Biot,  Mathieu  et  Bouvard,  dans  la 
salle  de  la  méridienne  de  l’Observatoire,  élevée  de  70”', o.5  au-dessus  du 
niveau  de  la  mer,  ils  ont  fixé  à o"1,1^  19012  la  longueur  de  ce  pendule,  et 
à o"1, 7419176  celle  du  même  pendule  transporté  an  niveau  de  la  mer,  5 
la  latitude  de  48°  5o'  14",  qui  est  celle  de  l’Observatoire.  Ces  expériences 
ont  toutes  été  faites  dans  le  vide  et  à la  température  de  la  glace  fon- 
dante. [J^oysz  le  recueil  d’observ. , géodes.,  astronovi. , et  phys. , de 
MM.  Biot  et  Arcigo.) 
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et  a,  qui  font  leurs  oscillations  dans  les  temps  T et  T', 
comme  cela  arrive  lorsque  les  pendules  sont  situés  à dif- 
férentes latitudes,  on  aura 


d’où  Ton  tirera 


Soient  N et  N'  les  nombres  d’oscillations  que  font  ces 
pendules  dans  un  meme  temps  0 , T et  T'  seront  donnés 
en  fonction  de  Ô par  les  équations  (236);  substituant  leurs 
valeurs  dans  la  proportion  (237),  et  supprimant  le  facteur 
commun  ô , on  aura 

11  la 

N * W **  V g 1 


Si  le  pendule  est  le  même  dans  les  deux  lieux,  on  a 
a = a , et  la  proportion  précédente  nous  donne 


De  la  Force  centrifuge. 

876.  Lorsqu’un  mobile  se  meut  autour  d’un  centre 
fixe  C,  et  décrit  la  courbe  LMK  (fig.  178),  s’il  était  libre,  Fig. 
il  s’échapperait  en  vertu  de  la  loi  d’inertie,  suivant  la 
tangente  LT  à la  courbe;  mais  si  l’on  suppose  maintenant 
qu’au  lieu  d’être  libre,  il  soit  retenu  par  le  centre  C,  le 
mobile  abandonnera  la  direction  de  la  tangente  LT  et  ar- 
rivera en  M.  Or,  si  l’arc  LM  est  infiniment  petit,  l’angle 
LCM  le  sera  aussi;  par  conséquent  on  devra  regarder  les 
droites  LC  et  MC  comme  parallèles.  Dans  ce  cas,  on  pourra 
donc  remplacer  CM  par  la  parallèle  à LC  menée  par  le 
point  M,  c’est  - à - dire  par  MCr;  alors  le  centre  fixe  sera 
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considéré  comme  si,  au  lieu  d’être  situé  en  C,  il  était  en 
C! . Cela  posé,  puisque  le  mobile  livré  à lui- même  devrait 
être  à l’extrémité  D du  parallélogramme  infiniment  petit 
LVÎNJ) , tandis  que  lorsqu’il  est  retenu  par  le  centre  fixe, 
il  est  arrivé  en  M,  l’effet  de  la  force  qui  l’attire  vers  C' 
sera  donc  mesuré  par  MD.  D’une  autre  part,  la  droite 
inflexible  menée  par  le  centre  fixe  au  mobile , n’éprouvant 
une  tension  que  parce  que  le  mobile  résiste  à la  force  qui 
l’attire  vers  ce  centre,  cette  tension  sera  aussi  mesurée  par 
MD.  C’est  cette  force  qui  écarterait  le  mobile  du  centre 
fixe,  si  Faction  de  ce  centre  cessait  d’agir.  Cette  tension  est  la 
force  centrifuge  5 elle  est  égale  et  directement  opposée  à la 
force  qui  sollicite  le  mobile  vers  le  centre  , et  qu’on  appelle 
la  force  centripète. 

D’après  ce  qui  précède,  on  voit  que  la  force  centrifuge 
n’est  autre  chose  que  celle  que  nous  avons  représentée 

par  — (art.  35 1 et  3 42). 

7 

377.  Pour  déterminer  directement  l’expression  de  la  force 
centrifuge,  nous  pouvons  remplacer  l’arc  infiniment  petit 
g.  i-;9  LM  par  la  corde  du  cercle  oscillateur  au  point  L (fig.  1 79)  , 
et  l’effet  de  la  force  centrifuge  par  le  sinus  verse  LIN. 

Cela  posé,  d’après  la  propriété  du  cercle,  nous  avons 

ln  : ml  : : ml  : le  , 

ou,  en  substituant  l’arc  à la  corde, 

ln  : ds  ::  ds  : 2y; 


donc 


LN 


ds2 
2 y 


et,  en  mettant  rdt  h la  place  de  ds,  on  trouvera 


LN 


27 


. ..  (238). 


1 


V 
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Examinons  si  nous  ne  pouvons  pas  trouver  une  autre  ex- 
pression de  LIN.  Pour  cela,  remarquons  que  le  temps  em- 
ployé par  le  mobile  à venir  de  L en  M (fig.  1 78) , est  le  même  Fi 
que  celui  que  la  force  centrifuge  met  à produire  l’elfet  LN. 
Or,  quand  l’espace  parcouru  par  le  mobile  est  l’arc  LM=c/s 
le  temps  correspondant  à ds  sera  dt.  D’où  il  suit  que  LN  est 
1 effet  de  la  force  centrifuge  dans  l’instant  dt.  Pour  évaluer 
cet  effet,  il  faut  observer  que  la  lorce  centrifuge  agit  conti- 
nuellement et  conserve  toujours  la  même  intensité  à chaque 
impulsion  quelle  donne  au  mobile,  parce  qu’elle  est  direc- 
tement opposée  à la  force  centripète  qui  le  retient  et  qui 
lui  oppose  a chaque  instant  la  meme  résistance. 

La  loi  ce  centrifuge  doit  donc  ctre  considérée  comme  une 
foi  ce  accélératrice  constante.  Ainsi , en  représentant  par  f 
l’effet  de  cette  force  dans  l’unité  de  temps,  nous  regarde- 
rons f comme  constante  dans  les  équations 


du 


de 


■~=/’  ~dt~V'' 
en  intégrant  ces  équations,  nous  trouverons 

v—t.f,  e — \ P .f 

Or,  1 espace  LN  étant  celui  qui  correspond  au  temps  dt  qui 

a commencé  à s’écouler  depuis  que  le  mobile  était  en  L, 

d faudra,  lorsque  <?  deviendra  LN  , que  t se  change  en 

dt  dans  l’équation  précédente,  et  alors  on  trouvera 

« 

LN  =z±dt\f 

Mettant  cette  valeur  de  LN  dans  l’équation  (288)  et  rédui- 
sant, nous  obtiendrons 

v7 

/= 

7 

378.  Si  le  mobile  se  mouvait  circulairement,  comme  une 
fronde  qu’on  fait  circuler,  y deviendrait  le  rayon  II  du 
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cercle  décrit  par  le  mobile,  et  au  lieu  de  l’équation  précé- 
dente, nous  aurions 

f ~ . ^23g). 

Soit  h la  hauteur  due  à la  vitesse  il  y aura,  art.  307  , 
entre  ces  variables , la  relation 


igh  ; 


éliminant  v1  entre  cette  équation  et  la  precedente,  nous 
obtiendrons 


S 


R ’ 


ce  qui  nous  apprend  que  la  force  centrifuge  est  a la  gra- 
vité, comme  le  double  de  la  hauteur  due  0 la  vitesse  est 
au  rayon  du  cercle  décrit  par  le  mobile. 

Fig.  1S0.  37c).  Si  un  demi-cercle  EAF  (fig.  180)  fait  une  révolu- 

tion autour  du  diamètre  EF  — 2R,  le  point  A,  milieu  de 
EAF,  décrira  une  circonférence  égale  a 2ttR  j et  en  suppo- 
sant que  ce  mouvement  du  point  À se  fasse  uniformément 
dans  un  temps  T,  si  nous  désignons  par  v la  vitesse,  nous 
aurons 

v x T — 27rR. 

éliminant  v entre  cette  équation  et  1 équation  (23p)  , on 
trouvera 

/=-%-•••  04°)* 

Pareillement,  soit  f la  force  centrifuge  qui  dérive  de  la 
rotation  d’un  mobile  sur  une  circonférence  2^-lV,  et  nom- 
mons T'  le  temps  écoulé  dans  ce  mouvement,  nous  aurons 

encore 

4'^2R/ 


f 


ri'/. 


donc 


DE  la  forci:  centrifuge. 


2 4t 


/:/'  ::  7 


R R' 


H1)* 


Ta  ’ T"' 

D’où  il  suit  que  lorsque  les  rayons  R et  R'  sont  les  mêmes, 
les  forces  centrifuges  sont  en  raison  imerse  des  carrés  des 
temps;  et  que  lorsque  les  temps  sont  les  mêmes,  les  forcis 
centi  il uges  sont  dans  le  rapport  direct  des  rayons. 

380.  Il  est  facile  maintenant  d’obtenir  l’effet  de  la  force 
centrifuge/qui  a lieu  à l’équateur;  car  le  rayou  delà  terre 
à l’équateur  ayant  été  trouvé  de  6878466  mètres  , il  suf- 
fira de  remplacer  R par  cette  valeur  dans  l’équation  (240), 
et  dy  mettre  en  même  temps  celles  de  7 r et  de  T.  Or, 
nous  avons  approximativement 

*-  = 3,i4i5926,  et  *■*  = 9,8696046. 

A 1 égard  de  1 , nous  le  remplacerons  par  la  révolution 
entière  d’un  mobile  qui  serait  à l’équateur.  Or,  on  sait 
que  la  terre  fait  sa  révolution  diurne  en  05997269,  et  qu’un 
jour  est  composé  de  86400  secondes.  Ainsi,'  en  multipliant 
ces  deux  nombres  l’un  par  l’autre,  on  aura 

^ °;> 9972%  X 86400"  = 86164  secondes. 

Substituant  cette  valeur  et  celle  de  R dans  l’équat.  ( 240  ) , 
on  obtiendra 

f-—~  om,  o33q . . . (242). 

38 1.  Connaissant /*,  on  peut  déterminer  l’expression  G 
de  la  gravité  qui  aurait  lieu  à l’équateur  si  la  terre  était 
immobile.  En  effet,  / agissant  en  sens  contraire  de  la  pe- 
santeur, doit  diminuer  l’intensité  de  celle  qui  est  donnée 

par  1 observation , et  que  nous  appelons  g-;  de  sorte  qu’on 
aura 


G 


ou  , ce  qui  revient  au  même , 


. f 
j > 


G 


Elan,  de  Mécanique. 


g 


~f "fl 
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mettant  clans  cette  dernière  équation  la  valeur  de /donnée 
par  l’équation  (242)  , et  celle  de  la  gravité  g qui , à l’équa- 
teur, est  de  9m,  77980  , nous  trouverons 

G = 9m,  7 7980  + o,  o339 , 

G — 9m,8i37...  (243). 

Pour  déterminer  le  rapport  de  la  force  centr  îfuge  f a la 
pesanteur  G,  il  suffit  de  diviser  les  équations  (242)  et  (248) 
l’une  par  l’autre,  ce  qui  nous  donnera,  à peu  de  chose  près, 


/ om,o339 1 

G 9m,8i37  289* 


044)* 


382.  La  proportion  (24 1)  fournit  la  solution  de  ce  pro- 
blème : 

Trouver  quel  devrait  être  le  temps  de  la  révolution  diurne 
de  la  terre  pour  que  la  force  centrifuge  fût  égale  à la  pe- 


santeur. 

Dans  ce  cas,  soit  T'  le  temps  d’une  révolution  du  globe 
terrestre,  et  / la  force  centrifuge  qui  l’animerait  alors* 
nous  aurions  par  la  nature  du  problème 

/'  = G , et  R'  = R ; 


en  substituant  ces  valeurs  dans  la  proportion  (241),  on 
xéduirait  à 


la 


et  l’on  obtiendrait 


f 

Mettant  dans  cette  équation  la  valeur  de  ~ donnée  par 
l’équation  (244) , et  tirant  la  racine  carrée , on  trouverait 


T 
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ou 


v= 


environ  • 


par  conséquent,  s,  la  terre  avait  un  mouvement  17  fois 
aussi  rapide  que  celui  qui  la  fait  tourner  sur  son  axe  K 
force  centrifuge  serait  égale  à la  pesanteur. 

383  Pour  savoir  dç  combien  la  force  centrifuge  diminue 
celle  de  la  gravite  en  un  point  qui  ne  serait  pas  à l’é- 
quateur , ,1  faut  trouver  l’effet  de  la  force  centrifuge  sui- 
vant la  verticale  BZ  (Cg.  180),  menée  par  le  point  B que  Fig. 

or,  considéré.  Pour  cet  effet,  regardons  la  terre  comme 
sp  ici  , que,  parce  que  cette  hypothèse  n’influe  pas  sur  le 
calcul  ; alors  la  latitude  du  lieu  B étant  représentée  par 
1 arc  Ad,  sera  mesurée  par  l’angîe 


180. 


BOA 


ZBG  = 4. 


Nommons  R le  rayon  AO  de  la  terre,  et  R'  le  rayon  BD 
du  parallèle  qui  passe  par  B,  nous  aurons 


ou 


R'  =±=  R cos  OBD  , 
B/  = B cos  4. 


La  force  centrifuge  CB  qui  agirait  en  B suivant  DB,  sera 

(‘gale,  art.  379,  à et  la  composante  /'  = B b diri- 

gée suivant  BZ,  sera  donnée  par  l’équation 

4^£B' 

J ^ COS  ^ • 

* 

Mettant  dans  cette  expression  la  valeur  de  Pu',  on  aura 
donc 

f'-f  ::  1 : cos-|a; 

ce  qui  nous  apprend  que  les  forces  centrifuges,  en  des  lieux 

differens  de  la  terre,  sont  entre  elles  comme  les  carrés  des 
latitudes. 

16 
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244 

384-  La  latitude  de  Paris,  mesurée  à l’Observatoire, 
étant  de  48°  5o'  1 4",  a pour  cosinus 

o,6582'C); 

multipliant  la  valeur  de  f ( voyez  l’équation  242)  par  le 
carré  de  ce  nombre , c’est-à-dire  par 

o,4332, 

on  trouvera 

f'  = orn,  O I 468  oP1,  045 1 9. 

Nommons  G'  ce  que  deviendrait  à cette  latitude  la  gravité 
g si  la  terre  était  immobile,  comme  la  force  centrifuge 
agit  en  sens  contraire  de  la  gravité,  elle  diminue  donc  g 
de  f',  de  sorte  que  l’on  doit  avoir,  comme  dans  l’art.  38 1 , 

G' =/  + /'■ 

La  pesanteur  g,  à la  latitude  de  Paris,  et  en  adoptant  le 
système  sexagésimal  pour  la  seconde  de  temps,  étant  de 

9™, 80867  nouv.  mes.,  ou  de  3oP£,  1 9546  anc.  mes., 

nous  trouverons  , en  substituant  ces  valeurs  et  celles  de 
f'  dans  l’équation  précédente  ((*) **)  , 

G"  = 9m, 80867  -f-  0^,01468  = 9m, 82335  ) 

ou  > . . . (245). 

G'  = 30^^,19546  + op£,o45i9  = 3oP,24o65  ) 


(*)  Dans  ces  quatre  premières  décimales  le  cosinus  ne  diffère  pas  de 
celui  de  la  latitude  de  5o'. 

(**)  Newton  en  supposant  4S0  5o'  10"  pour  la  latitude  de  Paris,  et  en 
regardant  la  terre  comme  une  sphcre  dont  le  rayon,  d’après  les  me- 
sures de  Picard,  serait  de  19615800  pieds,  avait  trouvé  que  la  force 
centrifuge  qui  a lien  à l’équateur  était  à celle  qui,  à la  latitude  de  Pa- 
ris, écarte  les  corps  du  centre  de  la  terre,  dans  le  rapport  des  nombres 
7,54o6l  et  3,2675  et  l’on  voit  que  ce  rapport  diffère  peu  de  celui  de 
o,o33g  à 0,0146,  ou  plutôt  de  33g  h 146,  qui  résulte  de  nos  calculs. 
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J)u  Système  du  monde . Tous  les  corps  sont  soumis  à la 
force  de  V attraction  , qui  agit  en  raison  inverse  du  carré 
de  la  distance.  Aperçu  de  la  manière  dont  la  pesan- 
teur de  la  lune  peut  servir  à vérifier  la  loi  de  la  gravité ; 
démonstration  de  celles  de  Kepler j détermination  de  la 
trajectoire  dans  l'hypothèse  d'une  force  quelconque  j et 
modification  que  le  cas  de  la  nature  fait  éprouver  à 
l} équation  de  l'orbite ; solution  du  problème  inverse > par 
lequel  on  se  propose  de  déduire  la  loi  de  la  raison  in- 
verse du  carré  de  la  distance  de  celles  de  Képler . 

385.  En  exposant  la  théorie  du  centre  de  gravite,  nous  avons  déjà  eu 
occasion  de  considérer  cetle  force  occulte  qui  résidé  au  centre  de  la  terre, 
et  qui  entraîne  les  corps  perpendiculairement  à sa  surface.  Cetle  force 
est  l’attraction,  qui  n’était  pas  inconnue  aux  anciens  : Anaxagore  et  ses 
disciples,  Démocrite , Plutarque,  Épicure,  etc.,  en  admettaient  l'exis- 
tence , et  ce  sont  les  idées  de  ces  philosophes  que  Kepler,  Galilée,  Huy- 
ghens,  Fermât,  Roberval , etc.,  renouvelèrent  dans  les  temps  modernes, 
en  prétendant  que  les  corps  s’attirent  comme  l’aimant  attire  le  fer.  Ke- 
pler, si  fécond  en  grands  aperçus,  dit  expressément,  dans  son  livre  De 
Stella  Mar  lis , que  l’attraction  n'est  point  circonscrite  aux  êtres  situés 
sur  la  terre,  mais  s’étend  jusqu’aux  astres  les  plus  reculés.  Cette  idée  har- 
die resta  long-temps  infructueuse  par  la  difficulté  d’en  prouver  la  jus- 
tesse. Galilée  avait  seulement  mesuré  les  effets  de  la  pesanteur  à la  sur- 
face de  notre  Gobe. 

Le  chancelier  Bacon,  dont  le  vaste  génie  donna  une  nouvelle  impulsion 
à la  philosophie  des  sciences,  soupçonna  que  cette  force  singulière  de- 
vait s’augmenter  ou  diminuer  à mesure  que  les  corps  se  rapprochent  ou 
s’éloignent  du  centre  de  la  ferre;  c’est  la  recherche  qu’il  propose  aux  sa- 
vans  dans  son  fameux  Ouvrage  sur  l’interprétation  des  phénomènes  de  la 
nature,  où  il  leur  conseille  de  vérifier,  au  moyen  des  horloges  à poids, 
si  les  corps  ne  deviennent  pas  plus  pesans  au  fond  d’une  mine  que  sur 
le  sommet  d’une  montagne.  Lui-même  il  s’était  occupé  long-temps  de 
cette  recherche , en  faisant  descendre  des  mobiles  de  différentes  éléva- 
tions, et  en  ch e reliant  à reconnaître  si  leur  chute,  qui  est  de  i5  pieds 
dans  la  première  seconde,  ne  subirait  pas  d’altération  dans  les  secondes 
suivantes  Rien  n’éclaircit  ses  doutes;  quelque  grande  que  fût  la  dis- 
tance des  lieux  où  il  se  transportait,  elle  était  toujours  trop  peu  étendue 
pour  que  la  pesanteur  vaiiût  sensiblement  d’intensité. 
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Newton  poita  ses  regards  plus  loin  : non  content  de  soupçonner  , 
comme  Bacon  , l’affaiblissement  de  la  pesanteur  à mesure  qu’on  s’éloigne 
du  centre  de  la  terre,  il  chercha  quelle  pouvait  être  la  loi  que  suit  cette 
force  attractive.  Celle  de  la  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  lui  pa- 
rut la  plus  conforme  à l’analogie  qui  nous  fait  reconnaître  cette  loi  dans 
la  propagation  de  la  lumière,  et  dans  la  plupart  des  émanations  des  qua- 
lités sensibles  des  êtres.  Pour  vérifier  ses  conjectures  , dédaignant  de  re- 
courir aux  faibles  moyens  qui  avaient  si  mal  réussi  à Bacon,  c’est  en 
mesurant  la  pesanteur  même  de  la  lune,  que  son  génie  audacieux  osa 
interroger  la  nature  sur  ce  grand  phénomène.  Un  seul  obstacle  l’arrêta 
cependant,  c’est  qu’il  n’eut  d’abord  que  des  données  fautives  sur  la  vraie 
distance  de  ect  astre,  et  sur  les  dimensions  du  globe  terrestre  - mais  enfin 
les  nouvelles  observations  des  astronomes,  et  la  mesure  du  méridien  par 
Picard,  lui  fournirent  les  renseignemens  désirés , et  lui  permirent  de  fon- 
der ses  opérations  sur  des  bases  moins  inexactes. 

386.  La  première  chose  que  nécessite  cette  recherche,  c’est  de  con- 
naître l’effet  de  la  pesanteur  a la  surface  de  la  terre.  Nous  avons  vu  que 
la  théorie  du  pendule  nous  y conduisait,  et  que  l’on  avait  (art.  384)?  ^ 
la  latitude  de  Paris,  et  dans  Pbypothèse  où  la  terre  serait,  fixe , 


G'  = 9m,  82335 , ou  3ofq  24065. . . (246). 


Pour  savoir  de  combien  cette  quantité  devrait  être  diminuée  à la  région 
de  la  lune,  en  vertu  de  la  loi  de  Newton,  il  faut  préalablement  déter- 
miner la  distance  du  disque  lunaire  au  centre  de  la  terre.  Cette  distance 
dépend  de  la  parallaxe  horizontale  de  !a  lune. 

i.  387.  Par  parallaxe  horizontale,  on  entend  l’angle  HLC  ( fig.  181  ) 
formé  par  des  droites  qui,  partant  de  l’astre  observé  , aboutissent,  l’une 
au  centre  de  la  terre,  et  l’autre  à l’extrémité  du  rayon  CH  , auquel  elle  est 
perpendiculaire.  Cet  angle  L,  lorsque  la  lune  est  dans  sa  moyenne  dis- 
tance, est,  suivant  Dclambrc,  de  57'.  Si  l’on  prend  donc  le  rayon  de 
la  terre  pour  unité,  on  aura 

CL  sin  L — CH  ~ 1 , 

et  par  conséquent 

CL  — Go,3r4. 
sin  07 


Celte  valeur  est  peu  différente  de  celle  qu’emploie  Newton,  qui  suppose 
que  cette  moyenne  distance  est  de  60  f.  (Lw.  3e  des  Principes,prop.  87.) 


388.  Maintenant,  si  l’on  appelle  y ce  que  devient  la  gravité  C'a  la  ré- 
gion de  la  lune,  et  e'  l’espace  quelle  ferait  parcourir  à un  corps,  dans 
l’hypothèse  où  clic  décroîtrait  suivant  la  loi  de  la  raison  inverse  du  carré 
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Al 

de  la  distance , on  aura 

G'  : y ::  (60,314)*  • 1 » 

d’où  l’on  tirera 

_ G' 
y~~  (6o,3i4)a* 

Tel  sera  l’effet  de  la  gravite'  clans  une  seconde  de  temps,  sur  un  corps 
qui  serait  à la  région  de  la  lune. 

38q.  Mettant  cette  valeur  à la  place  de  g , dans  la  formule  generale 


e=igt*> 

et  changeant  e en  e , on  aura  l’espace  e'  parcouru  dans  le  temps  t. 

Ainsi,  en  supposant  que  le  temps  t soit  d’une  minute,  c’est-à-dire 
de  60 ",  on  aura,  pour  l’espace  e'  qui  devrait  être  parcouru  dans  une 
minute  de  temps, 

a * (60,3.4)* **  * 7 ' 

3go.  Si  l’on  néglige  la  fraction  décimale,  cette  équation  se  réduit  à 

e'  = ±G'i 

ce  qui  nous  montre  que  l’espace  parcouru  e'dans  une  minute  de  temps, 
à la  région  de  la  lune,  devrait  être,  dans  l’hypothèse  de  la  loi  de  New- 
ton , égal  au  chemin  qu’un  corps  décrirait  à la  surface  delà  terre,  non 
en  une  minute,  mais  en  une  seconde  de  temps. 

Ma  is  si  l'on  a égard  à la  fraction  décimale,  l’équation  (247)  nous 
donnera 

e'  = i G'  X 0,9896  ; 

et  en  mettant  les  valeurs  de  G',  données  par  les  équations  (245),  on  aura 
e'  = f (9”*, 82335)  X 0,9896,  ou  e'—  \ (3oP% 24066)  X (0,9896), 


et,  en  exécutant  les  opérations  indiquées  , on  aura 

e'  = 4m,86°5g,  ou  e'  = i4p,,963o. . . (248); 

I 

tel  sera  le  chemin  que,  dans  l’hypothèse  de  la  loi  de  Newton,  devrait 
décrire  en  une  minute  un  corps  qui  serait  à la  région  de  la  lune. 

3qi.  Examinons  maintenant  si  l’expérience  s’accorde  avec  ce  résultat. 

.Pour  cet  effet,  supposons  que  la  lune  , dans  sa  moyenne  distance  en  L 
(lig.  182)  décrive,  durant  une  minute,  l’arc  LM;  si  l’on  mène  les  parai-  Fig.  182. 
lèles  LO  et  QM,  l’une  au  sinus  et  l’autre  au  sinus  verse,  on  pourra  re- 
garder LM  comme  la  diagonale  d’un  parallélogramme  dont  LQ  et  LP  se- 
raient les  composantes.  La  première  entraînera  la  lune  tangentiellement  à 
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Tare  LM,  et  la  seconde  tendra  à la  rapprocher  du  centre  C ; c’est  donc 
cette  seconde  force  qui  mesurera  i’eifet  de  la  force  attractive  placée 
en  C. 

Celte  composante  LP  sera  évidemment  le  sinus  verse  de  l’angle  LCM, 
qu’il  s’agit  de  déterminer.  Pour  cet  effet,  nous  remarquerons  que  lorsque 
la  lune  est  dans  sa  moyenne  distance,  le  rayon  r de  son  orbite  varie  peu 
pour  l’arc  très  petit  qui  est  décrit  dans  une  minute  de  temps. 

On  peut  doue  admettre  que  la  lune  se  meuve  comme  si  elle  devait  rester 
dans  le  cercle  décrit  par  r • or,  d’après  la  loi  des  aires,  les  arcs  décrits  en 
temps  égaux  étant  égaux  dans  Je  cercle,  ces  arcs  ou  les  angles  qui  leur 
correspondent , seront  proportionnels  aux  temps.  Appelant  donc  T le 
temps  de  la  révolution  sydérale  de  la  lune,  c’est-à-dire  de  la  révolution 
qui  la  ramène  au  meme  point  du  ciel,  nous  aurons 

T : une  minute  : : 36o°  l angle  LCM , 

donc 

, r 36o° 

angle  LCM  = -rp—  J 


la  révolution  sydérale  étant  reconnue,  même  du  temps  de  INewton,  être 
de  27/  7 * 4 3' , c’est-à-dire  de  3t)343',  si  nous  remplaçons  T par  ce 
nombre,  et  que  nous  réduisions  les  degrés  en  secondes  pour  que  la  divi- 
sion puisse  s’effectuer,  nous  trouverons 


angle  LCM  = = 3a", 94. 

392.  La  question  étant  maintenant  réduite  à trouver  le  sinus  verse  d’un 
angle  de  32,',g/j.,  dans  un  cercle  qui  serait  décrit  avec  le  rayon  moyen  de 
l’orbite  lunaire • voici  une  manière  facile  d’y  parvenir.  Pour  cela,  me- 
102.  rions  (fig.  182)  la  perpendiculaire  CI  sur  le  milieu  de  la  corde  LM,  les 
triangles  LMP,  LC1  rectangles,  l’un  en  P et  l’autre  en  i,  ayant  1 angle 
L commun,  seront  semblables  , et  donneront  la  proportion 


ou 

d’où  l’on  tirera 


LC  : il  ::  ml  ; lp, 

LC  : IL  ::  2IL  : LP  j 


ï S 2 

LP=2rè--- (2^* 


Nommons  0 l’angle  LCI,  moitié  de  l’angle  LCM  , et  r le  rayon  moyen 
LC , nous  aurons 

IL  =;  r sin  3 , 


et  l’équation  (249)  deviendra 
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Mo 

LP  — 2 r sin*  6 (f)  ; 
cl  en  mettant  la  valeur  de  l’angle  6, 

LP  — 2rsina  (25o). 

ÜN'ommnnt  a le  rayon  de  la  tcnc,  la  distance  moyenne  r du  centre  de 
notre  planète  à la  lune  sera  exprimée,  d’après  ce  qui  précède,  par 

r = ((5o,  3 1 4 ) a- 


3g3.  A l’égard  de  a , comme  la  force  attractive  de  la  terre  diffère  peu 
de  ce  qu’elle  serait  si  notre  globe  était  parfaitement  sphérique,  nous 
adopterons  cette  dernière  hypothèse  pour  plus  de  simplicité  5 et  comme 
le  quart  du  méridien  terrestre,  f^ui  sert  de  hase  au  système  métrique,  a 
été  trouvé  de 


5i3o;4o  toises  (**) , ou  de  6 (5i3o74o)  pieds, 

si  nous  nous  rappelons  que  2 ira  est  la  circonférence  décrite  avec  le 
rayon  a,  nous  aurons  , en  prenant  quatre  fois  le  quart  du  méridien 

-ITT a — 24  (5 1 30740)  pieds  ; 


(*)  Quand  le  sinus  est  très  petit , on  peut  se  dispenser  de  recourir  aux 
sinus  des  tables  ; en  effet , la  proportion 


donne 


T l une  minute  de  temps  ;;  2 ?rr  ; arc  ML, 

2 7rr 


arc  ML 


vrr  ? 


et  comme  la  corde  se  confond  avec  Parc,  on  aura 


Mettant  cette  valeur  dans  l’équation  (249),  et  changeant  LC  en  on 
obtiendra 


O'T* 2 

LP^r. 


. (**)  INewton  , d’après  Picard , supposait  que  cct  arc  du  méridien  était 
de  3ooi2{00  pieds;  mais  cette  mesure  était  trop  grande,  puisqu’elle  fixe 
Parc  du  degré  moyen  h 57060  toises,  tandis  que,  d’après  la  Commis- 
sion des  poids  et  mesures,  il  devrait  être  de  07008  toises,  ou,  d’après 
des  mesures  postérieures,  tout  au  plus  de  57012  toises. 
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cette  équation,  combinée  avec  la  précédente,  nous  donnera 

_ (6o,3i4)  24  (5i3o74o)  pieds 
r_  2~  - 


mettant  cette  valeur  dans  l’équation  (25o),  nous  aurons  pour  celle  de 
LP,  exprimée  en  pieds. 


j^p 60, 3 1 4 x 24  x 5i3o64o  x sina(i6",47) 


changeant 


7T 


sin  dont  le  rayon  est  V unité  sin  tabulaire 

— 1 ■ - Cil  — 

1 dix  milliards 


pour  pouvoir  employer  les  tables,  et  opérant  par  logarithmes,  nous 


trouverons 

log  6o,3i4 = 1.780419 

log  24 = 1 . 380211 

log  5i3o74o — 6.710180 

log  sin3  (16", 47),  ou  2 log  (t6", 47).  — ii.8o4538 

21 .675348 

a déduire 

log  du  carré  de  10  milliards  -f-  log  = 20.497149 

Reste:  15^,072,  nombre  correspondant  à ce  log.  0.178199 

a déduire 

le  log  qui  convertit  les  pieds  en  mètres o.48833i 

Reste:  4^9896,  nombre  correspondant  à ce  log.  0,689868. 


3q4.  L’expérience  prouve  donc  que  la  lune  tombe  vers  la  terre  en  une 
minute  de  15^,072  = 4TO,8g6  , valeurs  très  approchantes  de  celles  que  nous 
avons  trouvées  art.  890,  équation  (248),  dans  l’hypothèse  où  la  loi  de  l’at- 
traction subsisterait.  La  différence  n’est  que  d’un  dixième  de  pied,  pour 
le  temps  de  la  chute  en  une  minute  d’un  corps  situé  h la  distance  de  la 
lune,  et  par  conséquent  elle  est  insensible  pour  la  chute  en  une  seconde- 
Si  les  deux  résultats  ne  sont  pas  absolument  les  mêmes,  dans  toutes  les 
décimales,  on  sent  que  cela  ne  provient  que  de  certaines  quantités  dont 
nous  n’avons  pas  tenu  compte  ; mais  y eût-on  égard,  comme  nous  n’o- 
pérons que  sur  des  quantités  moyennes  , on  ne  pourrait  espérer  de  par- 
venir à une  identité  parfaite  entre  les  nombres  qui  expriment  la  chute 
hypothétique  et  la  chute  réelle. 

3g5.  Ce  qui  précède  suffit  cependant  pour  nous  faire  entrevoir  que  la 
force  de  la  gravité  s’étend  jusque  sur  le  globe  lunaire,  et  va  en  dinù- 
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nnant  selon  la  raison  inverse  du  carre  <le  la  distance.  Celte  loi  a etc  en- 
suite confirmée  par  une  foule  de  théories  et  de  tables  astronomiques  qui 
renferment  implicitement  la  loi  de  Newton,  et  n’ont  jamais  été  démen- 
ties par  l’observation.  Il  n’est  donc  point  de  phénomène  qui  soit  plus 
appuve*  sur  l’expérience  ; mais  ce  qui  met  l’hypothèse  du  philosophe  an- 
glais tout- à-fait  en  évidence,  c’est  qu’elle  s’accorde  entièrement  avec 
les  lois  de  Kepler  qui  ont  été  si  souvent  vérifiées  par  i expérience,  et 
dont  voici  l'énoncé  : 

10.  Les  planètes  décrivent  des  ellipses  dont  le  foyer  est  au  centre 
d’attraction  autour  duquel  s’opèrent  leurs  mouvemens  ; 

2°.  l^es  aires  des  secteurs  elliptiques  des  planètes  sont  proportion- 
nelles (\u  temps  (\u  elles  emploient  a décrire  les  arcs  de  ces  secteurs; 

3°.  Les  carrés  des  temps  des  révolutions  des  planètes  sont,  pro- 
portionnels aux  cubes  de  leurs  distances  au  centre  commun  de  leurs 
mouvemens , c’est-à-dire  au  centre  du  soleil  autour  duquel  elles  cir- 
culent. 

3p6.  La  première  de  ces  lois,  comme  nous  allons  le  démontrer,  n’est 
qu’un  cas  particulier  de  celui  de  la  nature,  qui  exige  que  tout  corps  sou- 
mis à une  force  qui  àgit  en  ra  son  inverse  du  carré  do  la  distance,  se 
meuve  dans  une  section  conique. 

La  seconde  de  ces  lois  a déjà  été  reconnue  (art.  335,  page  201),  et  ap- 
partient en  général  à tout  corps  attiré  vers  un  centre  fixe,  quelle  que  soit 
d’ailleurs  la  nature  de  la  force  motrice  qui  le  sollicite.  Ainsi  tout  sc  réduit 
à prouver  l’existence  de  la  première  et  de  la  troisième  loi  de  Képlcr. 

397.  Pour  y parvenir,  plaçons  l’origine  des  coordonnées  au  centre 
d’attraction  , qui  sera  celui  du  soleil  pour  notre  système  planétaire  , 
et  appelons  R la  force  accélératrice  qu’exerce  cet  astre  sur  une  pla- 
nète, et  r le  rayon  vecteur  de  son  orbite.  Ce  rayon  vecteur  Am  (fig.  R3)  jrjg.  J03. 
faisant  un  angle  r/zAP  :=  <p  avec  l’axe  des  x,scs  composantes  AP  et  P m, 
suivant  les  axes  coordonnés,  auront  pour  expression 

Am  cos  p , Am  sin  p. 

Or,  dans  le  triangle  rectangle  AmP,  on  a évidemment 

AP  X . 77?  P Y 

COS  0 =:  - — = — , SI  11  ffl  = - — ; 

A ni  r Am  r 

ainsi,  les  composantes  X et  Y de  la  force  accélératrice  <p , seront 

X— R-,  Y = R - ; 

r r 

et  comme  la  combe  tourne  sa  concavité  vois  le  point  fixe,  la  foi  ce  ac- 


N 
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céleratrice  qui  agit  suivant  ???A,  tend  à diminuer  les  coordonnées  AP  — .r 
et  PM  — y du  point  m 5 par  conséquent,  art.  5i,  nous  affecterons 
du  signe  négatif  les  composantes  de  la  force  accélératrice  représentées 
par  ces  coordonnées , et  nos  deux  équations  deviendront 

X = — R.-,  Y = — R • - ; 

r r 

ou , en  remplaçant  X et  Y par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  de 
Part.  33i,  nous  aurons 


d'-y 
dl 2 


— R.-...  (a5i). 
r 


3q8.  Pour  intégrer  ces  équations,  nous  multiplierons  la  première  par 
y et  la  seconde  par  x 5 retranchant  l’un  des  produits  de  l'autre,  et  di- 
visant par  dt , il  restera 

d2x  d2y 


y ~dt  x ~dt 


O . 


équation  dont  l’intégrale  sera 


ydx  — 


dt 


= a. . . (252) , 


et  par  a nous  désignerons  la  constante  arbitraire  ajoutée  à l’intégration. 

399.  Pour  avoir  une  autre  intégrale  première,  nous  multiplierons  les 
équations  (25i)  , l’une  par  2 dx  et  l’autre  par  2 dy^  et  ajoutant  les  pro- 
duits , nous  trouverons 


2 dxd2x  -f-  2 dyd2y  p (xdx  -f-  ydy) 


dl* 


(253). 


Le  second  membre  de  cette  équation  contenant  les  trois  variables  x , y 
et  r , nous  la  transformerons  en  une  fonction  de  cette  dernière  au  moyen 
de  la  relation  x2  -f-  y2  — r2,  qui  donne  par  la  différentiation 

xdx  -f-  ydy  — rdr  5 

mettant  cette  valeur  de  xdy  -y ydy  dans  le  second  membre  de  l’équation 
253,  on  obtiendra 


2 dxd2x  -f-  2 dyd*y 
dl 3 

ou  plutôt,  parce  que  dt  est  constant, 

' dx 2 -f-  dy2' 


( dx2  -f-  dy2y 

V dT*  J 


— o.T\drj 


2 Pu//'. 


253 
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Intégrant  et  nommant  b la  constante  arbitraire,  nous  obtiendrons 


dx * -h  dy  5 

dt* 


— b — 2 fRdr. . . (254)' 


400.  IN'ous  avons  affecte  R dr  du  sicne  d’intégration,  parce  que,  si  l’on 
veut  que  la  distance  influe. sur  la  force  accélératrice,  c’est  supposer  que 
l’une  dépende  de  l’autre  en  vertu  d’une  certaine  loi  qui  restera  arbitraire 
tant  que  nous  n’aurons  pas  adopté  une  hypothèse  particulière. 

401.  Comme  il  nous  reste  encore  trois  variables  dans  cette  équation  , 
nous  la  réduirons  à deux  (savoir  x et  <p)  en  y introduisant  les  valeurs  de 
x et  de  y eu  fonction  du  rayon  vecteur  r,  et  de  l’angle  p qu’il  forme 
avec  l’axe  des  x ; ces  valeurs  seront  données  par  les  formules 

x = r cos  p , /’sinp...  (255). 

Ces  formules  nous  donnent  en  différentiant  ces  fonctions  x et  y,  par 
rapport  aux  variables  r et  ô, 

dx  — — r sin  p dp  -f-  cos  pdr 
dy  — r cos  pdp  -f-  sin  pdr 

les  valeurs  de  a:  et  de  y,  de  dx  et  de  dy,  données  parles  équations  (255)  et 
(256),  étant  mises  dans  l’équation  (252),  on  obtient,  après  la  réduction, 

(sin2  p -f-  cos5  p)  . 

-r» «fr  = «i 

et  comme  la  somme  des  carrés  du  sinus  et  du  cosinus  est  égale  à l'u- 
nité, l’équation  précédente  devient 

dis  ■ . 

— r2  777  !>57). 


Opérant  de  meme  relativement  à l’équation  ( 254  ),  on  trouve  d’abord  , 
en  ajoutant  les  carrés  des  équations  (256) , et  en  réduisant , 

dx*  -f-  dy1  — r*dp*  -f-  dr3 . . . (268). 

Par  conséquent,  en  mettant  cette  valeur  de  dx*  -f-  dy*  dans  l’équa- 
tion (254) , on  la  transformera  en 


r*dp*  -f-  dr 
dt* 


b — 2 fRdr. 


(269 


402.  Pour  avoir  l’équation  de  la  courbe,  éliminons  dt  entre  les  équa- 
tions (267)  et  (25g)  que  nous  venons  d’obtenir  par  l’intégration  : la 
première  nous  donnera 


254 


dynamique. 


, r2dp 

dt  — ; 

a 


cetle  valeur  introduite  dans  la  seconde , la  changera  en 

o'ir°dz‘>  -r-  a2dr2 


d’où  nous  tirerons 

dtp  — 


rdlp- 


adr 


— b — 2 /Rc/r  , 


. . . (260). 


r \/  br 2 — a 2 — 2 r2/Kdr 


Cette  équation  fera  connaître  le  rayon  vecteur  pour  un  angle  donné  , lors- 
qu’ayant  détermine' les  constantes  qu’elle  renferme,  on  l’aura  intégrée. 

4o3.  Pour  savoir  ce  que  ces  constantes  signifient,  reprenons  nos  deux 


intégrales 


rd 


X X 


dr  „ 


dt 


r2dp2~\~dr2  . 

a y et  — =r.  b — 2 Jïxclr...  (201): 


nous  avons  déjà  vu,  art.  335,  qu’en  prenant  l’intégrale  de  la  première 
équation  , on  était  conduit  à 


2 secteurs  LCM  = at. 


(262)  ; 


par  conséquent,  si  l’on  fait  t—  r , on  reconnaîtra  que  la  constante  a 
n’est  autre  chose  que  le  double  du  secteur  décrit  dans  l’unité  de  temps. 

On  peut  tirer  la  même  conclusion  de  l’équation 

r'ÿt=a...  (a63)(*); 

car  dp  étant  l’arc  infiniment  petit  décrit  par  le  rayon  r,  rdp  sera  l’arc 
infiniment  petit  décrit  par  le  rayon  vecteur  r;  donc  \r.rdp , ou  — — , 

représentera  le  secteur  infiniment  petit,  décrit  par  le  rayon  vecteur  dans 
l’instant,  ât\  mais,  comme  les  aires  sont  proportionnelles  aux  temps 
art.  335  , on  trouvera  l’aire  décrite  dans  le  temps  1 par  cette  pro- 
portion , 

r2d<p 


l dt  II  aire  décrite  dans  V unité  de  temps  \ 1 • 


donc 


aire  décrite  dans  l’unité  de  temps  = 


r2dç> 
•idt  5 


(*)  Nous  supprimons  le  signe  de  a,  parce  que  nous  ne  considérons  que 
la  valeur  absolue  de  cette  constante. 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  2.55 

par  conséquent,  r3  vaudra  le  double,  et  en  vertu  de  l’équat.  (263) 

sera  la  valeur  de  a. 

On  tire  de  cette  meme  équation  (260) 


a 


rV 


et  comme  — exprime  la  vitesse  angulaire  du  mobile  (*) , on  voit  qu’elle 

est  en  raison  inverse  du  carré  du  rayon  vecteur,  et  parvient  à sa  pins 
grande  valeur  au  point  où  le  rayon  vecteur  a la  plus  petite. 


404.  La  première  des  équations  (261)  nous  montre  encore  que  la  cons- 
tante a est  indépendante  de  l’hypothèse  qu’on  peut  former  sur  la  force 
accélératrice;  nous  verrons  qu'il  n’en  est  pas  de  même  de  la  constante  by 
qui  dépend  de  la  force  accélératrice  renfermée  dans  la  seconde  de  ces 
équations.  Nous  ne  pouvons  donc  différer  davantage  d’établir  cette  hypo- 
thèse dont  nous  avons  parlé,  art.  4°°>  nécessaire  pour  déterminer  cette 
force  accélératrice;  et  nous  admettrons  avec  Newton  que  les  corps  s’at- 
tirent proportionnellement  à leur  niasse,  et  en  raison  inverse  du  carré  de 
leur  distance.  Cela  posé,  représentons  par  1 la  force  exercée  h une  dis- 
tance k par  l’unité  de  masse;  la  force  du  soleil  qui  agira  sur  un  corps 
placé  à cette  distance  k sera  donc  exprimée  par  la  masse  entière  M de 
cet  astre;  mais  la  masse  de  la  planète  que  le  soleil  attire  étant  m , cette 
planète  réagira  sur  le  soleil,  et  produira  un  effet  exprimé  par  et 
comme  les  deux  forces  M et  m tendent  à rapprocher  les  deux  astres  l’un 
de  l’autre,  leur  effet  sera  le  meme  qne  si  la  force  M -j-  m était  concen- 
trée dans  le  soleil,  et  agissait  sur  la  planète,  à une  distance  k.  Lorsque 
cette  distance  change  et  devient  r,  la  force  M -j-  m n’a  plus,  comme  on 
l’a  vu , la  même  intensité.  Représentons  donc  par  R ce  qu’elle  est  alors  ; 
et  comme  les  forces  M -f-  m et  r agiront  en  raison  inveisc  des  carrés  des 
distances  k et  r,  nous  aurons 

M + m : R II  ra  : A»; 

d’où  l’on  tirera 

t=*:Æ+j„.  (265). 


( * ) On  l’appelle  ainsi  parce  que  l’angle  p étant  mesuré  par  l’arc 
correspondant  décrit  avec  le  rayon  1,  cet  arc  est}  l’espace  parcouru  dont 
la  différentielle  divisée  par  celle  du  temps,  exprime,  ait.  291 , la  vi- 
tesse. 
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Telle  est  la  valeur  de  la  foice  accélératrice  totale  qui,  agissant  à la  dis- 
tance r,  tendra  h rapprocher  les  deux  corps  l’un  de  l’autre. 

4o5.  La  valeur  que  nous  venons  de  déterminer  étant  celle  de  la  force 
accélératrice  que  nous  avons  représentée  par  R,  nous  avons 


faisons  pour  abréger 


. r ri  m ) . 

f£dr=fk* — dr\ 


k2  (M  -f->  ni)  — . . (266). 


Nous  changerons  l’équation  précédente  en 

..  (267)  j 


mais  comme  les  masses  M et  m , ainsi  que  la  distance  /r,  sont  des  quan- 
tités constantes,  il  en  sera  de  meme  de  y.  ; par  conséquent,  on  trouvera 
immédiatement  pour  l’intégrale  de  l’équation  (2G7) , 


fRdr  = — ■+  c 5 

remplaçant  fRdr  par  cette  valeur,  et  ensuite  b — 2c  par  b'f  les  équa- 
tions (259)  et  (260)  deviendront 


r2dp*  -+■  dr*  , 2/2 

■ — b — j . . . (26b)  , 

V 


dn 


dp 


adr 


r b' r2  — a2  ~h  xyr 


••  (269). 


4o6.  Il  ne  nous  reste  plus  qu’à  déterminer  la  constante  b'  qui,  comme 
on  l’a  vu,  est  égale  .à  b — 2 c.  Pour  cela,  recourant  à l’équation  (268)  , 
examinons  d’abord  ce  que  représente  soir  premier  membre  : nous  avons 
vu,  art.  4oi  , que  la  valeur  nous  en  était  donnée  par  l’équation  ( 258)  , 
c’est-à-dire  qu’on  avait 


r2dp2  -f-  dr2  doc 2 -f-  dy * 
dt2  ” dl2 


et  comme  \/dx2  ~b*  dy2  est  l’élément  ds  de  la  courbe,  011  voit  que 
n’est  autre  chose  que  { — ) , c’est-à-dire  est  le  carré  de  la 


r2dp2-{-dr2  , , /U/sN2 

n est  autre  chose  que  > 

vitesse  estimée  suivant  la  courbe ; ainsi,  en  nommant  v cette  vitesse, 
l’équation  (26S)  deviendra 

v*  = & + ??...  (2-0). 

r 
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^eJa  P0**’  Sl  nous  représentons  par  V cette  viies^  x . . 

mouvoment  et  par  X ee  que  devient  alors  le  rayon  vecteur  T 
détermine  dans  l'équation  (î;o),  et  nous  en  tirerons  ’ 


i'  = y»  _ 


2^ 


*"  faC‘le  “ meUant’  d’aPrôs  ''équation  (*ÿ , » à ia  place  Je 


dans  Ja  formule 


et  qui  la  changera  en 


dr*  -f-  r*d<p* 
dl 2 


dr 3 <31 

dl*  ' (27J)- 


par  ifcliKre.t'e’  .’atîm^^"1^4"'0".’  “ rcPr“™^  (%•  >8«  Fig.  ,84. 
veeteuis  A»  et  Au:  en  reRardan II  , ’ T “T  d'“  ‘ayons 

« rectiligne  parce  qu’il  est  infiniment ^"tf,  ! ^"1“  160,3,18,6  ™ '* 


OU 


ml  — mn  cos  nml , 
dr  — ds  cosnml; 


substituant  cette  valeur  de  dr  dans  l'équation  hm)  et  eh 
. ds  ^ on  \*Jl)  > et  changeant  en- 

SUltC  dt  eniJ}  nous  obtiendrons 


= e1  (cos  nml)*  -f. 


«a 

ra 


Or,  Sl  nous  appelons  a ce  que  devient  / 

transforment  en  V et  en  x à 1W,V  i ‘ g 1 <ïuand  w et  r se 

dans  cette  hypothèse,  8 d“  mou',emcnt.  nous  aurons, 


donc 


V>  = V- cos.  « + 5!  . 


a ' - X’V’  ('  - cos.  «)  = X.  V>  sin.  8, 

et  par  conséquent 

a — xV  cos  a. 

Jir:,,ïr“  ™.~  <■«, 

« i. ......  j.  h „ ;i;:rr  “,t™“ 
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Nous  essaierons  Sabord  de  la  simplifier  en  supposant  r — -,  parce 

que  la  différentiation  des  fractions  de  ce  genre  accroissant  la  puis- 
sance de  la  variable,  on  conçoit  qu’il  peut  y avoir  des  réductions  qui 
rendent  la  formule  moins  compliquée  ; c’est  en  effet  ce  qui  arrive,  car 
nous  trouvons 

adz 

= — _ — > 

y b'  — (a2z2  — 2/xz) 

Regardant  les  termes  qui  sont  entre  les  parenthèses  comme  les  deux 
premiers  d’un  carré  parfait,  nous  voyons  que,  pour  le  compléter,  ii 

faudrait  y ajouter  — ; mais,  pour  ne  pas  tr  >ub!er  Pegalite,  nous  mtro- 
J a 2 

duirons  sous  le  radical  la  quantité  £ — ^ , et  alors  nous  pourrons 
écrire  ainsi  notre  équation 


adz 


faisant 


az — -=u,  et  b'  + 


: A2. 


a 


a' 


’équation  précédente  deviendra 

dtp  = — 


du 


{/  A4 


u- 


prenant  l’intégrale  ( Élém . de  Calcul  intégral,  art.  274  et  275)  on  a, 


arc  cos 


K) 


® -J-  constante. 


Remettant  les  valeurs  de  u et  de  A , supprimant  le  facteur  commun 
a , et  nommant  4 la  constante  arbitraire,  on  obtient 


arc 


(cos  = . ;J!Z^=)=»  + 4i 
^ y a*b'  g.*' 


on  lire  de  cette  équation 


a2z  — g. 


'■zz.  = cos  (?  + 4)  ? 


\/ a*  b'  -f-  {a* 

et,  en  restituant  la  valeur  de  z en  r,  nous  trouverons  enfin 
a2  — pr  = r \/a2b'  - f-^.cos  (p  -f-  4)»  ..  (272). 
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ijoç,.  I.a  constante  arbitraire  4 ne  soi  t qu'à  changer  la  diteclion  de  l’axe 
qui,  avec  le  rayon  vecteur,  forme  l’angle  variable  ; par  exemple  (fiv.,85) 
si  I angle  CA  m ou  y , forme  par  le  rayon  vecteur  avec  l’axe  primitif  AC 
est  successivement  de  l»,  de  u°,  de  3»,  etc.,  et  que  l’on  compte  l'angle 
ranald^a  partir  de  l’axe  AB  qui  fait  avec  l’axe  AC  un  angle... 

4r  I angle  forme'  par  le  rayon  vecteur  Am  avec  cet  axe  AB 
scia  successivement  de 


i°  + 4,  de  2° +4,  de  3° +4,  etc., 


et  , en  general , de 


0 f—  4 • 


410.  L angle  p -f- 4 disparaîtra  de  l’équation 
mons  les  coordonnées  polaires  en  coordonnées 
rie  ces  formules , 


(272)  si  nous  transfor- 
rectangulaires,  à l’aide 


/»  :r2  x r cos  (p  -f-  4)  > y — r sin  (p  -f-  4). . . (273); 

car  les  deux  premières  réduisent  cette  équation  (272)  à 


On  tire  de  là 


a*  — h V X*  -\-y*  — x\/ a'b'  ^ . 


(x  \/x 2 -+-JK2  — a*—x  [/a*b'  - . . (27/J)  • 
'élevant  au  carré  et  réduisant , on  obtiendra 


W*  _ b'a'x*  = ai  — 2a*x  \Za*b'  + ^ . . . (275). 

Cette  équation  est  celle  d’une  section  conique  ou  courbe  du  second 
ordre;  elle  appartiendra  à une  ellipse  ou  à une  hyperbole,  selon  que 
b\  d’où  dépend  le  signe  du  terme  en  a:2,  sera  négatif  ou  positif;  car, 
dans  le  premier  cas,  les  deux  carrés  des  coordonnées  seront  de  memes 
signes,  et,  dans  le  second,  ils  seront  de  signes  contraires.  Mais,  si  // 

est  nul,  le  terme  en  x2  s’évanouissant,  l’équation  appartiendra  à la  pa- 
rabole. 

^ 4 1 1 - Lorsque  dans  l’équation  ( 274)  on  introduit  le  rayon  vecteur  à 
l’aule  de  la  première  des  équations  (273),  on  la  transforme  en 


fxr=a>  — x Va* b'  -f- 

ce  qui  montre  qu’en  regardant  VlFïT^  comme  une  constante,  ce 
rayon  vecteur  est  toujours  donné  en  fonction  rationnelle  de  l’abscisse  x 
d’où  l’on  peut  conclure  que  l’origine  est  au  foyer. 

4^2.  .Ainsi  voilà  la  seconde  loi  de  Kepler  démontrée  avec  une  gé- 
néralité qui  était  inconnue  à ce  grand  homme;  car  il  s’était  borné,  cl 
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encore  par  induction,  à assigner  aux  planètes  un  orbe  elliptique , tandis 
que,  d’après  notre  démonstration,  on  voit  que  des  corps  planétaires 
pourraient  être  diriges  suivant  des  paraboles  ou  des  hyperboles. 

Si,  dans  les  comètes  observées  jusqu’à  ce  jour,  nous  n’avons  pas 
d’exemple  de  mouvemcns  hyperboliques,  c’est,  que , d’après  le  calcul 
des  probabilités  , la  chance  qui  donne  une  hyperbole  sensible  est  très 
rare  : ce  J’ai  trouvé , dit  Laplace  , qu’il  y a six  mille  au  moins  à 
))  parier  contre  l’unité,  qu’une  nébuleuse  qui  pénètre  dans  la  sphère 
33  d’activité  du  soleil,  de  manière  à pouvoir  être  observée,  décrira  ou 
33  une  ellipse  très  allongée,  ou  une  hyperbole  qui,  par  la  grandeur  de 
33  son  axe,  se  confondra  sensiblement  avec  une  parabole,  dans  la  partie 
« que  l’on  observe  5 il  n’est  donc  pas  surprenant  que  jusqu’ici  l’on 
n’ait  point  reconnu  de  mouvemens  hyperboliques.  3) 

4 1 3.  Si,  dans  l’équation  (275) , on  fait  .r  — o,  et  y — , on  aura, 

pour  l’ordonnée  qui  passe  parle  foyer,  c’est-à-dire  pour  le  demi-paramètre. 


la  même  équation  (275),  résolue  par  rapport  à y,  donne 


y = rt  — V a*  -j-  b'  x*  — 2x  [/ a^b'  + /ua, 

A* 

ce  qui  montre  que  toutes  les  oulonnées  rectangulaires  sont  partagées 
en  deux  parties  égales  par  l’axe  des  x , et  que,  par  conséquent,  cet 
axe  ne  peut  être  que  le  grand  ou  le  petit  axe  j et,  comme  on  a vu 
qu’il  renfermait  le  foyer,  il  est  donc  nécessairement  le  grand  axe. 

4i4.  L’équation  (275)  se  simplifiera  si  l’on  fait 


V a^b'  -f-  y.'1  = ni . . . (276)  , 


et  si,  transportant  l’origine  au  centre,  en  supposant  .r  = a/-{-«t,  on 
dispose  de  l’indéterminée  et,  par  la  condition  que  le  coefficient  de  la  pre- 
mière puissance  de  a/ s’évanouisse.  Faisant  donc  celte  substitution  dans 
l’équation  (275),  nous  trouverons,  après  avoir  divisé  par  a*, 


A*2 

4 VÎ 

a2  * 


— ib'a.  ) 
-f-  2 rn  j 


-f-  b' cl 2 ) 

-+-  2mct  |=o...  (277). 

— I 


Egalant  à zéro  le  coefficient  de  x', 


on  a 


cette  valeur  qui,  étant  introduite  dans  le  dernier  terme  de  l’équation  (277), 
le  change  en 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE. 
m1 


Or,  l’equatiou  (376)  nous  donne 


2 0 


! 


m2 


Mettant  cette  valeur  h la  place  du  dernier  terme  de  l’équation  (277),  et 
supprimant  le  second  terme  qui , d’après  notre  équation  de  condition,  est 
nul,  celte  équation  deviendra 


P 

a2 


^ r2  - *'*'a 


/ *2 

+ y-°; 


et  , en  faisant  évanouir  les  dénominateurs  , on  obtiendra 

b'p*y*  — a*Z/2r'2  ~f-  a2^3  = o. . . (278). 

T)  ans  cette  équation,  l’origine  des  coordonnées  est  transportée  au  centre; 
par  conséquent,  si  l’on  égale  y h zéro,  et  qu’on  tire  la  racine  carrée  de 
la  valeur  de  x /2,  on  aura 

demi  grand  axe  = • • • (27 9). 

Opérant  de  même  à l’égard  de  x',  on  trouvera  encore 


demi  petit  axe  — 


Cette  valeur  est  imaginaire  quand  b'  est  positif  dans  notre  équation, 
aussi  avons-nous  vu,  art.  l^io  , que  la  courbe  était  alors  une  hyperbole; 
mais  cette  valeur  devient  réelle  quand  b'  est  négatif,  et  lorsque,  par 
conséquent,  la  courbe  est  une  ellipse.  Dans  ce  cas,  b'  étant  négatif,  si 
l’on  remplace  b'  par  — b',  on  aura 


a 


demi  petit  axe  — . 

v /y 


(280). 


4i 5.  Ce  résultat  est  conforme  à cehai  que  l’on  aurait  trouvé  par  la 
considération  que  le  petit  axe  est  une  moyenne  proportionnelle  entre 
le  demi  grand  axe  et  le  paramètre  dont  on  a donné  les  valeurs. 

4t6.  Ayant  ainsi  détermine  les  élémens  principaux  de  notre  courbe, 
il  nous  sera  facile  maintenant  de  démontrer  la  3e  loi  de  Képler.  En 
effet,  on  sait  qu’en  désignant  par  1 ; j le  rapport  du  diamètre  à Ja 
circonférence,  l’aire  d’une  ellipse  dont  A et  B sont  le  demi -grand  et 
le  demi  petit  axe,  a pour  expression  srAB.  Par  conséquent,  si  nous 
mettons,  au  lieu  de  A et  de  B,  les  valeurs  déterminées  par  les  équa- 
tions (379)  et  (380),  nous  trouverons 
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aire  de  l’ellipse  décrite  par  la  planète  — 


Ttap 

b's/v 


....  ( 281  ). 


Remplaçant  p par  y. — — , et  observant  qu’alors  le  second  membre  de 

Vp 

l’équation  (281)  peut  s’écrire  ainsi  : 

3 

*a  />y, 


nous  aurons 
aire 


Vu  K'i'- 

3 

ire  de  l’ellipse  décrite  par  la  planète  — ~~  ( ) . 

Vu. 


Or,  nous  avons  vu  qu’en  désignant  par  t le  temps  qu’une  planète  met 
Fig.  182.  à parcourir  l’arc  du  secteur  LCM  (fîg.  182),  l’équation  (262)  donnait 


2 secteurs  LCM 


a 


Lorsque  t sera  le  temps  d’une  révolution  entière,  que  nous  désignerons 
par  T,  le  secteur  LCM  deviendra  la  surface  de  l’ellipse  ; par  consé- 
quent , nous  aurons  pour  ce  cas , 


T 


2 7t 


Vp 


cg 


et  comme  nous  avons  vu  par  l’équation  (279)  que  était  le  grand  axe 
de  l’ellipse,  en  nommant  D ce  grand  axe,  nous  aurons 

2 7T  — 

T = — 

V p 

remettant  pour  p.  sa  valeur  donnée  par  l’équation  ( 266  ) , on  aura 

T = — (282). 

A \/  M -f-  m 

De  même,  pour  une  autre  planète  m!  qui  fait  une  révolution  entière 
dans  un  temps  T/  qui  correspond  à D'  et  à A',  on  aura  encore,  en  ob- 
servant que  la  masse  M du  soleil  est  la  meme, 


T'  = 


2*-D'» 


A'  V/M 


•••  (283)q 


m 


mais,  d’après  la  loi  de  Newton,  les  carrés  des  distances  devant  être 
en  raison  inverse  des  masses,  nous  devons  avoir 

M + mîM  + m';:  A'2  : A*  \ 
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d’où  nous  tirerons 

h'  \/M  + m'  = k } 

substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (283),  nous  aurons 


a63 


I 


27TD'1 


A 1/  M -f-  m 

comparant  cette  équation  h l’equation  (282)  , on  en  conclut 

t : t : : d*  : d'*  , on  t*  : t*  : : d*  : 

les  carres  des  révolutions  sont  donc  comme  les  cubes  des  distances. 

417.  On  peut  aussi  résoudre  le  problème  inverse,  et  dédui  du  cours 
elliptique  des  planètes,  la  loi  de  la  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 
Pour  cela,  il  faut  établir  que,  par  hypothèse,  l’équation  (2G0)  se  rap- 
porte b l’ellipse;  or,  l’équation  polaire  de  l’ellipse  étant  de  la  forme... 
— Crcosp  = B2 — A r,  a pour  différentielle 

, — Bv/r 

d<p  — ■ 


r [/  (C — A)2 — B4-f-2AB2r 

La  condition  d’identité  de  cette  équation  à l’éq.  (260)  exige  qu’on  ait 

. . rT.  , constante 

rj  Wdr  = Ab2  = constante  , ou  plutôt  Jï\dr  = ; 

diffe'rentiant , supprimant  dr  et  comprenant  dans  la  constante  le  signe 

, ....  ^ constante 

négatif  qui  1 arrecte  apres  la  ainerentiation , il  reste  i\  =rr , ce 

qui  prouve  la  loi  de  la  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 


Du  mouvement  des  projectiles  dans  le  vide. 

4 18.  Un  corps  étant  sollicité  par  une  force  accélératrice 
constante  cpii  l’entraîne  vers  le  centre  de  la  terre,  la  com- 
binaison de  cette  force  avec  une  force  quelconque  d’im- 
pulsion produit  le  mouvement  des  projectiles.  Pour  dé- 
terminer ce  mouvement,  soient  Ax,  A y et  Az  les  axes 
coordonnés,  le  mobile  n’étant  soumis  à aucune  autre  force 
accélératrice  que  celle  de  la  pesanteur  ; si  nous  plaçons 
Taxe  des  x dans  la  direction  de  celte  force,  comme  elle 
tendra  à diminuer  les  coordonnées  verticales,  elle  sera  né- 
gative, ainsi,  en  la  représentant  par  — g,  nous  aurons 

X — o , Y scs  & } Z — g. 
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Ces  valeurs  étant  mises  dans  les  équations  (180)  du  mou- 
vement, page  196,  les  changent  en 

dax  dry  d*z 

dt*  °’  dp  °’  dP  b ’ 


les  deux  premières  étant  multipliées  par  dt  et  intégrées  ? 
donnent 


et  l’on  voit  que  les  constantes  a et  b représentent  les  vi- 
tesses du  mobile  dans  le  sens  des  x et  dans  celui  des  y . 
Ce  sont  ces  vitesses  qui  différencient  ce  mouvement  du 
mouvement  vertical,  où  elles  sont  mdles. 

Multipliant  ensuite  par  dt  et  intégrant , il  vient 

x — at  -f-  a , y = ht  -f-  b'  : 


éliminant  t entre  ces  équations,  on  trouve 


X 


bx  t al / 

] 

a 


a 


'h 


a 


86.  Cette  équation  est  celle  d’une  droite  EC  (fig.  186)  tracée 
sur  le  plan  des  x , y \ par  conséquent , tous  les  pieds  des 
ordonnées  parallèles  à Taxe  des  2 , se  trouvent  sur  celte 
ligne  EC'  ce  qui  montre  que  la  trajectoire  ELC  est  une 
courbe  plane. 

419-  En  résolvant  de  nouveau  le  problème  dans  cette 
dernière  hypothèse , nous  n’aurons  besoin  que  de  considé- 
rer deux  coordonnées,  l’une  y verticale,  et  l’autre#  hori- 
zontale*, et  alors  nous  ne  ferons  usage  que  des  équations 


d2x 


dy 


g- 


dp  ~ ’ dP 
Si  on  les  multiplie  par  dt , on  trouvera  en  intégrant 
dx  dy 


dt 


a 


dt 


gt  -f-  b . . . (284). 
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Multipliant  de  nouveau  par  dt  et  intégrant,  il  viendra 

x ■=■  at  -f-  a,  y — — £ gf  -f-  bt  -\-b' . . . (285). 

Pour  déterminer  les  constantes,  nous  supposerons  que  le 
temps  soit  compté  à partir  de  l’origine;  alors  nous  aurons 
à la  fois 

x — o,  y—  o,  et  t ~ o , 
cette  hypothèse  donne 

a ==■  o , et  b'  ~ o , 
ce  qui  réduit  les  équations  (285)  à 


x ~ at,  y — — {gt?  -f-  ht. 

Mettant  dans  la  seconde  équation  la  valeur  de  t tirée  de  la 
première,  nous  obtiendrons 

y = (286). 

a 0 a2 


Pour  déterminer  a et  b , les  équations  (284)  nous  montrent 
que  ces  constantes  sont  ce  que  deviennent  la  vitesse  hori- 
zontale et  la  vitesse  verticale  du  mobile,  lorsque  t~o. 
Nommons  donc  V la  vitesse  initiale,  et  a.  l’angle  qu’elle 
fait  avec  l’axe  des  x , ses  composantes  seront 


Y cos  a parallèlement  à l’axe  des  x , 

Y sin  a parallèlement  à l’axe  des  y ; 

doue 

a ~ N cos  et,  b ~ Y sin  et. 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (286),  nous  aurons 


y — x tang  * — \g 


x 


V2  COS2  ci 


. . . (287). 


420.  Il  est  facile  de  reconnaître  dans  cette  courbe  une 
parabole  qui,  partant  de  l’origine  A.  (fig.  187),  s’élève  d’a-  F 
bord  au-dessus  de  l’axe  des  a;,  et  se  prolonge  ensuite  au- 
dessous  de  cet  axe;  car  l’équation  (287)  étant  de  la  forme 
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S 66 


y 


rnx 


nx 


,2 


si  nous  faisons  y = o pour  avoir  les  points  où  la  courbe 
rencontre  Taxe  des  x,  nous  trouverons 


in 

x = o , et  x — — . 

n 


Or,  je  dis  que  pour  toute  valeur  de  x moindre  que  — r 
l’ordonnée  sera  positive,  tandis  qu’elle  sera  négative  pour 

TTL 

toute  valeur  qui  surpassera  — . En  effet,  multipliant  par  nx 
les  deux  termes  de  l’inégalité 

m 

X ; 

n 

on  trouvera  nx*  mx , ce  qui  est  la  condition  nécessaire 
pour  que  y soit  positif.  On  démontrerait  de  la  même  ma- 

T1X> 

nière  que  lorsqu’on  a x — , la  valeur  de  y doit  être  né- 
gative. 

421.  Désignons  par  h la  hauteur  de  laquelle  le  mobile 
devrait  tomber  pour  acquérir  la  vitesse  V,  nous  aurons, 
art.  307 , 

V = {/ ‘igh . . . (288)  ; 

au  moyen  de  cette  valeur,  l’équation  (287)  devient 


y = x tang  œ 


xt 


..  (289). 


f\k  COS2  ce 

422.  On  appelle  amplitude  la  distance  de  l’origine  À 
au  point  B,  où  la  courbe  coupe  l’axe  des  x.  Pour  la  déter- 
miner , on  fera  donc  y = o ; et  la  valeur  de  x qui  n’est 
pas  nulle  sera  l’amplitude.  Ainsi,  en  égalant  la  valeur  de 
y à zéro,  l’équation  (289)  nous  donnera 


o 


ou  x ~ 4 h tang  oc,  cos2  a ; 


x 
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et  en  observant  que  le  produit  de  la  tangente  par  le  cosinus 
est  la  meme  chose  que  le  sinus  , l’équation  précédente  re- 
viendra à celle-ci 

x — 4 h si n u cos  a ; 

par  conséquent  nous  aurons 

amplitude  ==  4 h sin  a cos  a . . . (290). 

Si,  dans  cette  équation,  on  remplace  2 sin  et  cos  a par 
sin  2 ce  (*) , l’équation  précédente  devient 

amplitude  = 2 h sin  2 «e.  . . (291). 

C’est  d’après  cette  équation  que  Galilée,  Blondel,  Béîidor, 
et  d’autres  auteurs,  ont  construit  des  tables  de  Balistique. 

423.  La  hauteur  du  jet  est  la  plus  grande  ordonnée.  Pour 
déterminer  l’abscisse  qui  correspond  à la  hauteur  du  jet,  il 
faut,  d’après  la  méthode  des  maxima  et  minima , égaler  la 

valeur  de  -f*-  à zéro , ce  qui  donnera 
dx  1 

dy  x 

— tang  a : — = o : 

dx  ^ 2/i  cos  u 

on  tirera  de  cette  équation 

x “ 2 h cos2  u tang  ce  • 

et , en  observant  que  cos  a tang  a équivaut  à sin  * , elle  de- 
viendra 

x = ih  cos  a s\n  a) 

par  conséquent  l’abscisse  de  la  hauteur  du  jet  est  la  moitié 
de  l’amplitude. 


(*)  On  peut  remarquer  que  si  l’on  fait  b — a dans  Ja  formule 
sin  [a  -f-  b)  = sin  a cos  b -f-  sin  b cos  a 7 
sin  la  = 3 sin  a cos  a. 


il  vient 


) 
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Si  l’on  remplace  x par  2 A cos  a sin  et  dans  l’équation 
(289)  , on  trouvera  pour  la  hauteur  du  jet, 

y — A sin2  cl. 

424.  Il  existe  toujours  deux  angles  sous  lesquels  le  pro- 
jectile lancé  dans  le  vide  donne  la  môme  amplitude.  En 
effet,  soit  cl  l’angle  complément  de  <*,  l’équation  (290) 

donne  pour  l’amplitude, 

« 

4 A sin  a cos  et  — ^ h sin  <2  sin  o! . • 

Mais  si  le  projectile  est  lancé  sous  l’angle  a!  au  lieu  de  l’ètre 
sous  l’angle  a,  l’amplitude  sera 

4A  sin  a cos  cl  — 4 h sin  cl  sin  cl. 

L’identité  de  ces  expressions  que  nous  venons  de  trouver 
pour  les  amplitudes  des  angles  a et  cl  nous  montre  que, 
dans  le  vide , les  angles  complémens  l’un  de  l’autre  ont  la 
môme  amplitude. 

425.  On  peut  résoudre  aussi  ce  problème  : Déterminer 
entre  tous  les  angles  sous  lesquels  on  peut  tirer  un  canon, 
quel  est  celui  auquel  correspond  la  plus  grande  amplitude. 
Pour  cela,  il  suffit  de  remarquer  que  l’amplitude  étant, 
représentée  par  2 A sin  2 et,  le  maximum  de  cette  expression 
aura  lieu  pour  le  sinus  de  l’angle  droit;  alors  22  — 100  ; 
d’où  il  suit  que,  dans  le  vide,  l’inclinaison  de  5o°  (divi-= 
sion  décimale)  est  celle  qui  répond  à la  plus  grande  am- 
plitude. 

Cette  hypothèse  de  22  =100  nous  donne  sin  22  1 ; 

par  conséquent  l’expression  de  l’amplitude  se  réduit  alors 
à 2 A;  ce  qui  nous  apprend  que  pour  l’angle  de  5o°,  l’am- 
plitude est  égale  au  double  de  la  hauteur  due  à la  vitesse 
initiale. 

Soit  P cette  amplitude,  nous  aurons 


A 


j 1 ....  (292). 
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Pour  déterminer  le  coefficient  h,  on  tirera  le  canon  sous 
un  angle  de  5o0;  et  ayant  mesuré  l’amplitude,  nous  la 
nommerons  P;  alors,  d’après  ce  qui  précède,  h sera  donné 
par  l’équation  (21)2).  C’est  ce  coefficient  h qui  mesurera 
la  force  de  la  poudre,  puisque  de  l’intensité  de  cette  force 
dépendra  l’étendue  de  P. 


426.  Lorsque  h sera  déterminé  par  cette  expérience  , 
ou  plus  exactement  par  un  résultat  moyen  entre  plusieurs 
expériences,  on  meltra  la  valeur  de  h dans  l’équat.  (289), 
ce  qui  la  changera  en 


y — x tang  a — 


x2 

2 P COSa  a 


Si  nous  appelons  P'  l’amplitude  qui  correspond  à l’angle  u , 
l’équation  (291)  deviendra 

P'  = 2 h sin  la' . . . (293)  , 

ou  plutôt,  en  mettant  la  valeur  de  h , donnée  par  l’équa- 
tion (292), 

P'  — P sin  2*'. 


Cette  équation  nous  fera  connaître  l’amplitude  P'  qui  a 
lieu  pour  un  angle  donné  et',  lorsque  la  plus  grande  am- 
plitude P sera  connue. 

En  général,  on  peut  déterminer  l’amplitude  P'  qui  se 
rapporte  à un  angle  a , en  mesurant  l’amplitude  P"  qui  a 
lieu  sous  un  angle  a"  \ car  puisqu’on  a 

P'  — P sin  loi,  P"  — P sin  la"-, 
en  divisant  ces  valeurs  l’une  par  l’autre,  on  trouvera 

Pf  • f 

sin  lot 


par  conséquent,  si  l’on  a mesuré  l’amplitude  P/; 


sous  un 
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angle  a!\  on  connaîtra,  au  moyen  de  l’équation  précédente, 
l’amplitude  P'  qui  se  rapporte  à un  angle  donné  a' . 

427.  La  valeur  de  h ( équation  292  ) étant  substituée 
dans  l’équation  ( 288  ) , nous  trouverons  pour  la  vitesse 
initiale 

V — \/  P g = ^/P  x 9X809. 

Par  exemple  , si  l’amplitude  sous  l’angle  de  5o°  était  de 
108  mètres,  on  trouverait 

V — y/ 108  X 9™ >809—  l/  1059X872  ~ 32m,55  environ. 

428.  Si,  au  contraire,  011  donnait  la  vitesse  initiale  ainsi 
que  l’angle  de  projection,  on  pourrait  trouver  l’amplitude; 
par  exemple,  si  la  vitesse  initiale  était  de  200  mètres  par 
seconde , et  l’angle  de  3o°,  011  déterminerait  d’abord  h par 
la  formule  suivante,  tirée  de  l’équation  (288) , 

Y2  2oos  4°°00  00  / 

ri  - — ■ ■ — 7 x r — — 77  — — 20 ju jQ4* 

ig  2 (9’% 809)  19,618 

Appelons  P'  l’amplitude  cherchée,  l’équation  (293)  don- 
nerait 

P'  — 2 X 2o38'n,94  X sin  6o°. 

429.  Le  problème  du  jet  des  bombes  peut  s’énoncer 
ainsi  : Connaissant  la  force  de  la  poudre,  ainsi  que  les  coor- 

Fig.  188.  données  x — AB  (fig.  188)  et  y — BC  d’un  point  C sur 
lequel  on  veut  lancer  le  projectile,  déterminer  l’angle  de 
projection  qu’il  faut  donner  au  projectile  pour  qu’il  atteigne 
le  but.  La  force  de  la  poudre  étant  donnée  par  la  vitesse 
initiale  du  projectile,  en  une  seconde  de  temps,  suppo- 
sons que  cette  vitesse  soit  de  600  mètres  par  seconde  , 
en  faisant  donc  Y — 600  dans  l’équation  (288) , nous  avons 

6oom  — \/  2 gh  = Ÿ ih  X 9*809. 

Cette  équation  nous  fera  connaître  h.  Cela  posé,  x et  y' 

4 Y 
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devant  satisfaire  à l’équation  (287),  nous  aurons,  en  met- 
tant ces  valeurs  à la  place  de  jc  et  de  y, 


Tout  étant  connu  dans  cette  équation,  hors  l’angle  u,  nous 
ferons  tang  a — z , et  nous  aurons 


1 1 1 

cos  ci  = -7 = --  zr _ — — • 

sec.  a y/  I tang2  a p/  I _p_  za 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (2g4) , on  trouvera 
/ = — P ( I + z2)...  (295). 

Cette  équation  étant  résolue  par  rapport  à z,  nous  don- 
nera pour  z les  valeurs  qui  doivent  déterminer  les  deux 
angles  de  projection  sous  lesquels  le  projectile  doit  être 
lancé  pour  atteindre  le  point  C : on  choisira  le  plus  grand 
de  ces  angles  lorsqu’il  s’agira  d’écraser  un  objet. 

Au  lieu  de  CB,  on  peut  donner  l’angle  CAB,  sous  lequel 
est  vu  CB.  Soit  <p  cet  angle,  on  a 

CB  — x'  tang  Ç>  = 

cette  valeur  de  y étant  substituée  dans  l’équation  (2g5),  x 
devient  facteur  commun,  et  l’on  a,  en  le  supprimant, 

JC* 

tang  cp  =zz  — p (1  + z2), 
équation  qui  donne 
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Des  Projectiles  dans  un  milieu  résistant . 


43o.  La  théorie  des  projectiles  qui  sont  lancés  dans  le 
■vide  est  loin  de  s’accorder  avec  l’expérience,  surtout  lorsque 
la  vitesse  est  très  grande;  car  la  résistance  de  Pair  ralentit 
continuellement  le  mouvement  du  projectile.  Nommons  R 
cette  résistance;  si,  comme  dans  Part.  3 18,  nous  suppo- 
sons qu’elle  soit  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse  , 
nous  aurons 

R — 77£C2. 


R devant  être  contraire  au  mouvement  du  projectile,  agira 
suivant  l’élément  de  la  trajectoire  , mais  dans  un  sens  op- 
posé à celui  de  la  vitesse;  par  conséquent  R fera,  avec  les 
axes  coordonnés , les  mêmes  angles  que  l’élément  ds  forme 
avec  ces  axes.  Ainsi,  en  supposant  que  a,  C,  y soient  les 
angles  que  ds  forme  avec  les  axes  coordonnés,  les  com- 
posantes de  R seront 

E.  cos  «e,  R cos  b,  R cos  y. 

Fig- >89-  Pour  déterminer  ces  angles,  représentons  par  mm!  (fig.  189) 
l’élément  ds  de  la  trajectoire;  la  projection  de  cet  élément 
sur  l’axe  des  s sera  égale  à inn.  Or,  le  triangle  ni mn  nous 
donne  la  proportion 


ou 

donc 


1 l cos  mm! n l * mm  \ ni n , 
1 l cos  y II  ds  l dz ; 


dz 

cosy  = *; 


par  conséquent  la  composante  de  R suivant  l’axe  des  s 
aura  pour  valeur  absolue 
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Nous  affecterons  cette  composante  du  signe  négatif,  parce 
que  lorsque  le  projectile  vient  de  m en  mf  la  force  R agit 
de  m en  m , et  tend  à diminuer  les  coordonnées  du  mo- 
bile, ce  qui  rend  chaque  composante  de  R négative. 

4?)  i.  Une  même  démonstration  pouvant  s’appliquer  aux 
autres  composantes  de  R , nous  aurons 


dx 


— R^-  Pour  la  composante  de  R suivant  l’axe  des  xf 

dy 

— R — pour  la  composante  de  R suivant  l’axe  des^y. 


Ainsi  les  équations  du  problème  seront 


d2x dx 


d2y 

dt2 

d2z 


P ay 

râ- 


__  p 

dt  ‘~  S R ds  ■ 

En  divisant  les  deux  premières  équations  l’une  par  l’autre, 
on  éliminera  dt 2,  ce  qui  donnera 


d[y  _ dy 
d'x  dx  ’ 


d’où  l’on  tirera 


d1* 


jy 


ay  d2x  v 

-±  = d;--  <*&'• 


et  en  intégrant  par  logarithmes, 

log  dy  ~ log  dx  -f-  log  a = log  adx. 
Passant  aux  nombres, 

dy  = adx  (*)  ; 


(*)  Voici  une  manière  plus  régulière  de  parvenir  au  meme  résultat: 
l’équation  (296)  réduite  au  même  dénominateur,  nous  donne 
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2^4  DYNAMIQUE» 

intégrant  de  nouveau,  on  trouve 

y — ax  -f-  b \ 

donc  la  projection  de  la  trajectoire  sur  le  plan  des  x,  y 
étant  une  ligne  droite  , cette  trajectoire  est  dans  un  pian 
vertical. 

432.  Si  nous  mettons  de  nouveau  le  problème  en  équa- 
tion avec  cette  condition  de  plus,  que  la  courbe  soit  plane, 
nous  n’aurons  besoin  que  d’employer  les  équations  sui- 
vantes , 

dx  d2y  

ds  ’ dt 2 


dyc  R 


r, 
dt * 


ds 


dxcby  — dyd*x 

dxdy 


= o , ou 


dxdy  — dyd3: r. 


dx 


O. 


Celte  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 


= o 


intégrant , on  trouve 


d il 

_dx 

df 

dx 


l°g^=lo8  "il 


passan  t aux  nombres , on  a 


dy 

dx 


a , donc  dy—adx. 


(+)  Nous  avons  dit  que  la  résistance  de  Pair  diminuait  les  coordonnées 
de  la  courbe,  parce  que  nous  supposions  que  le  mobile  M était  dans  la 
branche  ascendante.  S’il  était  dans  la  branche  descendante,  la  îésislance 
189.  de  Pair  agissant  dans  le  sens  de  M"  en  M'  (fig.  189),  tendrait  à diminuer 

a:  et  à augmenter  y.  Il  semble  donc  que  R ™ devrait  changer  de  signe  $ 

mais  comme  dy  devient  négatif  dans  cette  branche,  la  composante  ver- 

dy 


R «7 

- dl 
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ou,  en  mettant  la  valeur  de  R, 


r).r"5 
*•  y ^ 


rf2ar 

dt2 


dx  d 


niv 


y 


ds  ’ dt‘À 


g — /nu* 


ds 


Nous  pourrons  éliminer  l’une  des  variables  en  remplaçant 
v’2  par  sa  valeur  donnée  par  l’équation 


et  nous  aurons 


ds2 

d? 


d2x 
dt 2 


ni 


ds a dx 

dëdi---  (29’)’ 


ddy 

dt 2 


ds 2 d y 

g — m 


dd  ds (298;)' 


433.  La  première  de  ces  équations  étant  multipliée  par 
dlf  donne 


ddx ^ dx  ds 


dt 


ds  dt' 


ou 


dx  _ ^ dx 

dt  ~~  dt 


on  tire  de  cette  équation, 

d2x 


dt 

— = — nids , 
dx 

~dt 


et , en  intégrant,  on  obtient 

, dx 

°srf7  ~ 


ms  -f-  C. 


434.  Soient  A le  nombre  dont  C est  le  logarithme  , et  t 
la  base  du  système  népérien,  nous  avons 

18.  . 
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C = log  A , et  log  e = 1 ; 

par  conséquent,  nous  pourrons  changer  l’équation  précé 
dente  en  celle-ci, 


, dx 


ms  log  e -f-  log  A *, 


cette  équation  revient  à 


dx 


log  — = log  e~~ms  -f-  log  A — log  kt 


■mz 


passant  aux  nombres,  on  a 

^ — Ae~ms . . . (290). 
dt  K ' 

435.  Pour  déterminer  la  constante  A,  soit  V la  vitesse 
initiale,  et  « l’angle  qu’elle  fait  avec  l’axe  des  x.  La  com- 
posante de  A,  suivant  cet  axe  , sera  V cos  a.  Or,  quand 
? 

s — o ? — exprime  la  composante  de  la  vitesse  initiale 
dt 

dans  le  sens  des  Ainsi,  dans  ce  cas,  l’équation  précé- 
dente se  réduit  à 

y cos  <*>  = ke°  — A. 


Mettant  cette  valeur  dans  l’équation  (299)?  on  a 

— — V cos*e-m'»..  (3oo). 
dt 

436.  Cette  équation  contenant  trois  variables,  nous  ne 
chercherons  pas  à l’intégrer  j mais  nous  la  conserverons 
pour  éliminer  le  temps,  lorsque  nous  aurons  trouvé  une 
autre  relation  entre  ees  variables.  Pour  y parvenir , nous 
observerons  que  nous  n’avons  encore  fait  usage  que  de  l’é- 
quation (297);  ainsi  il  nous  reste  la  faculté  d’employer  l’é- 
quation (208),  et  de  la  combiner  avec  l’équation  (297).  Pour 
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cct  effet,  ou  peut  mettre  ces  équations  sous  la  forme 


a77 


dax 

dx  dt a 

ds  ds'1  ’ 

m — — 


jy\ 

de) 


ds 1 


m. 


et  l’on  voit  que  pour  éliminer  ds , il  suffit  de  les  diviser 
l’une  par  l’autre.  En  opérant  ainsi,  l’on  obtiendra 


dy_ 

dx 


d'je  ’ 

de 


Cette  équation  nous  donne 


dy  d2x 

§ dx  de 


d*y 

dé’ 


réduisant  au  même  dénominateur  et  multipliant  par  de , 
on  obtiendra 


dyd2x  — dxd*y 
dx 


. . . (3oi). 


Le  second  membre  de  cette  équation  étant  divisé  par  — dx  , 

dy 

devient  la  différentielle  de  — ; par  conséquent , on  peut 
écrire  ainsi  l’équation  (3oi) 


(*)  J’ai  cherché  à parvenir  au  même  résultat  (le  la  manière  suivante. 
Représentons  l’équat.  (3o4)  par  ds—dx P,  et  mettons  cette  valeur  de  ds 

dy  . . 

dans  les  équations  (297)  et  (298) , et  remplaçant  — par  p , nous  obtien- 
drons 

d*x  dx * _ Jar  dx a 
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dy 


Faisant  pour  simplifier,  ■—■=  p,  il  viendra 

dX 

gdf-  = — dxdp. . . (3o2). 

Eliminant  dt?  au  moyen  de  l’équation  (3oo),  on  trouvera 


g = — Y2  cos2  et  e P 


s-  (3o3)' 


437.  Cette  équation  contient  encore  trois  variables;  mais 
l’élément  de  la  courbe  nous  fournit  entre  les  mêmes  va- 
riables, la  relation  ds  — \/  dx 2 -j-  dy*,  ou,  en  mettant  pour 
dy  sa  valeur  pdx , 

ds~d  [/ 1 -f-  p* . . . (3o4)  ; 

par  conséquent,  en  éliminant  dx  entre  cette  équation  et 
l’équation  (3o3)  , nous  obtiendrons 

„ 2 m s J v 

dp  V 1 +P*  — — J,  ‘ ' - ■ ■ • (3o5). 

V cos  ci 

Intégrant  cette  équation  {note  dixième),  on  trouve 


Pour  éliminer  les  derniers  termes  de  ces  équations  , nous  multiplierons 
la  première  par  p,  et  la  retranchant  de  l’autre,  nous  trouverons 


d3y  — pd*x 
dt 2 


= ~ §> 


ou 


dx 


d2y  — Y-  (bx 


gdl>- 


réduisant  au  meute  dénominateur,  on  a 


ou 


dxd%y  — dyd*x 
dx 


adt 3 
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\pV  i+p3+ïlog(p+  l/  i-f*p")  = G- 


ge 


2ms 


un  Y2  cos2  « 
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..  (3o6). 


Faisant  C — | A,  et  supprimant  le  diviseur  commun  2, 
on  a enfin 

PV'  «+/>*+log(/>+t/i+.pa)  = A.—  (3o7). 

Pour  déterminer  la  constante  A,  nous  remarquerons  que 

CiV 

la  valeur  de  p est  la  tangente  trigonométrique  de  l’angle 

que  l’élément  de  la  courbe  fait  avec  l’axe  des  x.  Si  nous  ap- 
pelons ce  cet  angle  à l’origine  qu’on  suppose  placée  au  point 
A (%•  i89)>  se  trouve  le  projectile  lorsque  t est  nul,  Fig-  189. 
nous  aurons  en  même  temps 

x = o , y — o , s — o , et  p — tang  <*. 

Substituant  ces  valeurs  de  s et  de  p dans  l’équation  pré- 
cédente , on  trouvera 


A = tang  a.  \/  ï -f-  tang2  a, 
+ log  (tang  « -f-  1 -f-  tang2  a.)  -f- 


m V2  cos2  « ’ 


on  regardera  donc  la  constante  de  l’équation  (307)  comme 
une  quantité  connue. 

438.  Si  l’on  élimine  e*ms  entre  l’équation  (307)  et  celle 
que  nous  avons  marquée  par  le  n°  3o3,  on  obtiendra 

dp 


...  (3o8). 


771  \p  V 1 “h  pA  4“  1°§  {p  4"  V'  1 -f~  />*)  — A] 
Multipliant  celte  équation  terme  à terme  par  celle-ci, 
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dy  — 


pdp 


ni 


■ • (309). 


[pV  » + P1  -f  log  (p  -f 1/ 1 +P2)  — A] 

439  Pour  déterminer  le  temps,  l’équation  (3o2)  donne 

dpdx 


dt a ~ — 


g 


Mettant  dans  cette  équation  la  valeur  de  dx , on  a 

— dp 2 


dt 


mg[pV  1 + p2-H°g  (p+V  i-f/O  — A] 


. . . (3 10) , 


ou  , en  changeant  les  signes  du  numérateur  et  du  déno- 
minateur, 

dp1 


dt*  ~ 


fng[— pV  l+p*— logO-M/ ! + p2)  -f  A] 


Passant  à la  racine  carrée,  le  second  membre  de  cette 
équation  devra  en  général  être  affecté  du  double  signe;  mais, 
dans  notre  cas,  nous  choisirons  le  signe  négatif,  parce  qu’on 
sait  que  toute  équation  entre  deux  variables  t et  p pouvant 
être  considérée  comme  celle  d’une  courbe  dont  t serait 
l’abscisse  et  p l’ordonnée , si  en  même  temps  que  t aug- 
mente, p diminue,  on  doit  avoir  dt  et  dp  de  signes  con- 
traires ( * ).  Or,  dans  le  cas  présent,  il  est  évident  qu’à 
mesure  que  le  temps  t augmente,  p qui  est  la  tangente  tri- 
gonométrique  de  l’angle  formé  par  l’élément  de  la  courbe 
avec  la  parallèle  à l’axe  des  x , didiinue  dans  la  branche 


(*)  On  pourrait  le  de'montrer  de  cette  manière  : soit  t =.  fp , si  p di- 
minue de  h,  t devient  t'=fp  ( p — h)  ; de'veloppant  par  la  formule  de 
Taylor,  on  trouve 


t'  — t 


it  r,  -t-c£z  — 

dl  ' 1 dt • ’i.a 


t/3  p h3 

dt  * * i.2.3 


-f*  etc. 


Par  hypothèse,  l s’accroissant  quand  />  diminue  , t ' — 


t est  une  quantité 
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ascendante,  qui  est  celle  que  nous  considérons*,  donc 

dp 


dt  = . 


\/ mg\_ — p V7  1 log(/j-fi-  V/  1 +/>a)-h  A] 


...(3 1 1). 


44°-  11  nous  sera  aussi  facile  de  trouver  l’expression 
de  la  vitesse  en  fonction  de  p ; car  la  vitesse  nous  étant 
donnée  par  l’équation 


ds 

dt 


V dx‘  4-  dr2  dx  / — 

T. = JT  V l+P > 


dt  dt 

en  remplaçant  dx  et  c?£par  leurs  valeurs,  on  trouvera 


V-XV/i  + ;-’ 

V 711 


Y — p \/ 1 -j - p1  — log  {p  -fi-  {/ 1 -fi-  p2)  -fi-  A 

441-  On  peut  aussi  exprimer  l’arc  s en  fonction  de  p: 
en  effet,  l’équation  (3o^)  nous  donne 


mV> 


C0S~  [A  —pV  1 +P*  — log  0 + lA  -fi-p2)]. 


5* 


Prenant  les  logarithmes,  changeant  l’exposant  de  e en  coef- 
ficient, et  remplaçant  loge  par  l’unité,  on  obtiendra 


loo 


'Y°m  cos2 


- [A  —pV  1+P2—  logC^-b V/ï+P2)]) 


2/7Z 


positive  ; il  en  est  de  meme  de  — ~ . h -f-  etc.  Or,  en  prenant  h assez  pe- 
tit pour  que  le  premier  terme  du  développement  de  tf — t décidé  du  sigue 

de  ce  développement,  il  faut  que b h soit  un  nombre  positif,  ce  qui 

A \ • dp  , • r 1 1 

.ne  peut  etre  à moins  que  ne  représente  une  quantité  négative,  car  le 

facteur  h est  essentiellement  positif.  Donc  dp  et  dt  sont  de  signes  con- 
traires. 


ig°. 
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442.  Pour  avoir  l’équation  de  la  trajectoire,  il  faudrait 
intégrer  les  équations  (3o8)  et  (30g)  ; on  n’y  a pu  réussir 
jusqu’à  présent,  du  moins  sans  recourir  aux  séries.  Cela 
rf empêche  pas  qu’on  ne  puisse  construire  approximative- 
ment la  trajectoire  par  points  au  moyen  des  équat.  (3o8) 
et  (3og).  Pour  parvenir  à ce  but,  nous  les  mettrons  sous  la 
forme 

dx~<pp.dp...  (3 12), 
dy  — *p  dp . . . (3 1 3). 


En  ne  considérant  d’abord  que  la  première  , elle  donne 

dx 


dp 


— Çp 


dx 


et  nous  voyons  que  n’est  autre  chose  que  la  tangente 

trigonométrique  d’une  courbe  dont  p serait  l’abscisse  et 
x l’ordonnée.  C’est  cette  courbe  que  nous  allons  d’abord 
chercher  à construire,  parce  que  nous  nous  en  servirons 
ensuite  pour  déterminer  les  diiférens  points  de  la  trajec- 
toire. Nous  la  distinguerons  de  celle-ci  en  la  nommant 
courbe  auxiliaire . 

Ayant  donc  mené  deux  axes  rectangulaires  Ap  et  Ax 
(fig.  190)  , on  portera  de  A en  B une  droite  AB  = tang  et, 
et  le  point  B appartiendra  à la  courbe  auxiliaire  , puisque 
(art.43 7)  l’ordonnée  x~o  correspond  à l’abscisse  p = tanga. 
Si  l’on  partage  ensuite  AB  en  parties  égales  BB',  B'B" , 
B"BW,  etc.,  et  qu’on  représente  l’une  de  ces  parties  par 
dp , il  sera  facile  de  construire  approximativement  les  points 
Mr,  M",  M'",  etc.,  de  la  courbe  auxiliaire  qui  correspondent 
aux  points  B',  B",  Bw,  etc.  En  effet , si  l’on  suppose  que  les 
points  B,  B',  B",  etc.,  soient  très  rapprochés,  on  pourra 
regarder  les  arcs  de  courbe  MyB,  M"M',  etc.,  comme 

se  confondant  avec  les  tangentes  M B,  M'hVT,  M'AI"  qui 
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seraient  menées  aux  points  M',  M",  M'",  etc.  Cela  suffit 
pour  pouvoir  calculer  les  ordonnées  M'B',  M"B",  M'"BW,  etc. 
En  effet,  la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  formé  par 
l’élément  de  la  courbe  avec  la  parallèle  à l’axe  des  p , étant 

& X 

en  général  , sa  valeur  nous  sera  toujours  donnée  par 

l’équation  ( 3i2  ),  dès  que  nous  aurons  fixé  la  valeur  de 
l’abscisse  p.  Ainsi,  lorsqu’on  veut  avoir  la  tangente  trigo- 
nométrique de  l’angle  M'B//,  formé  par  la  tangente  en  M' 
avec  l’axe  des  abscisses,  comme  l’abscisse  du  point  M'est 
AB'  = AB  — BB'  = tang  u — dp , il  faudra  changer  p en 

dx 

tang  a — dp  dans  la  valeur  q>p  de  -j-  donnée  par  l’équation 

(3 12),  et  ~ deviendra 
dp 


don 


tang  M'Bp  = <p  (tang  a — dp)\ 

tang  M'BB'  =:  — cp  (tang  ce  — dp). 

Cela  posé,  l’ordonnée  M'B'  ayant  pour  expression... 
BB'  X tang  M'BB',  nous  aurons 

M'B'  =r  BB'  X tang  M'BB', 
ou 

M'B'  = dp  X — <p  (tang  et  — dp). 

Ainsi  on  construira  le  point  M'  de  la  courbe  auxiliaire  BC 
au  moyen  des  coordonnées 


AB'  = tang  « — dp  , 
et 

B'M'  =.dp  X — $ (tang  u — dp). 

Pour  déterminer  un  troisième  point  M",  on  prendra 
AB"  — tang  — 'idp ; et  par  le  même  raisonnement,  on 
* prouvera  que  la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  M"M  O 
a pour  expression  — <p  (tang  « — 2 dp) } et  que  par  consé- 
quent 
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M"G  = dp  X — ç>  (tang  u — 2 dp)  ; 
mettant  cette  valeur  et  celle  de  M'B'  dans  l’équation 

M"B"  = M'B'  -f-  M"0 , 

on  trouvera 

M"B"  = — dp . <p  (tang  et  — dp)  — dp  <p  (tang  a — 2 dp). 

Pour  calculer  l’ordonnée  M"B'"  qui  correspond  à l’abscisse 
ABW  tang  a — 3 dp,  il  suffira  d’ajouter  à la  valeur  de 
M'B"  celle  de  M'"0'  qui , d’après  ce  qui  précède,  équivaut 
à — dp . q>  (tang  a — 3 dp)  , et  l’on  aura 

BWMW  = — dp . <p  (tang  et  — dp)  — dp . p (tang  et  — 2 dp) 

— dp.q  (tang e»  — 3 dp). 

C’est  ainsi  qu  on  déterminera  une  suite  de  points  qui  ap- 
partiendront à la  courbe  auxiliaire  dont  les  coordonnées 
sont  p et  .r.  Conduisant  par  ces  points  des  lignes  droites, 
on  formera  un  polygone  BM'M'M"',  etc. , qui  s’approchera 
d’autant  plus  de  la  courbe,  que  dp  aura  moins  d’étendue. 

En  opérant  de  la  même  manière  à l’égard  de  l’équation 
dy  — ^p.dp,  on  construira  une  seconde  courbe  auxiliaire 
BD , dans  laquelle  les  coordonnées  seront  p et  y.  Les  coor- 
données, telles  que  mb  et  Ib  qui,  dans  ces  deux  courbes 
auxiliaires,  appartiennent  à une  même  abscisse  p , seront 
les  coordonnées  de  la  trajectoire.  De  sorte  qu’en  prenant 
pour  abscisses  de  la  trajectoire  les  coordonnées  B'M',  B"M", 
etc. , de  la  première  courbe , les  ordonnées  de  la  tra- 
jectoire seront  B L',  B'L",  B^'L",  etc. 

Des  différentes  manières  de  mesurer  les  forces , 
et  de  ce  quon  entend  par  force  vive . 

445-  Nous  avons  vu,  art.  296,  que  deux  forces  F et  F' 
appliquées  à un  même  mobile,  étaient  entre  elles  comme 
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les  vitesses  qu’elles  communiquent  à ce  mobile.  Considé- 
rons maintenant  ces  forces  lorsqu’elles  sont  appliquées  à 
des  masses  différentes,  et  supposons  d’abord  que  deux  forces 
égales  et  directement  opposées  agissent  sur  deux  masses  M 
et  Mr,  égales  et  sphériques;  elles  communiqueront  à ces 
masses  deux  vitesses  V et  V'  qui  seront  égales.  M et  M',  en  se 
rencontrant,  se  presseront  mutuellement,  et  se  mettront  en 
équilibre,  parce  que  tout  est  égal  de  part  et  d’autre.  Mais 
si  l’on  avait  M = nM.f  et  que Y*  surpassât  V,  on  regarderait 
M comme  composé  des  masses  ni  , m" , mu . . . m ^ égales 
chacune  à M'.  Il  est  certain  qu’en  vertu  de  la  liaison  mu- 
tuelle des  parties  qui  composent  les  solides,  l’une  de  ces 
masses  ne  pourrait  se  mouvoir  sans  entraîner  les  autres  ; 
de  sorte  que  si  le  mobile  M devait  parcourir,  par  exemple, 
trois  mètres  par  seconde,  chacune  des  masses  m , m , 
7n"\  etc.,  parcourrait  aussi  trois  mètres  par  seconde,  ce  qui 
revient  à dire  que  si  Y est  la  vitesse  de  M,  les  masses  m' , 
771",  7 ri",  etc.  , auront  chacune  la  même  vitesse  Y.  Or,  si 
7n  , animé  de  la  vitesse  Y,  vient  choquer  la  masse  M'  qui, 
par  hypothèse,  lui  est  égale,  elle  détruira  dans  Y' une  vi- 
tesse égale  à Y ; et  si  dans  le  même  temps  711",  agissant  par 
l’intermédiaire  des  autres  masses,  choque  aussi  M',  elle  dé- 
truira encore  une  partie  Y de  Y',  et  ainsi  de  suite  pour  les 
autres  masses.  De  sorte  que  toutes  ces  masses  réunies  dé- 
truiront spontanément  dans  Y'  une  vitesse  égale  à ?zY  ; 
et  en  supposant  que  la  vitesse  Y'  soit  alors  épuisée,  il  y 
aura  équilibre  j il  faudra  donc  que,  dans  ce  cas,  on  ait 
Y/==7zY.  Eliminant  n entre  cette  équation  et  l’équation 
M = nh\! y on  obtiendra  la  proportion 

M : M'  ::  v'  : v, 

qui  nous  apprend  que  lorsqu’une  masse  M contient  n fois 
la  matière  d’une  autre,  ces  masses  doivent  être  en  raison 
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inverse  de  leurs  vitesses  , pour  qu’elles  puissent  se  faire 
équilibre. 

444-  Cette  proposition  a encore  lieu  lorsque  M ne  ren- 
ferme pas  M'  un  nombre  juste  de  fois  : c’est  ce  qu’il  serait 
facile  de  démontrer  ( note  onzième)  par  la  considération  des 
infiniment  petits,  ou  par  la  méthode  des  limites. 

445.  Il  suit  de  ce  qui  précède,  que  , puisque  les  vitesses 
de  deux  corps  sont  en  raison  inverse  des  nombres  de  par- 
ticules matérielles  qu’ils  contiennent,  il  faut,  lorsque  ces 
corps  sont  de  mêmes  volumes  et  de  densités  différentes,  que 
leurs  vitesses  soient  en  raison  inverse  de  leurs  densités. 

446.  Supposons  maintenant  que  la  force  F qui  imprime 

à la  masse  M la  vitesse  V,  agisse  sur  une  masse  qui  soit 

M fois  plus  petite,  et  qui  par  conséquent  pourra  être  re— 

M • 

présentée  par  — = 1 , cette  force  communiquera  à la 

masse  1 une  vitesse  qui  vaudra  M fois  celle  que  F commu- 
niquerait à M;  cette  vitesse  sera  donc  exprimée  par  MV. 
Par  la  même  raison , la  force  F'  qui  communique  à M' 

M' 

la  vitesse  Y',  communiquera  à la  masse  — 1 > une  vi- 
tesse  M'Y'. 

Les  vitesses  MV  et  M/V/  étant  celles  qui  sont  communi- 
quées par  les  forces  F et.  F'  à une  même  masse  1 , il  suit 
du  principe  des  vitesses  proportionnelles  aux  forces , ar- 
ticle 296 , que  l’on  a 

F : F'  ::  mv  : m'v'. 

Les  expressions  MV  et  M/V/  sont  ce  qu’on  appelle  les  quan- 
tités de  mouvement  communiquées  par  les  forces  F et  F' aux 
mobiles  M et  M'. 

447.  L’unité  de  force  étant  arbitraire,  nous  pouvons  la 
représenter  par  la  quantité  de  mouvement  qu’elle  commit- 
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nique  au  mobile.  Ainsi , en  supposant  que  F' soit  cette  unité 
de  force,  nous  remplacerons  ¥'  par  MA'  ' dans  la  proportion 
précédente,  et  nous  en  conclurons 

F = MV. 

448.  Si  nous  considérons  la  force  ç>  qui  agit  instantané- 
ment, nous  avons  vu,  art.  296  , que  cette  force  était  re- 
présentée par  la  vitesse  qu’elle  communiquerait  au  mobile 
dans  l’unité  de  temps  , si  le  mouvement  devenait  tout  à 
coup  uniformément  accéléré;  nous  aurons  donc,  en  met- 
tant pour  Y sa  valeur  <p } 

F = M<p. 

Cette  équation  nous  apprend  encore  que  ç est  la  force 
qui  agirait  sur  l’unité  de  masse;  car  si  l’on  fait  M = 1, 
on  a 

F — q>. 

ç>  étant  la  force  accélératrice,  F est  celle  qu’on  appelle  la 
force  motrice. 

449*  Nous  avons  vu,  art.  i63,  qu’en  nommant  g la  force 
de  la  pesanteur,  P le  poids  du  corps,  et  M sa  masse,  on 
avait 

p = %; 

si  , entre  cette  équation  et  la  précédente,  on  élimine  M, 
on  trouvera 


g 


de  sorte  que  lorsque  la  force  accélératrice  <p  est  celle  de  la 
pesanteur,  ç — g,  et  l’équation  précédente  se  réduit  à 

F = P. 

Dans  ce  cas  , la  force  accélératrice  est  donc  évaluée  par  le 
poids  du  corps  sur  lequel  elle  agit. 


288  DYNAMIQUE. 

45o.  Il  y eut  autrefois  entre  les  géomètres  une  dispute 
célèbre  sur  la  mesure  des  forces.  Cette  dispute,  comme 
beaucoup  d’autres,  provenait  de  ce  qu’on  ne  s’entendait 
pas  sur  la  définition  des  mots. 

Une  force  ne  nous  étant  connue  que  par  ses  effets,  peut 
être  mesurée  de  différentes  manières,  suivant  l’usage  au- 
quel on  veut  l’approprier.  Par  exemple,  si  l’on  se  propose 
de  déterminer  le  fardeau  qu’un  homme  peut  soutenir  ins- 
tantanément , il  est  évident  que  la  force  de  cet  homme 
sera  proportionnelle  au  poids  qu’il  sera  capable  de  soutenir, 
et  par  conséquent  pourra  être  représentée  par  ce  poids  : 
mais  si  l’on  veut  mesurer  la  force  de  cet  homme  par  le 
travail  qu’il  peut  exécuter  danê  un  temps  donné  , on  aura 
une  autre  manière  d’évaluer  sa  force  , et  qui  sera  entière- 
ment différente  de  l’autre  $ car  on  sent  qu’un  homme  plus 
faible  pourrait,  avec  plus  d’aptitude  à soutenir  u*ie  longue 
fatigue , donner  dans  son  travail  un  plus  grand  résultat., 
et  , sous  ce  point  de  vue,  être  considéré  comme  animé  d’une 
plus  grande  force  que  l’autre.  Dans  cette  seconde  manière 
de  considérer  la  force  d’un  homme,  nous  la  regarderons 
comme  proportionnelle  au  poids  qu’il  soulève , et  à la 
hauteur  à laquelle  il  l’aura  élevé  dans  un  temps  donné  ; 
bien  entendu  qu’on  ne  suppose  pas  que  l’effort  varie  à 
raison  de  la  hauteur,  parce  que , dans  le  fond,  cette  hau- 
teur ne  représente  ici  que  le  nombre  de  fois  qu’un  cer- 
tain travail  est  répété.  Ainsi  , en  supposant  que  deux 
hommes  élèvent  dans  une  journée  de  travail  le  même 
poids,  l’un  à 600  mètres  de  haut,  et  l’autre  à 200  mè- 
tres , dans  cette  manière  d’estimer  la  force , nous  regarde- 
rons l’un  de  ces  hommes  comme  ayant  trois  fois  autant 
de  force  que  l’autre.  11  suit  encore  de  là  que  si,  dans  la 
même  journée  de  travail,  deux  hommes  élevaient,  le  pre- 
mier 20  kilogrammes  à 200  mètres,  et  le  second  10  ki- 
logrammes à 4°°  mètres,  on  les  regarderait,  dans  la  pré- 
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sente  hypothèse , comme  ayant  des  forces  égales,  quoique 
réellement  les  forces  intrinsèques  de  ces  hommes  puissent 
être  très  différentes;  mais  nous  ne  les  considérons  ici  que 
sous  le  rapport  du  travail  produit. 

C’est  de  cette  manière  que  Descartes  estime  îa  force  d’un 
homme  ou  de  tout  autre  moteur.  La  dispute  qui  Je  divisait 
d opinion  avec  d autres  géomètres,  ne  roulait  que  sur  la 
défini! ion  du  mot  force.  Il  prétendait  qu’une  force  devait 
s évaluer  par  le  produit  de  la  masse,  par  le  carré  de  la 
vitesse.  Nous  allons  voir  comment,  lorsque  l’on  considère 
les  corps  en  mouvement,  la  définition  de  Descartes,  du 
mot  force , peut  conduire  à cette  conséquence. 

Soit  P le  poids  soulevé,  et  h la  hauteur  à laquelle  il  doit 
être  élevé  dans  un  temps  donné  ; la  force,  dans  l’hypothèse 
de  Descartes,  sera  donc  mesurée  par  le  produit 

P X A. 

On  peut,  dans  cette  expression,  remplacer  P par  sa  va- 
leur M g,  art.  i63,  et  l’on  aura 

P/2  = M gh  ; 

multipliant  par  2,  il  viendra 

2 PA  — M X 2gh  - 

observant  que  le  carré  de  la  vitesse  v due  à la  hauteur  A, 
a pour  expression  igh , art.  3o^ , on  peut  remplacer  7.gh 
par  ce  qui  donne 

2P  A = Mv\ 

Ayant  délini  le  mot  force  autrement  que  Descartes,  nous 
ne  dirons  pas  comme  lui,  que  Me*  est  la  mesure  d’une 
force,  parce  que  nous  avons  vu,  art.  ^ , qu’une  force 
devait  être  représentée  par  la  quantité  de  mouvement  Me 
quelle  produit.  Ainsi,  pour  éviter  toute  équivoque,  nous 
Elèm . de  Mécanique.  I(. 
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emploierons  une  nouvelle  dénomination  en  donnant,  sui- 
vant l’usage,  le  nom  de  force  vive , au  produit  M-u*  de  la 
masse  par  le  carré  de  la  vitesse. 

45 1 . Les  forces  vives  peuvent  être  d’une  grande  utilité  lors- 
qu’il s’agit  de  mesurer  l’effet  ou  la  dépense  d’une  machine. 
S’agit-il,  par  exemple,  de  disposer  d’une  chute  d’eau,  de 
faire  mouvoir  un  chariot  sur  un  terrain  donné,  de  com- 
primer une  masse  d’air,  de  faire  sortir  d’une  mine  une  cer- 
taine quantité  de  combustibles,  etc.,  dans  tous  ces  cas,  on 
peut  ramener  l’effet  de  la  force  motrice  au  produit  d’un 
certain  poids  par  une  longueur  donnée-,  par  conséquent, 
à une  expression  de  la  forme  PA,  dont  le  double,  comme 
nous  venons  de  le  démontrer,  revient  au  produit  Mu2. 

Du  choc  direct  des  corps . 

452.  Nous  diviserons  les  corps  en  corps  durs  et  en  corps 
élastiques:  un  corps  dur  est  celui  qui,  après  le  cboc , ne 
change  pas  de  figure-,  un  corps  élastique  est  celui  qui  , 
étant  compressible,  reprend  après  le  cboc  sa  figure  primi- 
tive en  vertu  d’une  force  qui  réside  dans  ce  corps. 

Tous  les  corpsparticipentplus  ou  moins  de  ces  deux  états, 
que  nous  regarderons  comme  des  limites  entre  lesquelles  ces 
corps  sont  placés. 

Du  choc  des  corps  durs. 

Fig.  19T.  453.  Soient  M et  M'  (fig.  191)  deux  corps  durs  sphé- 

riques qui  se  meuvent  dans  le  sens  de  A vers  C.  Si  M 
va  plus  vite  que  M",  il  l’atteindra,  et  alors  les  mobiles  se 
comprimeront  réciproquement,  jusqu’à  ce  qu’ils  soient  ani- 
més d’une  vitesse  commune. 

Nommons  F et  F'  les  forces  qui  ont  communiqué  aux  mo- 
biles M et  M',  les  vitesses  V et  V b Comme  ces  forces  peuvent 
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cire  représentées  par  les  quantités  de  mouvement  qu’elles 
impriment  aux  mobiles,  art.  447  > nous  aurons 

F = MV,  F'  = M'V': 

or,  d’après  le  principe  de  la  composition  des  forces,  celles 
qui  suivent  la  même  direction  devant  s’ajouter  lorsqu’elles 
agissent  dans  le  même  sens,  nous  écrirons 

F-f 

Nous  avons  une  autre  expression  de  F -{-F';  car  soit 
v la  vitesse  commune  de  ces  corps  après  le  choc;  on  peut 
regarder  M -}-  IVF  comme  un  seul  corps  qui,  en  vertu  de 

la  force  F -f-  1 ',  a acquis  la  vitesse  v.  Nous  aurons  donc 
encore 

F + F'  = (M  4-  M')  v. 

De  ces  équations  nous  tirerons 

(M  + M')  r = MV+  M'V'; 
d’où  nous  conclurons 

_ MV  + M'V' 

‘ — M + M7-’ 

454.  Lorsque  les  corps  vont  à la  rencontre  l’un  de  l’autre, 
y'  est  négatif,  et  l’on  a 

MV  — M'V' 

1 M -f-  M'~~ * 

Si  le  corps  M'  était  en  repos  lorsque  M vient  le  choquer, V' 
serait  nul,  et  les  formules  précédentes  se  réduiraient  à 
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Du  choc  des  corps  élastiques . 

455.  Examinons  d’abord  les  circonstances  du  phénomène 
de  l’élasticité  dans  un  corps  sphérique,  qui,  sollicité  par 

Fig.  192.  une  force  perpendiculaire  au  plan  inébranlable  AB  (fig.  192), 
serait  lancé  sur  ce  plan.  Dès  l’instant  que  le  corps  atteindra 
3e  plan  AB , le  diamètre  ED  , par  la  force  de  la  compres- 
sion, se  raccourcira  et  le  point  D se  rapprochera  du  centre 
C,  tandis  que  les  sections  perpendiculaires  à ED  s’enfle- 
ront. Le  point  D s’arrêtera  dans  ce  mouvement , lorsque 
la  vitesse  du  corps  sera  totalement  épuisée;  alors, en  vertu 
de  l’élasticité  , cette  vitesse  renaîtra  successivement  en  sens 
contraire,  jusqu’à  ce  que  le  corps  ait  repris  sa  forme  pri- 
mitive. Il  suit  de  là  que  lorsque  le  mobile  sera  revenu  à son 
point  de  départ  , i!  aura  acquis  une  vitesse  égale  à sa  vi- 
tesse primitive,  mais  qui  agira  en  sens  contraire. 

456.  Considérons  maintenant  le  choc  de  deux  corps  éias- 
Fig.  tiques  M et  M'  (fig.  191) , que  nous  supposerons  aller  dans 

le  même  sens.  Ces  corps  devant  s’atteindre,  il  faudra  que 
la  vitesse  Y de  M surpasse  la  vitesse  V'  de  M'.  Cela  posé, 
ces  corps , en  se  choquant , se  comprimeront  de  plus  en 
plus,  jusqu’à  ce  que,  parvenus  au  maximum  de  la  com- 
pression, ils  aient  acquis  une  vitesse  commune;  de  sorte 
Fig.  k)3.  qu’un  point  matériel  D du  corps  M (fig.  198)  qui,  en  vertu 
de  la  seule  vitesse  V,  aurait  décrit  la  ligne  DE  , retardé 
dans  son  mouvement  par  l’effet  de  la  compression,  au  lieu 
d’être  arrivé  en  E à l’instant  du  maximum  de  la  com- 
pression, 11e  sera  parvenu  qu’en  F ; alors  la  force  élastique 
commençant  à agir  sur  le  point  matériel,  lui  communiquera 
dans  le  sens  de  F en  G,  une  vitesse  égale  à celle  qu’il  a 
perdue  par  la  compression,  et  qui  le  ramènera  à l’extré- 
mité G d’une  ligne  FG  égale  à FE.  La  vitesse  du  mobile 
étant  la  même  pour  tous  les  points  matériels  qui  le  com- 
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posent,  art.  44^>  S1  110115  représentons  cette  Vitesse  avant 
le  choc  par  DE,  nous  pourrons  conclure  qu’après  ce  choc, 
elle  sera  réduite  à 

DE  — GE  - DE  — 2FE. 


457.  Pour  exprimer  analytiquement  les  circonstances  que 
nous  venons  d’examiner , nommons  u la  vitesse  commune 
qui,  au  moment  du  maximum  de  la  compression,  anime 
tous  les  point  des  deux-  mobiles.  Nous  pourrons  en  cet  ins- 
tant regarder  ces  mobiles  comme  durs,  et  nous  aurons  pour 
déterminer  u , l’équation 


_MV+MT 
“ — ~M  + M7 


La  vitesse  perdue  par  le  corps  M en  vertu  de  cette  com- 
pression, étant  égale  à la  vitesse  V qu’avait  le  corps  moins 
celle  qui  lui  reste,  sera  exprimée  par  Y — u. 

Telle  serait  la  vitesse  qu’aurait  perdue  le  corps  au  maxi- 
mum de  la  compression,  si  la  force  élastique  n’existait  pas; 
mais  cette  force  commençant  dès  lors  à agir,  fait  perdre 
encore  au  mobile  V — u\  de  sorte  que  la  perte  totale  de 
vitesse  du  corps  M,  sera  2 (Y  — u ).  Appelons  v la  vitesse 
après  le  choc  ; nous  aurons  donc  pour  déterminer  v , l’é- 
quation 

* = V - 2 (V  — u)  , 


ou  , en  réduisant , 

— 2 u — Y...  (3i5). 

A l’égard  de  M',  ce  mobile  parvenu  au  maximum  de 
la  compression,  devra  être  considéré  comme  corps  dur,  et 
par  conséquent  aura  gagné  une  vitesse  représentée  par 
u — Y';  car  il  est  évident  que  cette  vitesse  gagnée  est 
égale  à la  vitesse  acquise,  moins  celle  que  le  corps  avait. 
C’est  alors  que  l’élasticité  commençant  à agir,  l’entraînera 
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de  manière  à l’écarter  du  point  de  contact,  et  lui  fera  ga- 
gner encore  u — Y'*,  d’où  il  suit  que  la  vitesse  de  M'  après 
le  choc  , sera 

V'*f  2 (u V')  = 22/ Y'. 


Appelant  v cette  vitesse,  nous’  aurons 

v'  =z  2u  — V' . . . (3i6). 

Mettant  dans  les  équations  (3i5)  et  (3i6)  la  valeur  de  u 
donnée  par  l’équation  (3i4)>  nous  obtiendrons  enfin 


2(MY4-M'Y')  __ 

v=  m + m' ’ ' 

et  en  réduisant,  on  trouvera 


2 (M V + M'V') 

M -f-  M'  V 


Y(M— M')+2M'V' 
' M+M'  " 


V'(M'— M)+aMV 
M+NV 


(3 1 7)- 


Si  M = M',  on  a 

v = Y',  et  r'=zY...  (3i8). 

Là  première  de  ces  équations  nous  apprend  que  la  vitesse 
de  M , après  le  choc,  est  la  même  que  celle  de  M'  avant  le 
choc  ; la  seconde  nous  conduisant  à des  conséquences  ana- 
logues , concluons  que , dans  le  cas  où  M — M , les  mo- 
biles changent  de  vitesses  après  le  choc. 

458.  Lorsque  le  mobile  M'  va  à la  rencontre  de  M,  il 
faut  faire  V'  négatif  dans  les  formules  précédentes,  et 

l’on  a 


Y(M— M')— 2M'Y' 
' M-f  M7 


V'(M— M')+aMV 
. M-f-M7" 


(3  >9)- 


459.  On  peut  supposer  que  les  mobiles  qui  vont  à la  ren- 
contre l’un  de  l’autre  soient  égaux  ; alors  dans  les  équa- 
tions précédentes  on  fera  M = W,  ce  qui  les  réduira  à 
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V = V V = Y . . . (32o)  ; 

d’où  l’on  conclura  que  les  mobiles  changeront  de  vitesses 
et  s’écarteront  ensuite. 

460.  SI  les  mobiles  qui  vont  à la  rencontre  l’un  de  l’autre 
ont  des  vitesses  égales,  il  suffira  de  faire  Y'  = V dans  les 
équations  (319),  et  l’on  trouvera 

_ Y (M  — 3M')  , Y ( 3M  — M' ) 

V ~ M + M'  ’ *’  ~ M+M'  ' 

Le  corps  M s’arrêtera  lorsque  sa  vitesse  v,  après  le  choc, 
deviendra  nulle;  ce  cas  arrive  lorsque  M — 3M',  c’est-à- 
dire,  lorsque  la  masse  du  mobile  M est  triple  de  celle  de  M'. 
Dans  cette  hypothèse  de  M = 3M',  on  trouve  v = 2 Y. 

461.  Enfin,  si  le  mobile  M'était  en  repos,  et  qu’il  fût 
atteint  par  M qui  lui  serait  égal,  en  faisant  dans  les  équa- 
tions (317)  V'~  o et  M — M',  on  aurait  pour  ce  cas, 

r = o et  v V ; 

par  conséquent  le  mobile  M perdrait  sa  vitesse  et  la  donne' 
rait  à M'. 

Principe  de  la  conservation  du  mouvement  du 
centre  de  gravité  dans  le  choc  des  corps. 

462.  Soient  deux  mobiles  M et  M'  (fig.  iq4)  qui,  immé- 
diatement  avant  le  choc,  sont  parvenus  aux  points  B et  C ; 
nommons  E et  E'  leurs  distances  au  point  À,  et  représen- 
tons par  X la  distance  du  centre  de  gravité  de  leur  sys- 
tème au  même  point.  Si  nous  regardons  les  masses  comme 
proportionnelles  aux  forces,  nous  aurons,  par  la  propriété 

* des  moraens , 


(M  + M')X  = M.E  -f-  M'.E'; 
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différentiant  par  rapport  au  temps  t , il  -viendra 


. dX.  dli  „,rfE' 

(M  -f-  M')  -y-  = M — -f-  M'— r ‘ 

K J dt  dt  dt 

dE  dE' 

Les  coefïieiens  différentiels  -j-  et  -~jj  qui  entrent  dans  ces 

équations  , représentent  les  vitesses  des  mobiles  M et  M' 
lorsqu’ils  sont  parvenus  aux  points  B et  G,  dont  les  dis- 
tances en  A sont  respectivement  E et  E\  Nommons  V 

et  V'  ces  vitesses5,  et  désignons  par  W la  vitesse  du 

centre  de  gravité  du  système;  nous  aurons,  en  substituant 
ces  valeurs  dans  l’équation  précédente, 


w MV  + M'Y  „ , 

W—  M + M'  ••• 

Telle  est  la  vitesse  du  centre  de  gravité  du  système,  lorsque 
les  mobiles  sont  arrivés  avant  le  choc  aux  points  B et  C ; 
mais  lorsqu’immédiatement  après  le  choc  les  mobiles  se 
trouveront  aux  points  B'  et  C , le  centre  de  gravité  du  sys- 
tème changera  de  position.  On  peut  demander  ce  qu’en  de- 
vient alors  la  vitesse.  Pour  le  savoir , soient  w cette  vi- 
tesse, et  x la  distance  du  centre  de  gravité  en  A : les 
mobiles-dans  cette  nouvelle  hypothèse  étant  parvenus  aux 
points  B'  et  C',  représentons  par  e et  e les  distances  AB; 
et  AC'  de  ces  mobiles  au  point  A,  et  par  U et  L'  leurs  vi- 
tesses, nous  aurons,  comme  précédemment, 

(M  -f  M')  ï = 

et  en  différentiant  les  variables  e,  e et  x par  rapport  à tf 
nous  trouverons 

(M  -f-  M')  ~ = M -p  + M' 
v 1 ’ dt  dt  ‘ dt 
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dt ’ dt  dt 


dx  da  da' 

Remplaçons  -j- , -,  , — par  les  vitesses  U et  U' , nous 


trouverons 


MU  4-  M'U'  . 

U>  ~ — ^rr-, — . • . (322). 


M 4-  M 

463.  Il  se  présente  ici  deux  hypothèses:  ou  les  corps  sont 
durs,  ou  ils  sont  élastiques  ; dans  le  premier  cas, 

U==^  = U/J 


donc 


M 4-  M' 

^ ~ m + m'  u " 


Or,  nous  avons  vu,  art.  4^7?  que  la  vitesse  u,  qui  a lieu 
au  maximum  de  la  compression,  était  égale  à 

MV  4-  M'V' 

M 4-  W~  ’ 


cette  vitesse  ayant  précisément  la  même  valeur  que  "W,  il 
suit  de  là  que  u>  ~ W;  ce  qui  nous  apprend  que  dans  le 
choc  des  corps  durs,  la  vitesse  du  centre  de  gravité  du  sys- 
tème, est  la  même  après  le  choc  qu’elle  l’était  avant. 

464.  A l’égard  des  corps  élastiques,  nous  avons,  art.  4^7? 
iu  — V et  2 u — V'  pour  les  vitesses  après  le  choc  des 
corps  M et  M'  situés  aux  points  B'  et  C'. 

Substituant  ces  valeurs  de  U et  de  U'  dans  l’équat.  (322), 
nous  trouverons 


_ M (22  — V)  4-  M'  (2 u — y') 


ou,  en  réduisant, 

u> 


2 U 


M 4-  M' 

(MV  4-  M'V') 
M 4 M' 


ua- 


remplaçant  par  u la  fraction  qui  entre  dans  cette  éq 
tion,  il  restera 


29» 


DYNAMIQUE, 


•W  ■=■  U y 

ou  plutôt 

MV  ~f-  M'V'  _ 

éliminant  le  second  membre  de  cette  équation  , au  moyen  de 
l’équation  (32i),  on  obtiendra 

w = W ; 

par  conséquent , dans  les  corps  élastiques  comme  dans  les 
corps  durs,  la  vitesse  du  centre  de  gravité  est  la  même  im- 
médiatement avant  et  après  le  cboc. 


Principe  de  la  conservation  des  forces  vives 
dans  le  choc  des  corps  élastiques  ; égalité  de 
leurs  vitesses  relatives et  détermination  de  la 
différence  des  forces  vives  dans  le  choc  des 
corps  durs. 

465.  Le  principe  de  la  conservation  des  forces  vives  dans 
le  cboc  des  corps  élastiques,  revient  à cette  proposition  : 
Lorsque  deux  corps  élastiques  se  rencontrent  j,  la  somme 
des  forces  vives  est  la  même  avant  et  après  le  choc. 

Soient  V,  Y'  les  vitesses  des  corps  M et  M'  avant  le 
cboc  , et  v y v les  vitesses  qu’ils  ont  après  : la  somme 
des  forces  vives  avant  le  cboc  est  donc  représentée  par 
MV2-f-M'V'3,  et  il  s’agit  de  prouver  qu’elle  est  égale  à 
Mu2  -f-  MV'2,  somme  des  forces  vives  après  le  choc. 

Pour  cet  effet,  nous  avons  vu,  art,  4^7?  que  les  vitesses 
v et  v des  corps  M et  M',  après  le  elioc,  étaient  données 
par  les  équations 

v — 7, u — V , v = 2 u — - Y'; 
nous  avons  donc 
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Me2  + MV1  = M (2  u — V y -f  M'  (2z*  — V')2, 

et , en  développant  les  carrés  indiqués  dans  le  second 
membre , on  trouvera 

Me2  -f  MV2  = MV2  -f  M'Y'2 
4-  4 (Muü  -f  MV  — MYrr  — M'Y'w) . . . (323)  ; 

les  termes  compris  entre  les  parenthèses  se  détruisent  mu- 
tuellement à cause  de  la  relation  (équation  3x4), 

MV  -f-  M'V'_ 

“ ~ Al  ’ 

car  en  chassant  les  dénominateurs  et  en  faisant  passer  tous 
les  termes  dans  le  premier  membre,  et  en  multipliant  l’é- 
quation par  7 £,  on  obtient 

M u?  -f  M V — MV  u — M' W = o ; 

par  conséquent  l’équation  (323)  se  réduit  à 

Mc2  4-  MV2  ==  MV2  4-  M'Y'2, 

Cette  équation  peut  s’écrire  ainsi, 

Me2  4-  MV'2  — (MV2  4-  M'Y'2)  = o, 

ce  qui  nous  apprend  que,  dans  le  choc  des  corps  élastiques, 
la  différence  des  forces  vives  qui  ont  lieu  avant  et  après  le 
choc,  est  égale  à zéro. 

466.  On  démontre  aussi  une  autre  propriété  des  corps 
élastiques;  c’est  que  les  vitesses  relatives  de  ces  corps  sont 
les  mêmes  avant  et  après  le  choc.  Pour  s’en  convaincre, 
il  suffit  de  retrancher  l’une  de  l’autre  les  équations 

V = 277 Y , V — 277  Y', 


et  l’on  trouve 


v-  r'=  -(V—  Y'), 
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différences  égales  et  de  signes  contraires;  donc  après  le  choc, 
v sera  autant  au-dessus  de  v que  V'  surpassait  Y avant  le 
choc. 

467.  Dans  îe  choc  des  corps  durs,  la  différence  des  forces 
vives  qui  ont  lieu  avant  et  après  le  choc,  n’est  pas  égale  à 
zéro,  comme  lorsque  les  corps  étaient  élastiques,  mais  elle 
se  trouve  égale  à la  somme  des  forces  vives  des  masses  ani- 
mées des  vitesses  perdues  ou  gagnées. 

Ce  théorème  est  dû  à Carnot.  Voici  une  manière  très 
simple  de  le  démontrer. 

Les  vitesses  perdues  par  les  corps  M et  M'  étant  V — u 
et  V' — u,  si  les  masses  M et  M' se  trouvaient  animées  de 
ces  vitesses,  leurs  forces  vives  seraient  respectivement , 

M(V  — uy  et  M' (Y'  — uYO) 

égalant  cette  expression  a son  développement,  nous  aurons 
l’équation  identique 

M (Y  — uy  -f-  M'  (V'  — uY 

rrMV*-^M'V'a-b(M-HVr)z*4 — 2^(MV-f-M'V') ....  (3?4)  ; 

éliminant  MV  + M'Y'  au  moyen  de  l’équation 

MV  -f-  M'Y' 

“ ~ M + M'  ’ 

le  second  membre  de  l’équation  (324)  se  réduit  à 

MVa  4-  M'V'9  — (M  + M')  u*  ; 

par  conséquent  l’équation  (324),  en  changeant  réciproque- 
ment de  membres,  peut  se  mettre  sous  la  forme 


(+J  Connue  le  carre'  de  V — u est  egalement  celui  de  u — Y,  on  voit 
fjue  les  expressions  M (V  — «)2  et  M (V'  — w)a  sont  aussi  celles  dej 
forces  vives  dues  aux  vitesses  gagnées  u — V et  u — V'. 


CONSERVATION  DES  FORCES  VIVES. 


3o  I 

MV‘  + M'V"—  (M  + M')  if—  M(V — uy  -h  M'  (V'  — up- 
ce  qui  vérifie  le  théorème  que  nous  avons  énoncé. 

Principe  de  d\dlembert. 

468.  Lorsque  Ton  considère  un  système  de  corps  liés 
entre  eux  d’une  manière  invariable,  la  liaison  mutuelle  de 
ces  corps  devra  les  empêcher  d’obéir  aux  rnouvemens  qui 
les  animeraient  chacun  en  particulier,  s’ils  n’étaient  point 
dépendans  les  uns  des  autres:  les  vitesses  de  ces  corps  seront 
altérées  et  se  troubleront  mutuellement.  Par  exemple,  si 
plusieurs  points  matériels  M , M/,  M"  (fig.  195)  sont  fixés  à fig*  ig5* 
une  droite  inllexible  AL,  mobile  autour  du  point  A,  il  est 
certain  que  dans  le  temps  6 la  pesanteur  qu’on  suppose 
constante,  vu  le  peu  de  longueur  de  AL,  agissant  de  la 
même  manière  sur  chacun  de  ces  points,  ils  devraient,  s’ils 
étaient  libres,  parcourir  dans  le  temps  6 des  verticales 
égales;  mais  les  points  M,  M/,  M",  etc.,  ne  pouvant  se  mou- 
voir qu’avec  la  droite  AL,  sont  forcés  de  parcourir  les 

nrcs  MK,  M'K',  MK",  etc.,  dans  cet  instant  6 ; par  con- 
séquent les  droites  1K,  1K',  1"K"  exprimeront  les  effets 
de  la  pesanteur  sur  les  points  M,  M,  M",  etc.,  dans  le 
temps  6.  Ces  droites  1K  , I K',  1K",  etc. , étant  proportion- 
nelles aux  arcs  MK,  M'K',  M K",  etc.,  et  par  conséquent 
aux  rayons  AM,  AM',  AM",  etc.,  il  suit  de  là  que  les  vi- 
tesses effectives  des  différens  points  du  système  sont  d’au- 
tant moindres  que  ces  points  sont  plus  rapprochés  du  centre 
A ; tandis  que  si  les  points  M,  M',  M",  etc. , étaient  libres, 
ces  vitesses  seraient  égales. 

469.  Les  vitesses  effectives  étant  donc  différentes  de  celles 
•qui  ont  été  communiquées  au  système,  on  ne  pourra  dé- 
terminer les  divers  rnouvemens  qui  l’affectent , que  lors- 
qu’on sera  parvenu  à exprimer  les  vitesses  effectives  en 
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fonction  des  vitesses  qui  ont  été  transmises  primitivement 
aux  mobiles  , et  qui  sont  censées  connues.  C’est  à quoi 
Ton  parviendra  facilement  à l’aide  d’un  principe  de  dy- 
namique que  nous  allons  démontrer  , et  qui  est  dû  à 
d’AIembert. 

4yo.  Soient  p,  p',  p" , pm,  etc.,  les  vitesses  qui  anime- 
raient les  corps  M,  M',  M",  M'",  etc.,  s’ils  agissaient  indé- 
pendamment les  uns  des  autres,  et  u,  u,  u",  ulf,  etc.,  les 
vitesses  que  prennent  au  lieu  de  u,  p'}  p" , p ",  etc.,  ces  corps 
lorsqu’ils  sont  liés  entre  eux  d’une  manière  invariable. L’une 
des  composantes  d’une  vitesse  étant  arbitraire,  nous  pren- 
drons pour  composante  de  p la  vitesse  effective  u , l’autre 
composante  sera  déterminée,  et  nous  la  représenterons  par 
U.  En  opérant  ainsi  à l’égard  des  autres  forces,  on  peut,  à 
la  place  de  p , U,  p , p"  , etc.,  substituer  les  vitesses 

u et  U composantes  de  p , 
il  et  U'  composantes  de  p , 
u et  U''  composantes  de  p" , 
u * et  Uw  composantes  de  pw, 
etc.  etc.  etc. , 

et  alors  les  quantités  de  mouvement  qui  entrent  dans  le 
système,  considéré  comme  libre,  et  qui  sont  Mc,  MV, 
MV',  MV,  etc. , deviendront 

Mu,  MV,  MV',  MV,  etc., 

MU,  MU',  M"U",  MV,  etc.; 

mais  si  les  corps  ne  sont  plus  libres,  ces  quantités  de 
mouvement  doivent  se  réduire  à 

Mu,  MV,  MV',  MV,  etc. 

U faut  donc  que  les  quantités  de  mouvement  MU,  M'U', 
M"U",  M"U'",  etc.,  se  fassent  équilibre. 

On  observera  que  MU,  M'U',  M"U",  M"UW,  etc.,  sont 
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les  quantités  de  mouvement  dues  aux  vitesses  gagnées  ou 
perdues. 

l^u  cllet , Me  étant  la  diagonale  d’un  parallélogramme 
dont  Mu  et  MU  seraient  les  cotés,  on  voit  que  si  la  compo- 
sante MU  devient  nulle,  Mu  se  réduira  à Me;  d’où  il  suit 
que  MU  est  une  quantité  de  mouvement  introduite  dans  le 
système  par  le  changement  qui  s’y  est  opéré;  il  en  est  de 
même  de  M'U',  de  M"U",  etc. 

On  peut  donc  énoncer  ce  principe  en  disant,  qu 'il faut 
que  les  quantités  de  mouvement  dues  aux  vitesses  gagnées 
ou  perdues  se  fassent  équilibre  ; car  si  cela  n’avait  pas 
heu,  il  y aurait  de  l’altération  dans  le  système,  et  u u 

u ’ 11  > etc->  ne  pourraient  être  les  vitesses  effectives  qui 
animent  M,  M',  M",  M",  etc. 


4;i.  Nous  avons  vu  que  la  vitesse  e avait  pour  com- 
posantes U et  u-,  et  comme  en  général  il  y a toujours  équi- 
libre entre  trois  forces  dont  l’une  serait  égale  et  directe- 
ment opposée  à la  résultante  des  deux  autres,  il  suit  de 
là  que  les  trois  forces  Mu,  MU  et  — Me  doivent  être  en 
équilibre.  Or,  en  regardant  à son  tour  MU  comme  éeale 
et  d’un  signe  contraire  à la  résultante  des  deux  autres 
forces , il  faudra  que  — MU  soit  la  résultante  de  Mu  et 

de  — Me;  par  conséquent  MU  sera  la  résultante  de Mu 

et  de  + Me. 

Ce  que  nous  disons  de  MU  pouvant  s’appliquer  aux  forces 
M U',  M U",  etc.,  à l’égard  de  leurs  composantes,  on  peut, 
en  substituant  les  composantes  aux  forces,  donner  cet  autre 


énoncé  au  principe  de  d’Aîembert  : Il  y aura  équilibre 
entre  les  quantités  de  mouvement  My,  MV^  etc.  imprimées 
à chacun  des  mobiles j et  les  quantités  de  mouvement  effec- 
tives Mu,  M u ^ M u j etc.  qui  seraient  prises  eu  sens  con- 
traires de  leurs  directions. 


4? 2>  Pour  première  application  de  ce  principe,  considé- 
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rons  ie  choc  de  deux  corps  durs  M et  M'  qui  vont  dans  le 
même  sens.  Soient  v et  v leurs  vitesses  avant  le  choc,  et 
u leur  vitesse  commune  après  le  choc.  La  vitesse  perdue 
par  M étant  égale  à celle  qu’avait  le  mobile  moins  celle  qui 
lui  reste,  sera  exprimée  par  p — u , et  la  vitesse  gagnée  par 
M'  étant  égale  à la  vitesses  u diminuée  de  v , sera  représen- 
tée par  u — v.  Les  quantités  de  mouvement  dues  à ces 
vitesses  perdues  et  gagnées  devant  se  faire  équilibre  par 
le  principe  de  d’Alembert,  cet  équilibre  subsistera  si 
l’on  a 

M (V  — u)  — M'  ( u — p)  ; 

d’où  l’on  tirera  pour  la  vitesse  après  le  choc, 

_ Mp  -f  M V 
U~~  M -f  M'  ' 

Si  les  corps  allaient  à la  rencontre  Fun  de  l’autre,  p serait 
négatif. 

473.  Pour  seconde  application  , cherchons  les  vitesses 
qu’auraient  deux  corps  M et  M/  (flg.  196),  qui  liés  par  un 
lii  MEM/  qui  passe  par  une  poulie  de  renvoi  ( E ) glisse- 
raient sur  deux  plans  inclinés  AB,  AC  adossés  Fan  contre 
l’autre. 

Soit  Mg*  une  droite  qui,  passant  par  le  centre  de  gravité 
de  M,  représente  la  pesanteur  g-,  la  composante  de  g- suivant 
le  plan  incliné,  est  MR;  c’est  la  seule  force  qui  agira  sur 
Mj  cette  composante  MR.  est  égale  à 

AD 

g X cos  RMg-  ~ g-  X eos  B AD  = g-  X 

Pareillement  la  composante  de  la  pesanteur  qui  fait  glisser 

AD 

M'  sur  le  plan  AC,  sera  gX  — 

Nommons  AD,  h\  AB,  l\  ÀC,  1 : les  forces  accéléra- 
trices qui  agiront  sur  les  mobiles  M et  M',  seront  donc 
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Pour  obtenir  les  vitesses  qu’auraient  ces  mobiles  s’ils 
n étaient  pas  liés  l’un  à l’autre,  observons  que  l’équation 
qui  détermine  l’intensité  d’une  force  accélératrice  quel- 
conque étant  en  général  . 


on  tire  de  cette  équation  , 


dv  — çdt. 

l)ans  notre  cas,  les  forces  accélératrices  étant 

é.  et  g- 

l C ’ 

nous  aurons  pour  les  vitesses  qui  seraient  imprimées  aux 
mobiles,  s’ils  étaient  libres, 


gh  gh 

y dt  et  dt. 

Or,  les  vitesses  perdues  par  ces  mobiles  étant  égales  a celles 
qu’ils  avaient  primitivement, moins  celles  qui  leur  restent, 
ces  vitesses  perdues  seront 


gh 

y dt  — dv  pour  M , 


gh 

c 


dt — dv  pour 


M'. 


Par  le  principe  de  d’Alembert , les  quantités  de  mouve- 
ment qui  correspondent  à ces  vitesses  doivent  se  faire 
«équilibre  ; et  comme  ces  vitesses  agissent  en  sens  con- 
traires , il  suffira  d égaler  entre  elles  ces  quantités  de  mou- 
vement*, ce  qui  nous  donnera 

Elèm.  de  Mécanique . 


90 
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M dt  — dp')  = M '($ydt-  dd) ...  (325) . 

Par  la  nature  du  problème , il  existe  une  relation  entre 
les  vitesses  inconnues  v et  v'\  car  le  mobile  M ne  peut  se 
mouvoir  dans  l’unité  de  temps  d’une  quantité  c sans  que  M 
ne  se  meuve  de  — v , puisque  ces  mobiles  étant  liés  l’un  à 
l’autre , il  faut,  lorsque  M monte,  que  M'  descende,  li  suit 
de  là  que  u = — v\  ce  qui  donne 

du  = — du  -, 


substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (325)  , on  obtient 


et  en  intégrant,  on  trouve 


u 


/M  h M'h\ 

\T  ï ) 

M'  4-M 


gt-h  C, 


ou,  en  représentant  par  G le  coefficient  de  t,  cette  équation 
peut  être  mise  sous  la  forme 

u Qft  “f”  G. . . (326). 

Soit  x l’espace  OR  parcouru  dans  le  temp>  t , on  aura 

dx 

donc 

£ = o,+c, 

et  en  intégrant, 

x = \ G £*  -f*  C£  -f*  Cf  • . . (327). 

D’après  les  équations  (326)  et  (327),  on  peut  conclure  que 
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,es  c,rconstances  de  ce  mouvement  sont  les  mêmes  que  celles 
du  mouvement  des  corps  graves,  avec  cette  différence  que  la 
force  accélératrice,  au  lieu  d’ètre  g,  est  G. 

4?4-  P°ur  troisième  application,  proposons-nous  de  dé- 
terminer le  mouvement  de  deux  corps  M et  M',  qui  étant 

attachés  l’un  à la  roue  et  l’autre  au  cylindre  d’un  tour  j le 
tiennent  en  équilibre. 

Ces  deux  corps  étant  sollicités  dans  l’instant  dt  par  une 
force  accélératrice  qui  n’est  autre  chose  que  la  pesanteur, 
cevraient,  s’ils  étaient  libres,  avoir  chacun  dans  l’instant 
“ la  c!uantlté  de  mouvement  gdt.  Soient  du  et  du'  les  vi- 
tesses effectives  de  ces  mobiles;  elles  leur  communiqueront 
es  quantités  de  mouvement  M du  et  M 'du'-,  par  conséquent 
les  quantités  de  mouvement  perdues  seront 


M {gdt — du)  et  M'  (gdt  — du') . 

Ces  quantités  de  mouvement  devant  se  faire  équilibre  à 
l’aide  du  tour,  nous  aurons,  en  appelant  r le  ravon  du 
cylindre,  et  R celui  de  la  roue, 


M (gdt  — du)  : m'  (gdt  — dd)  : : r : R ; 
nous  tirerons  de  cette  proportion, 

MR  (gdt  — dp)  — M7  (gdt  — dp) . . . (328). 

Comme  il  entre  dans  cette  équation  deux  quantités  incon- 
nues^ et  </,  nous  allons  chercher  une  autre  équation  qui 
exprime  entre  elles  une  relation. 

Pour  cet  effet , en  considérant  les  vitesses  du  et  du  comme 

deux  forces  qui  agiraient  l’une  sur  l’autre  à l’aide  du  tour 
nous  aurons 

^ : R ::  dp  : dpf, 

ce  qui  nous  donnera 

dp'  Rqfc 


20 
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Dans  cette  équation,  du  et  du'  doivent  être  de  différens 
signes,  parce  que,  lorsque  du'  fait  descendre  le  poids  M 
du  tend  à le  faire  monter.  Ainsi,  en  changeant  le  signe  de 

dv  -,  nous  aurons 

R dv 
r 7 

substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (3a8) , nous  trou- 
veron  s 


MR  {gdt  — dv) 


M'j 


4 


R dv\ 
~~r~ /’ 


effectuant  les  multiplications  et  faisant  passer  les  termes 
affectés  de  dv  dans  le  premier  membre,  nous  aurons 

_ MR  dv  — M'R  dv  = M ’rgdt  — MR  gdt  ; 
d’oii  nous  tirerons , apres  avoir  changé  les  signes , 

dv  _ | dt. 

1 M + M R 

Représentons  par  K la  constante  qui  est  le  coefficient  de 
gdt , cette  équation  deviendra 

dv  = R gdt , 

et  en  intégrant  on  obtiendra 

v — 4 C* 

Si , dans  cette  équation , on  met  la  valeur  de  v qui  est 

— et  qu’après  avoir  multiplié  par  dt,  on  intègre  de  nou- 
dt  ’ 

veau  , on  trouvera 

x — iKgt>  + Ct  + C. 

Ces  résultats  nous  apprennent  que  ce  mouvement  est  du 
même  genre  que  celui  que  la  pesanteur  imprime  aux  corps, 
et  n’en  diffère  que  par  l’intensité  de  la  force  accélératrice. 
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Du  mouvement  d’un  corps  assujetti  à tourner 
uniformément  autour  d’im  axe  fixe . 

47^.  Lorsqu’un  corps  ou  un  système  de  points  matériels 
liés  les  uns  aux  autres  d’une  manière  invariable,  est  assu- 
jetti à tourner  uniformément  autour  d’un  axe  fixe  qu’on 
supposera  passer  par  le  point  A (fi  g,  197)  perpendiculaire-  Fig.  19. 
ment  au  plan  de  la  figure,  si  l’on  coupe  le  corps  par  une 
infinité  de  plans  omn,  omn  •>  o" m n , etc.,  parallèles  entre 
eux  et  perpendiculaires  a l’axe  fixe,  les  molécules  m , rri , 
m” j etc.,  dans  une  révolution  totale,  décriront  autour  de 
l’uxe  fixe  les  circonférences  mon , mon , m"o"n",  etc.,  et 
parcourront  dans  le  même  instant  des  arcs  d’un  même 
nombre  de  degrés.  Ces  arcs  étant  proportionnels  à leurs 
rayons  , il  en  sera  de  meme  des  vitesses  qui  animent  les 
molécules  m , m , m",  etc.;  de  sorte  que  si  la  distance 
eÂ.  de  la  molécule  e à l’axe  est  prise  pour  unité,  et  que 
nous  appelions  a la  vitesse  de  cette  molécule  , les  vitesses 
des  molécules  m , m , ni  , etc.,  placées  à des  distances  r , 
r . r , etc.,  de  l’axe  fixe,  seront  respectivement  ru  , ru , 
ru  , etc.  Ainsi  l’on  aura  pour  les  quantités  de  mouvement 
effectives  de  ces  différentes  molécules, 

mru  , m'r  co  , m" r" u , etc. 

Résignons  par  v,  v,  v" , etc.,  les  vitesses  imprimées;  les 
quantités  de  mouvement  reçues  seront  /?zr’,  mV,  m"v" , etc. 

11  faudra  donc  , d’après  le  second  énoncé  du  principe  de 
d’Alembert,  qu’il  y ait  équilibre  entre  mp y m m"v" , etc., 
et  — mru , — mru  , — m" r" u,  etc. 

Four  obtenir  l’équilibre  entre  ces  quantités  de  mouve- 
ment , considérons  d’abord  la  première,  et  représentons  mv 
par  une  partie  mf  (lig.  197)  prise  dans  la  direction  de  cette  Fig.  197. 
force,  et  proportionnelle  à son  intensité \ abaissons  du 


I 
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point  f la  perpendiculaire  fh  sur  le  plan  de  la  section 
omn  , et  nommons  l’angle  fmh,  formé  par  mf  avec  ce 
pian,  nous  pourrons  décomposer  mf  en  deux  forces, 

hf—  mv  sin  <p  parallèle  à l’axe  fixe , 
mh  — mv  cos  <p  située  dans  le  plan  omn. 

La  première  sera  détruite  par  la  résistance  de  cet  axe , et  la 
seconde  aura  son  effet.  En  appelant  de  même  (pr , ç>" , (pm,  etc., 
les  angles  que  les  forces  mv,  mv',  etc. , font  avec  les  plans 
omn,  o'm'n,  etc. , les  quantités  de  mouvement  imprimées 
au  mobile  seront 

mv  cos  ç> , m v cos  <f , m'v"  cos  <p",  etc. 

Ces  quantités  de  mouvement , ainsi  que  les  quantités  de 
mouvement  effectives  mreo , mro',  m” r a , etc. , se  trouve- 
ront situées  dans  les  plans  omn , omn  , o'm'n",  etc. 

Pour  établir  l’équilibre  entre  ces  quantités  de  mouve- 
ment, nous  remarquerons  que  puisqu’elles  sont  toutes  si- 
tuées dans  des  plans  perpendiculaires  à Taxe  fixe  , elles 
doivent  produire  sur  cet  axe  le  même  effet  que  si  tous  les 
plans  omn  , omn,  omn,  etc. , n’en  formaient  qu’un  seul  ; 
par  conséquent,  en  considérant  ces  forces  comme  situées 
dans  le  plan  de  la  figure,  il  faudra,  pour  que  l’équilibre 
puisse  subsister  entre  elles,  que  la  somme  des  moniens 
qui  tendent  à faire  tourner  en  même  sens  le  système  au- 
tour du  point  fixe  À , soit  égale  à la  somme  des  momens 
qui  tendent  à le  faire  tourner  en  sens  contraire. 

Or,  les  forces  mr® , m r a , m"r"a,  etc.,  qui  dérivent 
toutes  du  mouvement  commun  imprimé  au  système,  le 
font  tourner  dans  le  même  sens;  et  comme  ces  forces  en- 
traînent  les  points  m,  m! , m" , etc.,  suivant  les  circonfé^ 
rences  mno,  mno' , mno",  etc. , les  rayons  r , r , r" , etc., 
sont  des  perpendiculaires  abaissées  sur  leurs  directions  ; 
par  conséquent  la  somme  des  momens  des  forces  effectives 
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est  exprimée  par 

mr'to^rin  r%cù-\-m 'r%c£^e\.c.—co(mr‘À-\-irir*-{-m'r'1-\-  etc.). 

Représentons  par  ’î.mr0,  la  quantité  qui  est  entre  les  paren- 
thèses, nous  aurons  a'î.mr a pour  la  somme  des  momens  des 
forces  effectives.  C’est  cette  quantité  qui  doit  faire  équilibre 
à la  somme  ou  à la  différence  des  momens  des  forces 


mp  cos  <p  , ni  p cos  (pr , m" p"  cos  <p",  etc. 

Pour  déterminer  cette  seconde  quantité  , soient  A z l’axe 
fixe  (fig.  198),  et  ml,  ml',  m"l",  etc.,  les  forces  mp  cos  Fig  198. 
mp  cos  <p',  m"  p"  cos  <p ",  etc.,  situées  dans  les  plans  mno , 
ni  n' 0 , rri'no ",  etc.,  perpendiculaires  à l’axe  fixe;  abaissons 
des  points  A,  A',  A",  etc.,  pris  dans  ces  plans,  sur  l’axe  fixe, 
les  perpendiculaires  A l~  p,  A 7 *=//,  A '7"  — p ",  etc.,  sur 
les  directions  des  forces  mp  cos  <p , m p'  cos  <p' , nip"  cos  <p" , 
etc.,  les  momens  de  ces  forces  seront 

? npp  cos  <p , m'p'p'  cos  cp' , m"p"pn  cos  <p" , etc. 

Représentons  par  'Empp  cos  <p  la  somme  algébrique  de  ces 
momens,  c’est-à-dire  celle  qui  a lieu,  abstraction  faite  des 
signes  qui  les  affectent;  alors,  comme  nous  l’avons  expli- 
qué, cette  somme  des  momens  devant  faire  équilibre  à 
nous  aurons 

u'Ümr2'  = Impp  cos  (p  , ' 

d’où  nous  tirerons  pour  déterminer  la  vitesse  angulaire, 


&> 


’ï.mpp  cos  <p 
"Z/nr* 


(329). 


476.  Lorsque  les  forces  mp,  rn  p , ml'p ",  etc.,  agissent 
dans  les  plans  omn , o ni  n , 0“ ni 11  , etc.,  les  angles  <p  T <p' , 
<p" , etc.  , sont  nuis,  et  nous  avons  alors 
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sin  ç>  = o, 
sin  <pf  o, 
sin  ç>"  = o? 
etc. 


cos  <p  =r=  I , 

COS  Cp/  = I , 

cos  <p"  = I , 

etc.  ; 


par  conséquent  l’équation  (32g)  deviendra  dans  ce  cas. 


'Znu’p 
co  “ -. 

Imr* 

477.  Si  toutes  îes  vitesses  imprimées  aux  molécules  du 
système  sont  égales  et  parallèles,  comme  cela  arrive  dans  le 
cas  où  le  système  recevrait  une  impulsion  unique  qui  le 
transporterait  en  ligne  droite  dans  l'espace , s’il  n’était  pas 
retenu  par  l’axe  fixe,  nous  aurons  , dans  cette  hypothèse, 

r n . 

p z=z  p z=z  p — etc.  ; 


et  les  momens  des  vitesses  imprimées  devenant 

mvp , ni  pp  , m' pp 11 , etc.  ~ p {jnp  -f"  mp  '+  m"p  -f-  etc.) , 

la  somme  de  ces  momens  pourra  être  représentée  par 
p'Zmp , et  l’équation  (829)  se  changera  en 


CO 


p'ï.mp 

Unir* 


. . . (33o), 


Menons  maintenant  par  l’axe  fixe  Xz  un  plan  AR  que 
nous  ferons  tourner  jusqu’à  ce  qu’îl  devienne  parallèle  aux 
forces  mp , m! p , m"p\  etc. , dont  les  directions  sont  repré- 
Fig.  19g.  sentées  dans  la  figure  199  par  les  droites  ml , rrit , ml ",  etc. 
On  voit  que  les  perpendiculaires  p,  p\  p\  etc.,  abaissées 
des  centres  de  section  A,  À',  Aw,  etc.  , sur  les  directions 
de  ces  forces,  sont  égales  aux  perpendiculaires  mq , m q -, 
m q ",  etc.,  abaissées  des  points  m , m\  m",  etc. , sur  le  plan 
AK.  Nommons  <7,  q,  q" , etc.,  ces  perpendiculaires,  et  Q 
celle  qui  serait  abaissée  du  centre  de  gravité  du  système 
sur  le  plan  AK,  et  représentons  par  M la  somme  de  toutes 


t 
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les  molécules  qui  le  composent,  nous  aurons,  d’après  la 
propriété  des  centres  de  gravité  , 


MQ  ~ mq  -J-  m q -j-  ni  q'  -f-  etc.  ; 
et  parce  qu’on  a , 


p~q,  p—q,  p=q%e  te. , 

l’équation  précédente  deviendra 

MQ  =mp  -f-  m p -f-  m"p"  -f-  etc.  — lmp. 

Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (33o) , nous  ob 
tiendrons 


ùù 


uMQ 

Imr1 


(33 1). 


47^*  11  pourrait  arriver  qu’une  partie  seulement  des 
molécules  m , m,  m" , etc.,  eussent  reçu  la  vitesse  v ; alors 
M ne  serait  plus  la  somme  des  molécules  du  système  , 
mais  celle  des  molécules  auxquelles  les  vitesses  auraient 
été  imprimées  , et  Q représenterait  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  de  gravité  de  cette  partie  du  système 
sur  le  plan  AK. 

11  nous  reste  à indiquer  les  moyens  de  déterminer  l’ex- 
pression Imr*  qu’on  appelle  le  moment  ds inertie  ; c’est 
l’objet  dont  nous  allons  nous  occuper. 


Des  momens  d'inertie. 


479.  Le  moment  d’inertie  d’un  corps  étant  la  somme 
des  produits  de  tous  les  points  matériels  qui  le  composent 
par  les  carrés  de  leurs  distances  respectives  à l’axe  de  ro- 
tation, nous  l’avons  représenté  par  Imr*.  On  peut,  dans 
‘cette  expression,  remplacer  la  molécule  m par  l’élément 
dm  de  la  masse,  et  alors  le  moment  d’inertie  sera  donné 
par  l’intégrale  de  l’expression  fr2dm. 


r 
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480.  Pour  premier  exemple,  cherchons  le  moment  d’i- 
Fig  aoo.  nertie  d’une  droite  CB  (fig.  200)  par  rapport  à l’axe  AZ, 

auquel  le  plan  CA. B est  perpendiculaire. 

Soit  AB  = h une  perpendiculaire  abaissée  du  point  A 
sur  la  direction  de  la  droite,  et  BP  = x la  distance  du 
point  B à un  point  quelconque  de  cette  droite  , nous  au- 
rons 

PA2=(Aa-{-0. 

C’est  cette  expression  qu’il  faut  multiplier  par  l’élément 
dm  du  corps.  La  masse,  dans  ce  cas-ci,  étant  une  ligne 
droite , n’a  d’étendue  que  dans  le  seul  sens  de  B en  C ; 
par  conséquent  djn  sera  la  différence  infiniment  petite 
dx  qui  existe  entre  les  abscisses  consécutives  x = BP  et 
x -f~  dx  = BPb  Ainsi,  en  multipliant  dx  par  h%  -f-  on 
aura  pour  le  moment  d’inertie  de  la  ligne  droite  CB, 

r x3 

j (A2  -f-  x')  dx  =2  hüx  -f-  — ~f*  C. 

On  déterminera  cette  intégrale  de  manière  que  la  droite 
soit  comprise  depuis  le  point  B oui  = o,  jusqu’au  point 
C ou  x — a\  et  le  moment  d’inertie  de  la  droite  BG 
sera 

a3 

h a y. 

481.  Déterminons  encore  ie  moment  d’inertie  de  l’aire 
Fig. soi.  d’un  cercle  CBD  (fig.  201)  par  rapport  à un  axe  AZ  qui 

passerait  par  son  centre  et  qui  serait  perpendiculaire  à 
sa  surface. 

Soit  m un  point  quelconque  dont  nous  représenterons  la 
distance  mA.  à l’axe  nar  x : les  surfaces  des  cercles  décrits 

1 7 

avec  les  rayons  x et  x -f-  dx  auront  respectivement  pour 
expressions 

nx‘J'  el  (a*  -f-  dx)u. 
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La  différence  de  ces  surfaces,  en  négligeant  les  infiniment 
petits  du  second  ordre,  sera  27 rxcix.  Cette  expression  re- 
présentera une  zone  élémentaire  dont  tous  les  points  se- 
ront distans  de  l’axe  üxe,  d’une  quantité  égale  à x\  par 
conséquent,  en  multipliant  par  x 2 cette  zone  élémentaire, 
nous  aurons  2 irx^dx  pour  la  différentielle  du  moment  d’i- 
nertie cherché.  Prenant  l’intégrale  depuis  00  = o jusqu’à 
x = a,  nous  trouverons  ~ ncd  pour  le  moment  d’inertie  du 
cercle  décrit  avec  le  rayon  a autour  de  l’axe  des  x. 

Ces  exemples  suffiront  pour  faire  concevoir  comment  la 
détermination  des  ruomens  d’inertie  peut  toujours  se  ra- 
mener à de  simples  problèmes  de  calcul  intégral  ( noie 
douzième). 

482.  Lorsque  l’on  connaît  le  moment  d’inertie  d’un  corps 
à l’égard  d’un  axe  qui  passe  par  son  centre  de  gravité,  on 
peut  déterminer  le  moment  d’inertie  de  ce  corps  par  rap- 
port à un  autre  axe  parallèle  au  premier. 

Pour  cet  effet , soient  GF  et  CR  ( lig.  202  ) deux  axes  Fig.  202. 
parallèles  dont  le  premier  passe  par  le  centre  de  gravité  G 
du  corps;  plaçons  au  point  G l’origine;  prenons  l’axe  GF 
pour  celui  des  z , et  menons  par  un  point  quelconque  m 
du  corps,  un  plan  wRF  parallèle  à celui  des  a*,  y;  ce  plan 
rencontrera  les  axes  GF  et  CR  en  deux  points  F et  K,  et 
les  distances  du  point  m à ces  axes  seront  mesurées  par  les 
droites  777  R et  mF  , que  nous  appellerons  r et  r . Abais- 
sons du  point  m la  perpendiculaire  mF  sur  le  plan  des  x , 
y.  Il  est  évident  que  les  triangles  ECG,  777RF  seront  égaux, 
comme  formés  par  des  côtés  parallèles.  Ainsi,  nous  pour- 
rons substituer  les  côtés  du  premier  de  ces  triangles  à ceux 
de  l’autre.  Cela  posé,  nommons 

, a.  et  C,  les  coordonnées  GD  et  DC  du  point  C, 
x et  y , les  coordonnées  GP  et  PE  du  point  E, 
et  a , la  distance  CG  des  deux  axes; 
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us  aurons 

GC2  = GD2  -f  DC2 , GE2  = GP2  + PE2 , 

ou 

a2  = od  -f"  ®2  ? /s  = x*  4~  y2  • • • (332). 

D’une  autre  part,  considérant  la  droite  CE  qui  passe  par 
deux  points  dont  les  coordonnées  sont  respectivement  x , 
y el  u7  Cj  la  valeur  r de  CE  nous  sera  donnée  par  l’é- 
quation 

r2=  o — *)24-  (y  — •£)% 

ou  en  développant, 

r2  =■  xû  4“  y*  ~~  2<6X  — 2 ©y  4"  ^ 4-  £2  ; • 

réduisant  au  moyen  des  équations  ( 332  ),  celle-ci  de- 
viendra 

r2  = /2  — 2#:r  — 2^y  4“ 
multipliant  par  dm  et  intégrant , on  trouvera 
fddni  = fr2dm  — 2.ctfxdm  — iQfydm  4~  cdfdm.  . . (333)  : 


les  expressions  fxdm  et  fydm  qui  entrent  dans  cette  équa- 
tion sont  milles  : c’est  ce  qu'il  est  facile  de  démontrer  par 
les  considérations  suivantes.  Soient  x et  y les  coordonnées 
d’un  élément  dm  de  la  masse  M : les  momens  de  cet  élé- 
ment par  rapport  aux  axes  des  x et  des  y seront  respec- 
tivement y dm  et  xdm7  par  conséquent  les  coordonnées  xf 
et  y J du  centre  de  gravité  de  M se  trouveront  déterminées 
par  les  équations 

Mv  = fxdm  r M y j = J y dm. 

Or,  dans  notre  cas,  les  coordonnées  x et  y t sont  nulles, 
puisque  le  centre  de  gravité  est  à l’origine  ; nous  avons 
donc 

fxdm  = o , fydm  — o. 


Réduisant  l’équation  (333  ) 


au  moyen  de  ces  valeurs , et 
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observant  que  fdm  représentant  la  somme  des  élémens 
de  M,  cette  expression  n’est  autre  chose  que  M ; l’équa- 
tion (333)  deviendra 

fr'dm  = fr*dni  -j-  Ma3 ...  (334)  ; 

fr'adm  étant  le  moment  d’inertie  du  corps  M.par  rapport 
à l’axe  GF  qui  passe  par  le  centre  de  gravité , concluons 
que  lorsque  l’on  connaît  ce  moment  d’inertie , on  peut 
toujours  déterminer  le  moment  d’inertie  fr*dm  pris  par 
rapport  à un  autre  axe  CK  dont  la  distance  à l’axe  GF  se- 
rait connue. 

En  mettant  l’équation  (334)  sous  la  forme 


. 7 /fradm  . \ 

fr2dm  = M ^ b a^j  , 


on  est  convenu,  pour  abréger,  de  représenter 


/ r2dm 


M 


par 


k°.  Ainsi,  en  adoptant  cette  notation,  nous  dirons  à 
l’avenir  que  le  moment  d’inertie,  pris  par  rapport  à un 
axe  quelconque,  sera  donné  par  la  formule 

fr^dm  = M (Æ2  -f-  «a). 


Du  mouvement  d’un  corps  qui  se  meut  dune 
manière  quelconque  autour  dun  axe  fixe. 

483.  Supposons  maintenant  que  différentes  forces  accé- 
lératrices agissant  sur  les  points  du  système  , le  fassent 
tourner  avec  un  mouvement  varié  autour  de  l’axe  fixe 
Az  (fig.  2o3)  ; chaque  point  m décrira  autour  de  l’axe  Fig.  ao3. 
fixe  , un  cercle  mno  qui  sera  perpendiculaire  à cet  axe, 
et  le  coupera  en  un  point  C.  Soit  ç>  la  force  accéléra- 
trice qui  agira  sur  m , et  l’angle  TmP  qu’elle  formera 
au  point  m avec  l’élément  du  cercle  mno.  Nous  pouvons 


3i8 


DYNAMIQUE. 


décomposer  (p  en  trois  forces:  la  première  parallèle  à 
Taxe  fixe,  et  qui,  par  conséquent,  sera  sans  effet;  la  se- 
conde dirigée  suivant  le  rayon  niC,  et  qui  sera  détruite 
par  la  résistance  du  point  C ; la  troisième  dirigée  suivant 
l’élément  de  la  courbe,  el  qui  aura  pour  expression  cpcos^. 
Cette  dernière  sera  la  seule  composante  de  <p  qui  tendra  à 
faire  mouvoir  le  point  ni  autour  de  l’axe  Az. 

Nommons  u la  vitesse  angulaire  qui  a lieu  au  bout  du 
temps  t , et  r fa  distance  C m de  la  molécule  dm  à l’axe 
de  rotation;  la  vitesse  de  dm , au  bout  de  ce  temps,  sera 
exprimée  par  ru , art.  47 5,  et  dans  l’instant  dt , cette  vi- 
tesse s’accroîtra  de  celle  qui  lui  sera  imprimée  par  la  force 
accélératrice.  Or,  si  ce  mobile  était  libre,  la  force  accélé- 
ratrice <p  cos  lui  communiquerait,  dans  l’instant  dt,  une 
vitesse  représentée  par  <p  cos^.  dt  (*)  ; par  conséquent  l’é- 
lément dm,  à l’expiration  du  temps  t -f-  dt,  s’échapperait 
suivant  la  tangente  à la  courbe  avec  une  vitesse  égale  à 
ru  -f-  ç cos  «T .dt-,  mais  comme  dm  est  lié  au  système,  sa 
vitesse  effective,  au  bout  du  temps  t -f-  dt , n’est  exprimée 
que  par  ru  -f-  rdu.  Ainsi,  dans  le  temps  t -j-  dt,  la  quantité 
de  mouvement  effective  de  dm  est  (ru  + rd „)  dm.  Ce  que 
nous  disons  de  dm  pouvant  s’appliquer  aux  autres  molé- 
cules , il  faudra  que  les  quantités  de  mouvement 

2 (ru  -f-  <p  cos  iï'.db)  dm  , 

d’après  le  second  énoncé  du  principe  de  d’Alembert,  soient 
mises  en  équilibre  par  les  quantités  de  mouvement 


( * ) Il  faut  se  rappeler  que,  quelles  qne  soient  la  vitesse  <h>  et  la 
force  accélératrice  p,  ou  a en  général,  art.  297, 


d'où  Ton  tire  dv  — pdt. 


Ainsi,  lorsque  la  force  accélératrice  est  p cos  <f,  nous  avons  donc  aussi 
? cos  J'. dt  pour  l’accroissement  infiniment  petit  de  la  vitesse. 
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2 (?'&  -j-  rdoi)  dm , 

prises  en  changeant  leurs  directions,  c’est-à-dire  en  les 
regardant  en  général  comme  si  elles  agissaient  dans  un 
sens  contraire  à celui  du  mouvement  du  corps;  sauf,  si 
le  cas  l’exige,  à changer  ensuite  le  signe  des  forces  qui 
n’agiraient  pas  dans  le  même  sens  que  les  autres. 

Or,  pour  que  ces  deux  sortes  de  quantités  de  mouve- 
ment, dirigées  en  sens  contraires,  se  fassent  équilibre  au- 
tour d’un  axe  fixe,  il  faut  que  leurs  momens,  pris  par 
rapport  à cet  axe,  donnent  des  produits  égaux;  et  comme 
les  forces  agissent  suivant  les  élémens  des  cercles  décrits 
par  les  points  matériels  , ces  forces  sont  censées  perpen- 
diculaires aux  rayons  des  circonférences  décrites  par  les 
élémens  : il  suit  de  là  qu’il  suffit  de  multiplier  les  expres- 
sions précédentes  par  ces  rayons,  pour  avoir  les  momens 
cherchés.  Formant  les  équations  des  momens,  on  aura 

2 (r2&)  -f-  1 'Ç  cos  d t)  dm  = 2 (i^oc  -f~  r*da)  dm , 

équation  qui  se  réd  uit  à 

2/'@  cos  . dt  dm  = ’Zr^dadm . . . (335). 

Le  temps  dt  et  la  vitesse  angulaire  du  étant  les  mêmes  dans 
tous  les  termes , on  peut  les  mettre  en  dehors  ; et  comme 
on  a à sommer  une  suite  de  quantités  infiniment  petites, 
on  pourra  changer  2 en  f ^ et  l’on  obtiendra 

dtJrÇ  cos  «T  . dm  — dccf y* dm  : 

on  tire  de  cette  équation 

doc  Crû  cos  dm 
dt  fr*dm  J 

Pour  effectuer  les  intégrations  indiquées,  il  faudra  que, 
outre  la  position  des  différens  élémens  du  corps,  on  con- 
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naisse  par  la  nature  du  problème,  la  force  accélératrice 
qui  agit  sur  chaque  molécule,  ainsi  que  la  direction  J"' de 
cette  force  : c’est  ce  que  nous  allons  examiner  maintenant. 

Du  Pendule  composé. 

484.  Le  pendule  composé  est  un  corps  ou  système  de 
points  matériels  qui , étant  soutenu  par  une  droite  in- 

Fig.  204.  flexible  AB  ( fig.  204  ) , fait  des  oscillations  autour  d’un 
point  fixe  A.  Dans  ce  mouvement,  les  points  matériels 
m,  m , m!\  etc.,  décrivent  des  arcs  de  cercle  mn , m'ri, 
rnn ",  etc. , situés  dans  des  plans  parallèles  , et  dont  les 
centres  sont  sur  un  même  axe  horizontal  KL  perpendicu- 
laire à ces  plans. 

Ainsi,  lorsque  le  mobile  CED  ne  serait  soutenu  que  par 
le  point  A,  nous  pouvons  toujours  imaginer  qu’il  se  meut 
autour  d’un  axe  fixe  KL. 

485.  Rapportons  maintenant  le  mouvement  du  pendule 
Fig.2o5.  composé  à trois  axes  rectangulaires  Cx , Gy,  Cz  (fig.  2o5). 

Supposons  que  ces  deux  derniers  soient  dans  un  plan  ho- 
rizontal ; alors  Taxe  des  x sera  vertical , et  par  conséquent 
le  plan  des  a , y le  sera  aussi. 

La  force  accélératrice,  pour  tous  les  points  du  système, 
étant  la  pesanteur , nous  aurons 

<p  = cp'  = <p"  = <pw  etc.  = g. 

La  force  qui  sollicite  la  molécule  m se  trouvant  donc  pa- 
rallèle à l’axe  Cr , nous  pouvons  représenter  l’intensité  de 
cette  force  par  la  partie  mg  de  sa  direction;  alors  l’angle 
$ sera  égal  à T mg,  et  si  l’on  mène  la  perpendiculaire  mD 
sur  l’axe  Cx , comme  les  angles  CniD  et  T mg  sont  l’un  et 
l’autre  complémens  de  T??iD,  ces  angles  seront  égaux,  et 
l’on  conclura  que  CmD  = <§~  ; par  conséquent  l’équation 
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deviendra 


D//t  = C ni  cos  CraD 


ou  plutôt 


Dm  = Cm  cos  £ , 
y ~ r cos 


La  valeur  de  cos  (J',  donnée  par  cette  équation , et  celle  de  tp 
étant  mises  dans  l’équation  (336)  , nous  obtiendrons 


du fgydm 

dt  ~fd~dm  ’ 

ou  , parce  que  g est  constant , on  aura 


du  _____  gfydm 
dt  jddrn 


Observons  que  ydm  étant  le  moment  de  l’élément  dm  par 
rapport  à l’axe  des  *,  si  nous  appelons  y é l’ordonnée  du 
centre  de  gravité  par  rapport  à cet  axe,  et  M la  masse  de 
tout  le  système , nous  pourrons  remplacer  /ydm  par  My  , 
et  notre  équation  deviendra 


du gMy/ 

dt  frÀdm  ' 


(337). 


Enfin,  fr'dm  étant  le  moment  d’inertie  par  rapport  à 

axe  Az  ce  moment,  art.  482,  peut  être  représenté  parM 

( + a‘).  Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (336) 

nous  aurons  ’ 


( ) 1 our  mieux  concevoir  comment  on  a le  droit  <lc  mettre  g en 
deliot s s.  nous  remontons  à l’équation  (335),  nous  verrons  que  * 
qm  représenté  g dans  cette  équation  , devient  un  facteur  commun  h 
tous  ics  termes  renfermés  dans  son  premier  membre,  et  qu’alors  il  est 
permis  décrire  ainsi  celte  équation, 

cos  « Mtdm  = 'Zr'docdni. 

* peut  donc  aussi  se  mettre  en  dehors  dans  IVquation  (33G). 

Elèm.  de  Mécanique,  9 J 
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*1  — - . . . (338). 

dt  k2  —j—  cv 1 

486.  Nous  avons  vu,  art.  4^2  > ciue  ^aï,s  1 expression 
jy/[  (p  _|_  a2)  du  moment  d’inertie,  ci  représentait  \ la  dis— 
202.  tance  CG  (fig.  202)  de  l’axe  CK  à l’axe  GT  qui  passe- 
rait par  le  centre  de  gravité.  Or,  dans  le  mouvement  du 
corps,  le  centre  de  gravité,  comme  tout  point  du  sys- 
tème, étant  assujetti  à décrire  un  arc  de  cercle  situé  dans 
un  plan  perpendiculaire  à l’axe  fixe,  si  l’on  représente  ce 
r plan  par  *CL  ( fig.  206  ) , le  rayon  du  cercle  décrit  sera 

a ^ 0^  l’ordonnée  DG  deviendra  celle  que  nous 

avons  désignée  par  y,  \ par  conséquent,  d’après  la  pro- 
priété du  cercle,  nous  aurons 

y = V7  2 ax , */• 

D’une  autre  part , si  nous  appelons  s l’arc  décrit  par  le 

point  G,  la  vitesse  (le  ce  point  sera  Or,  nous  avons  vu, 

art.  47^1  que  molécule  située  à une  distance  i de  1 ar.e 
fixe,  avait  pour  vitesse  r«;  d’où  il  suit  que  la  vitesse  du 
centre  de  gravité  sera  exprimée  par  au.  Ainsi  nous  aurons 

ds 

a CO  = —r  , 
dt 


et  par  coi  sé  pient , 


ds 

adt  ’ 


substituant  dans  l’équation  (338)  ces  valeurs  de  « et  de 
y t>  nous  la  convertirons  en 

d°s  __  g V 2 ax/  — x? 

adt 2 h2  - \ - ci*1 

487.  Pour  intégrer  cette  équation  , nous  multiplierons 
ses  deux  membres  par  2 ads , et  nous  trouverons 
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3s3 


(h* 

d?' 


OU  V 


-fl 


lag 


l‘'L  -f-  a" 


ds  \/ 


2 ax 


x . 


(339). 


On  ne  peut  déterminer  P intégrale  renfermée  dans  le  se- 
cond membre  de  cette  équation , que  lorsqu’on  a exprimé 
s en  fonction  de  x/y  c’est  à quoi  l’on  parvient  au  moyen 
des  équations 

ds  = \/ dx';  -f-  dy‘\  y/z=z  [/ 2 axy  — x2 , 
et  en  opérant  comme  dans  1 art.  3G5  ? on  trouvera 


adx 


y 2 ax t — x f 


substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (33g)  , nous  ob- 
tiendrons 


v‘ 


-h 


2ag 


P 4 c! 


dX/  , 


vt  en  effectuant  1 intégration  indiquée  5 nous  trouverons 

Kfgx, 


h2 -\- 


a‘ 


-f-  G. . . (34o). 


Pour  déterminer  la  constante,  soit  EB  = h ce  que  devient 
xt  lorsque  la  vitesse  v est  nulle  j l’hypothèse  de  i<  — o et 
de  xy  = b nous  donnera 

£ 2 Cdgb 

^ ~ p + a>  ï 

et  par  conséquent  l’équation  (34o)  deviendra 


ou 

d’où  Pon  tirera 


ds2 2 a1  g /f 

dtx  T%  -i-  cë  ^ 


« • 
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Cette  équation  s’intégre  facilement  dans  le  cas  ou  les  oscil- 
lations sont  très  petites,  ainsi  que  cela  a lieu  ordinaire- 
ment ; car  en  mettant  pour  ds  sa  valeur  — ■ ■ y—g=.  qu’on 


v/ 


2.CLX . 


obtient  en  effaçant  xj , comme  très  petit  devant  2 a , dans 
la  valeur 

adx  j 


ds  — 


[/  (2  a 

l’équation  (340  deviendra 
dt~  — 


i dx/ 


ag 


k 2 4-  aa 

et  l’on  pourra  la  mettre  sous  la  forme 

dx . 


(b  — x ,)  XJ 


dt 


J 


k * -j~  c 1 3 
ag 


v\h  — *,)  x, 


(342). 


488.  En  comparant  cette  équation  à l’équation  (228), 

page  23 1 , on  voit  qu’elles  ne  diffèrent  que  par  la  partie 

-il?  , P -f-  ci1 

- de  lune,  qui  dans  1 autre  est  remplacée  par  . 

g «g 

Il  en  sera  donc  de  même  des  intégrales  de  ces  équations 
dans  lesquelles  les  constantes  se  déterminent  par  la  même 
condition  de  £=o  quand  x~ =b.  Par  conséquent,  si  nous 
appelons  l la  longueur  d’un  pendule  simple,  c’est-à-dire 
et 

si  la  constante  - de  l’équation  (228)  est  ici  remplacée  par 

-,  et  que  l’on  détermine  l par  la  condition 

g 

l _ k7-  4-  d2- 

g~~  ag  ? 

le  pendule  simple  et  le  pendule  composé  feront  leurs  os- 
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cillations  clans  le  même  temps.  L’équation  précédente  nous 
donne  alors 

a 

Ainsi,  par  cette  formule,  on  peut  toujours  trouver  la  Ion-  207 
gueur  du  pendule  simple,  qui  ferait  ses  oscillations  dans 
le  même  temps  que  le  pendule  composé. 

489.  Si , à une  distance  l de  l’axe  de  suspension  , on 
mène  à cet  axe  AB  (fig.  20 7)  une  parallèle  EF,  cette  pa- 
rallèle aura  la  propriété  cjue  tous  les  points  qu’elle  ren- 
fermera feront  leurs  oscillations  comme  s’ils  étaient  li- 
bres; car,  d’après  ce  qui  précède,  on  voit  que  ces  points 
sont  autant  de  pendules  simples  qui  agissent  simultanément. 

O11  les  appelle  centres  dJ oscillation j et  la  droite  EF  est  V axe 
d3  oscillation . 

490.  Les  axes  de  suspension  et  d’oscillation  sont  réci- 
proques; c’est-à-dire  que  si  l’on  prend  l’axe  d’oscillation 

EF  (fig.  207)  pour  axe  de  suspension,  l’a\e  d’oscillation  se  Fig. 207, 
trouvera  à une  distance  MX  égale  à CD, 

Pour  le  démontrer,  nous  avons  vu,  art.  488  , que  la 
distance  CD  de  l’axe  d’oscillation  à l’axe  de  suspension 
était  donnée  par  l’équation 

i=al±. i‘...  (343). 

a 

Mais  si  l’on  prend  l’axe  EF  pour  axe  de  suspension , le 
corps  changera  de  position;  car  EF  est  une  droite  déter- 
minée dans  ce  corps;  et  comme  nous  ignorons  si  le  nouvel 
axe  d’oscillation  passera  encore  à une  distance  MX  = CD 
de  EF,  représentons  cette  distance  inconnue  MX  par  ï , et 
par  a la  distance  du  centre  de  gravité  à EF;  nous  aurons, 
d’après  la  nature  du  centre  d’oscillation, 


326 


DYNAMIQUE. 


a a 4- 


a 


. . . . . (344) 


Cela  posé,  l’équation  (343)  nous  montrant  que  l surpasse  a ? 
il  s’ensuit  que  le  centre  de  gravité  doit  être  compris  entre 
les  axes  de  suspension  et  d’oscillation 5 par  conséquent,  il 
existera  entre  a et  a la  relation 


a a =:  l : 

iious^tirerona  de  cette  équation 

a = l — a. 

Au  moyen  de  cette  valeur,  l’équation  (344)  deviendra 


(1—aY  4 k7 
l — a 


(345). 


D’une  autre  part,  l’équation  (343)  nous  donne 


on  peut  donc  changer  la  valeur  de  ï en 


a 

k2 

et  en  divisant  tous  les  termes  par  —,  on  obtient 

a 

p 

ï = - 4 a = l; 

a 

par  conséquent,  lorsque  EF  est  pris  pour  axe  de  suspen- 
sion, l’axe  d’oscillation  KH  passe  à une  distance  MX  de 
EF,  qui  est  précisément  la  même  qui  séparait  les  deux 
axes  AB  et  EF. 
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Du  Mouvement  d'un  corps  libre  dans  l'espace. 

491.  Lorsqu’un  corps  ou  système  de  corps  se  meut  li- 
brement dans  l’espace,  et  que  le  point  m du  système  s’est 
transporté  de  ni  en  ni  ( lig.  208),  si  les  autres  points  du  1' 
système  ont  changé  de  position,  comme  ils  sont  tous  liés 
invariablement  au  point  m , iis  n’auront  pu  prendre  celte 
nouvelle  position  que  par  un  mouvement  de  rotation  autour 
du  point  ni  y mouvement  qui  se  sera  effectué  dans  le  trajet 
que  m aura  employé  à parvenir  de  ni  en  ni . Si  ce  mouve- 
ment de  rotation  n'avait  pas  eu  iieu  , le  corps  se  serait 
transporté  parallèlement  à lui-même.  On  peut  donc  con- 
cevoir le  mouvement  d’un  corps  comme  composé  de  deux 
autres  , l’un  qui  transporterait  toutes  les  molécules  du  sys- 
tème parallèlement  à elles-mêmes,  et  l’autre  qui  leur  impri- 
merait un  mouvement  de  rotation  autour  du  point  m.  Dans 
ce  mouvement  de  translation  ,1e  point  m n’étant  pas  affecté 
du  mouvement  de  rotation  , conservera  sa  vitesse  primitive. 
C’est  en  vertu  de  cette  vitesse  que  si  le  mouvement  de  rota- 
tion, introduit  par  cette  hypothèse,  n’eût  pas  eu  lieu,  tous 
les  autres  points  du  système  se  seraient  mus  en  ligne  droite 
dans  l’espace. 

Le  point  m autour  duquel  on  suppose  que  tourne  le  sys- 
tème étant  donc  arbitraire,  nous  prendrons  pour  ce  point 
le  centre  de  gravité,  parce  qu’en  général  il  jouit  de  plus  de 
propriétés  que  les  autres  points  du  système. 

492.  Le  problème  se  réduisant  à déterminer  ces  deux 
sortes  de  mouvement,  le  principe  de  d’Àlembert  nous  ser- 
vira d’abord  à trouver  les  équations  du  mouvement  du  centre 
de  gravité.  Pour  parvenir  à ce  but,  décomposons  toutes  les 
forces  accélératrices  qui  agissent  sur  une  molécule  dm  cri 
trois  forces  X , Y,  Z,  parallèles  aux  axes  coordonnés;  les  vi- 
tesses imprimées  à dm , dans  l’instant  dù,  seront  Xdty  \ d£? 


OJAJ  dynamique. 

Ut  ; par  conséquent , nous  aurons  pour  les  vitesses  impri- 
mées au  bout  du  temps  t -J-  dt^ 

dx  , _T  , dv  d 7 

Tt  + xdi’  ft  + Ydt’  Tt  + Ut ■ 

A 1 égard  des  vitesses  effectives,  au  bout  du  même  temps 
elles  seront 


dx 

dt 


« 7 dx 

-4-  d — 

' dt 


dx+ddx 

dt  ^ dt  ' 


dz  } dz 

TtA~  dTt ’ 


pai  conséquent  nous  aurons  pour  les  quantités  de  mouve- 
ment perdues  par  dm  au  bout  du  temps  t -}-  dt. 


(xd‘~iÿ)dm, 

(™ -<>$)*•. 
dt  — * d dm  „ 


Ce  que  nous  disons  de  la  particule  dm  pouvant  s’appliquer 
a toutes  les  autres,  si  nous  rassemblons  toutes  les  compo- 
santes du  système  qui  agissent  suivant  l’axe  des  x , la  somme 
des  quantités  de  mouvement  perdues  dans  le  sens  de  l’axe 
des  x,  sera  exprimée  par 

/(“-‘'S''" (SW 

De  même,  les  sommes  de  quantités  de  mouvement  per- 
dues parallèlement  aux  deux  autres  axes,  serout  respec- 
tivement 


f (Y*  - 

~ d S) dm 

(347)> 

• /(z*  - 

(348), 
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Or,  dans  le  mouvement  du  centre  de  gravité  en  ligne  droite, 
il  suffit,  poui  établir  1 équilibré,  que  les  trois  sommes  de 
toutes  les  composantes  des  forces  ou  quantités  de  mouvement 
parallèles  aux  axes,  soient  nulles  séparément;  car  alors 
l’un  des  points  du  système  ne  pourra  se  mouvoir  en  aucun 
sens  , et  l’équilibre  s’introduira  nécessairement  dans  le 
système.  Ainsi,  en  égalant  à zéro  les  expressions  (346), 
(347)  et  (348),  nous  établirons  la  condition  que  le  sys- 
tème ne  peut  se  mouvoir  en  vertu  des  quantités  de  mou- 
vement que  nous  avons  déterminées;  ce  qui  nous  fournira 
les  équations 

/H-j  S) 

f(yj‘  - 


on  en  déduit 


Poui  exprimer  ces  équations  en  fonctions  des  coordonnées 

xy>  y,  zj  du  centre  de  gravité,  nous  avons,  par  les 
propriétés  de  ce  centre, 


Mxy  — fxdm , M y J — Jj'dm , Mzy  — fzdm  ; 

différentiant  deux  fois  de  suite  ces  équations  par  rapport 
au  temps , nous  regarderons  M et  dm  comme  des  cons- 
tantes, puisque,  lorsque  le  temps  et  1 espace  varient,  le 
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corps  en  se  mouvant  est  toujours  censé  conserver  la  même 
forme;  ce  qui  fait  que  M et  dm  restent  clans  le  même  état. 
En  opérant  ainsi,  nous  obtiendrons 


combinant  ces  équations  avec  les  équations  (3q9)  , nous 
trouverons 


(35o). 


Ces  équations  déterminent  le  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité du  corps  M;  car,  étant  intégrées,  elles  nous  font  con- 
\ , . dx  dy . dz 

naître  les  vitesses  , — du  centre  de  gravite  pa- 

rallèlement à chacun  des  axes. 


493.  Les  équations  (35o)  nous  donnent  les  moyens  de 
démontrer  une  propriété  remarquable  du  centre  de  gravité. 
Pour  cet  effet,  soient  X , Y , Z,  les  composantes  de  la  ré- 
sultante de  toutes  les  forces  accélératrices,  nous  avons 


MX,  ==  fYdm , MY,  = fYdm , MZ,  = fZdm  ; 

éliminant  la  partie  intégrale  entre  ces  équations  et  les 
équations  (35o)  , on  obtiendra 
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Or,  si  toutes  les  lorces  motrices  étaient  immédiatement 
appliquées  au  centre  de  gravité  parallèlement  à leurs  di- 
rections, elles  auraient , pour  composantes  Xy,  Y , Zy,  et 
les  équations  du  centre  de  gravité  , qui  se  trouveraient 
celles  d’un  point  matériel , se  détermineraient  par  les  équa- 
tions (180),  art.  196,  et  seraient  précisément  les  mêmes  que 
les  équations  (35i);  d’où  il  suit  que  le  centre  de  gravité 
se  meut  comme  si  toutes  les  forces  du  système  lui  étaient 
immédiatement  appliquées. 

494-  Pour  déterminer  les  équations  du  mouvement  de  ro- 
tation, nous  considérerons  le  cas  le  plus  fréquent  du  pro- 
blème général  : c’est  celui  où  le  corps  est  mû  par  une  force 
accélératrice  qui  ne  passe  pas  par  le  centre  de  gravité  ; 
alors  en  menant  par  le  centre  de  gravité  G (fig.  209)  une  I 
perpendiculaire  GL  sur  la  direction  de  la  force  accéléra- 
trice, la  force  MN  tendra  à faire  tourner  LG  autour  du 
centre  de  gravité  G,  et  fera  décrire  au  point  L le  cercle 
LKH  j ce  point  L,  en  tournant,  imprimera  donc  au  mobile 
un  mouvement  de  rotation  autour  d’un  axe  qui  serait  per- 
pendiculaire au  plan  du  cercle  LHK,  et  qui  passerait  par 
le  point  G.  Cet  axe  étant  fixe,  nous  pouvons  déterminer  le 
mouvement  de  rotation  autour  du  point  G j car  soient  v la 
vitesse  imprimée  au  centre  de  gravité  par  la  force  accélé- 
ratrice, Q la  perpendiculaire  GL  , M la  masse  du  corps, 
et  fddm  son  moment  d’inertie , la  vitesse  angulaire  sera 
donnée  par  la  formule 

__  *dYlQ 
* “/VS  ; 

le  moment  d’inertie  étant  pris  par  rapport  à un  axe  qui 
passe  par  le  centre  de  gravité,  se  réduira  à MP,  et  l’éqwa- 
■ tion  précédente  deviendra 


D 
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telle  est  l’équation  qui  déterminera  la  vitesse  angulaire r 
lorsqu’on  aura  calculé  la  vitesse  v du  centre  de  gravité 
au  moyen  des  équations  (35o)  , modifiées  convenablement 
pour  ce  cas. 

Équations  générales  du  mouvement  dé  un  système  quel- 
conque de  corps ; principe  général  des  aires ^ et  applica- 
tion de  ces  théories  à la  position  du  plan  principal . 

4g5.  Soient  p,  pr , p ",  etc.,  les  vitesses  qui  animent  difFérens  points 
mate'riels  d’un  système,  les  quantités  de  mouvement  gagnées  ou  perdues 
seront  rtip , m'p',  m"  p ",  etc,;  par  conséquent,  elles  devront  se  faire  équi- 
libre en  vertu  du  principe  de  d’Alembert  : ces  quantités  de  mouvement 
pouvant  être  considérées  comme  des  forces  appliquées  aux  points  m , 
m',  m",  etc.,  seront  donc  assujetties  k remplir  les  conditions  générales 
de  l’équilibre  des  corps.  Or,  ces  conditions,  lorsqu’il  n’y  a aucun  point 
fixe  dans  le  système,  donnent  lieu  à six  équations,  comme  nous  l’avons 
vu  dans  la  Statique. 

Ainsi,  en  menant  par  chacun  des  points  du  système  trois  axes  pa- 
rallèles aux  axes  rectangulaires  coordonnés  , les  composantes 

de  mp  seront  mp  cos  et,  mp  cos  C , mp  cos  y, 
de  m'p'  seront  m'p'  cos  a.',  m p'  cos  Ç' , m'p'  cos  7/, 
de  m'p"  seront  ni'p1' cos  et",  ni' p"  cos  C,  m"p"  cos  y", 
etc.  etc.  etc.  etc. 

Par  conséquent,  nous  aurons  pour  équations  d’équilibre 

cositrzo,  Xmp  cosC  — o,  Xmp  cos  y — o. . . (352), 

lmp  (.r  cos  C — y cos  a)  = o q 

lmp  ( z cos  a — x cos  y)  = o V . . . (353). 

'S.mp  (y  cos  y — z cos  C)  = o J 

496»  S’il  y a un  point  fixe  dans  le  système,  les  équations  (352)  ces- 
sent d’exister,  art.  1 3 1 , et  les  équations  (353)  seront  suffisantes,  pourvu 
qu’on  place  l’origine  à ce  point. 

497.  S’il  y a deux  points  fixes,  on  mènera  une  droite  par  ces  deux 
points,  et,  la  prenant  pour  axe  des  z,  il  suffira  de  la  première  des  équa- 
tions (353)  pour  établir  l’équilibre,  art.  i32  et  1 33. 

498.  INous  n’avons  indiqué  les  vitesses  perdues  que  par  les  signes 


ÉQUATIONS  GENERALES  DU  MOUY.  d’un  SYSTEME.  333 

generaux  p,  p',  p",  etc.;  il  s’agit  maintenant  de  les  exprimer  en  fonc- 
tion des  forces  accélératrices  qui  sollicitent  les  différens  points  du  sys- 
tème. 

Pour  cet  effet,  ne  considérons  d’abord  que  le  point  m,  et  supposons 
qu’on  ait  réduit  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  ce  point  à trois  forces 
accélératrices  X,  Y,  Z,  respectivement  parallèles  aux  axes  coordonnés  , 
la  vitesse  du  mobile  suivant  l’axe  des  x , au  bout  du  temps  t , sera, 

clx 

art.  294  et  295,  — - ; par  conséquent,  cette  vitesse,  au  bout  du  temps 

clx  clx 

t dt  deviendra  — — f ~d.-,—  : telle  sera  la  vitesse  effective  du  point  m. 

dt  dt  l 

Mais  si,  h l’expiration  du  temps  t,  le  mobile  m était  entraîné  par  la 
force  accélératrice  X,  cette  force  imprimerait,  dans  l’instant  dt , au 
point  matériel  m , une  vitesse  exprimée  par  Xdt,  article  298,  donc,.. 

dx  r . , , . 

-j-  H-  Xdt  exprimerait  la  vitesse  du  mobile  , dans  l’hypothèse  où  il  se- 
rait libre  à l’expiration  du  temps  dt  qui  succéderait  à t ; par  conséquent 
la  vitesse  perdue  ou  gagnée  étant  égale  à cette  dernière  vitesse,  moins  la 
vitesse  effective,  aura  pour  expression 

dx  , / dx  . , dx\ 

ï+M-U+,!î)' 

dx 

Ainsi,  en  réduisant,  on  aura  Xdt  — <2.^—  Pour  vitesse  perdue  ou 

gagnée  par  le  point  m,  dans  le  sens  des  x,  au  bout  du  temps  t- f-  dt. 
En  multipliant  cette  vitesse  par  la  masse  m , on  voit  donc  que 

m(x* -</.-)  exprimera  la  quantité  de  mouvement  perdue  ou  gagnée 
par  le  point  m dans  le  sens  des  x ; par  conséquent  on  aura 

mp  cos  cL  — m (^Xdt  — rfj')  * ’ ' (^4)* 

En  considérant  ensuite  le  mouvement  du  point  m , suivant  les  deux  au- 
tres axes,  on  trouvera  de  meme 


mp  cos  C = m dt  — • • 


mp  cos  y — m 


(355) , 


(356). 


On  formera  des  quantités  analogues  pour  les  autres  points  m\  m", 
mw,  etc.;  et  en  comprenant  toutes  ces  quantités  sous  le  signe  2,  les 
formules  (352)  et  ( 353)  deviendront,  au  moyen  des  équations  (354  ), 
(355) et (356) , 
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<Px  „ d*Y  _ d*z 

2m  - — — 2//iX,  2/7/.  ——  = 2/// Y,  2m  — — = 2/«  Z... 
di3  <«»  c/t3 

Sm  (xd*y — rc/3.r)  , _r  v,  ^ 

— jF~ — -=2'»c*y— rx) 

2m  (zd2x  — xd2z) 


(3 57), 


rit3 


= 2m  (zX  — ^Z)  > . . . (358). 


2'"  (rd'*-*±rl  = 2,„  (rZ  - *ï  ) 


dt* 


Telles  seront,  dans  toute  leur  généralité,  les  six  conditions  necessaires 
pour  le  mouvement  d’un  système  quelconque  de  corps. 

499-  Les  expressions  xY  — yX  , zX — xZ,  yZ — xY  , qui  entrent 
dans  les  seconds  membres  des  équations  (358),  sont  nulles,  lorsqu’il 
n’entre  aucune  force  accélératrice  dans  le  système,  on  lorsque  ces  forces 
tendent  vers  l’origine,  ou  enfin  lorsque  les  points  matériels  du  corps  m, 
rri  , m",  etc.,  ne  sont  soumis  qu’à  leur  action  mutuelle.  Dans  le  premier 
cas,  les  forces  accélératrices  n’existant  point,  le  mouvement  du  système 
ne  peut  provenir  que  d’une  impulsion  unique,  et  les  forces  accélératrices 
étant  nulles,  il  en  est  de  meme  de  leurs  composantes,  ce  qui  nous 
donne 

X — o,  Y=o,  Z = oj 


et  les  seconds  membres  des  équations  (358)  s’évanouissent. 

5oo.  Les  seconds  membres  sont  également  nuis  lorsque  les  forces  accé- 
lératrices tendent  vers  le  point  que  nous  avons  pris  pour  origine  des  co- 
ordonnées. En  effet,  nous  avons  vu,  art.  336,  que  lorsque  le  centre  fixe 
65.  (fig.  i65)  ne  coïncidait  pas  avec  l’origine  A , si  l’on  représentait  par  a , 
h , c les  coordonnées  du  centre  d’attraction,  et  par  p , //,  p",  etc.  , ses 
distances  au  point  M,  les  composantes  des  forces  accélératrices  P,  P', 
P",  etc. , dans  le  sens  des  axes  coordonnés,  étaient 


X = P 4 P'  4 P"  4 etc. , 

Y = P 4 P'  4-  P"  4 etc. , 

Z = P — 4 P'  (—f)  4 P"  ÈlZLf 1 4 etc.  ; 

P P p 

mais  comme,  par  hypothèse  , l’origine  coïncide  avec  le  centre  C,  on  a 


a — o , b — o,  c = o ; 

et  les  valeurs  précédentes , indiquées  avec  le  signe  conventionnel  2.  se 
séduisent  à 
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&\ 

M 

1! 

* 

y = 2 x 

II 

M 

1 "c 

1 N 

V 

p 

P 

en  mettant  donc 

P.r  Py  Pz 

P'.r'  P y. 

PV 

P ’ P P 

p'~’  p'  ’ 

pry 

à la  place  de  X,  de  Y , de  Z,  de  X',  de  Y',  de  Z1*,  etc. , dans  les  ex- 
pressions 

xY — jyX , zX  — rZ , j*Z  — xY  , x'Y' — y'Y^ , etc...  (3o9); 

on  verra  que  toutes  ccs  quantités  se  détruisent.  Par  conséquent  , lorsque 
les  forces  accélératrices  sont  dirigées  vers  un  centre  attractif  pris  pour 
origine,  les  quantités  ^359)  devenant  nullcs  , les  seconds  membres  des 
trois  équations  (358)  s’évanouiront. 

5oi.  Il  en  est  de  même  lorsque  les  points  matériels  ne  sont  soumis  à 
aucune  autre  force  accélératrice  que  leur  attraction  mutuelle.  En  effet, 
écrivant  ainsi  les  seconds  membres  des  équations  (358) , 

in  (arY  — j^X)  -f-  vi'  (x'Y'  — j^/X/)  -f-  etc.,  | 
m (zX  - ar Z)  + m (z'X' — x'TI)  -f-  etc.,  [ . . . (36o). 

m (yZi — zY  ) -f-  mf  ( y'TJ  — z'Y'  ) -f-  etc.  J 

En  considérant  deux  Ji  deux  les  points  matériels  du  système  , il  est  évi- 

dent que  la  force  motrice  exercée  par  le  point  m sur  le  point  m',  est 
égale  à la  force  motrice  exercée  par  le  point  m'  sur  le  point  m.  Par 
conséquent,  on  nommant  X , Y,  Z;  X',  Y',  Z',  etc.,  les  composantes 
des  forces  accélératrices  P,  P'',  P",  etc.,  nous  aurons 

mT  = -mX,  m'Y'  = — mY  , m'Z'=-mZ5 

éliminant  X' et  Y' au  moyen  de  ces  valeurs,  la  première  des  expressions 
(3Go)  deviendra 

mY  (r  — x') — 7/2 X ( y — y') . . . (3Gi)- 

mais  la  force  motrice  dont  X,  Y et  Z sont  les  projections,  étant  repré- 
sentée par  P,  et  la  distance  des  deux  points  m et  m'  par  p , on  aura  pour 
le  cosinus  de  l’angle  formé  par  cette  force  avec  les  axes  des  x , des  y et 
des  z,  étant  respectivement 


x — x'  y — y ' z — z! 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’expression  (3Gi) , on  obtiendra 


Fig. 
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dynamique. 


mP  Ï.2L.  -yJ  {x  __  _ mp 


(y— y). 


P p 

quantité  évidemment  nulle. 

On  prouverait,  par  le  même  moyen,  que  toutes  les  autres  quantités 
qu.  composent  les  expressions  (36o)  se  détruisent  également;  d’où  il  ré- 
su  te  que,  dans  le  cas  où  les  points  m , m',  m“  qui  composent  le  sys- 

Z“Z’  n'  S%yVT  C[U’‘,'lcUr  action  ““"-Ole,  les  seconds  termes  des 
équation.  (358)  se  détruisent;  et  comme  cela  a lien  indépendamment  du 

choix  de  I origine  , ,1  en  résulte  que  cette  origine  peut , dans  ce  cas , être 
placée  en  quelque  endroi  t que  ce  soit. 

5oa  Lorsqu’un  des  trois  cas  qu’on  vient  de  considérer  aura  lieu , les 
seconds  membres  des  éqnat.  (358)  s’évanouissant,  elles  se  réduisent  à 


2m  (xd*y  — yd*x) 


— o. 


= o, 


=:  O 


O. 


= O. 


dt 2 

2m  (zd*x — xd»z) 
dt 2 

2m  (yd*z  — zd*y) 
dt 2 

les  quantités  qui  sont  entre  parenthèses  étant  des  différentielles  exactes 
ces  équations  peuvent  se  mettre  sous  cette  forme 

2md  {xdy  — ydx) 

dt * ’’ 

2md  {zdx  — xdz) 

dt*  ~ °> 

2m  d {ydz  — zdy) 

dt* 

Par  conséquent,  en  nommant  a,  a',  a"  les  constantes  arbitraires,  ces 
équations  auront  pour  intégrales, 

2m  {xdy  —ydx)  — adt  \ 

2m  {zdx  — xdz)  = a' dt  ( . . 

2m  {ydz  — zdy)  — a"dt  J 

5o3.  Pour  savoir  cc  que  signifient  ces  intégrales  , menons  les  trois  axes 

2io.  coordonnés  Ax,  Ay  et  Az  (fig.  210);  nommons  AP  =x  PO  = r et 

représentons  par  AQ  = r la  projection  du  rayon  vecteur  Am  sur  le  pian 

deS  X’r’, C‘  Pai'  6 ‘’anSle  {ormé  Par  AQ  avec  l’axe  des  x;  l’arc  infiniment 
petit  QQ  décrit  avec  le  rayon  r étant  dans  le  rapport  de  r à l’unité  avec 
arc  8 qui  est  décrit  par  le  rayon  i , aura  pour  valeur  rdÿ,  et  le  triangle 
APQ,  rectangle  en  P,  nous  donnera 

x ~ f cos  9 et  y ~ r sin  9 , 
différent!  an  t,  on  obtiendra 


(36a). 
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(Ix  — —r  sin  BdQ  -f-  cos  Bdr,  dy  — r cos  BdQ  •+  sin  Bdr. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’expression  xdy—ydx , nous  trouverons 

% 

(• rdr  —ydx)  — r2  r/0  — 2 (I  /*.  rdô)  =t  2 m>es  QAQ'; 
par  conséquent 

m (*Jj-  — ydx)  = 2m  (m're  QAQ'). 

En  formant  des  produits  analogues  pour  toutes  les  niasses  m',  m\ 
CtC'  ’ nous  trouvcrons  que  la  quantité  2 m (xdy—ydx)  se  compose 
de  la  somme  des  produits  des  masses  m,  m\  m ",  etc.,  par  le  double 
des  surfaces  élémentaires  qui,  telles  que  QAQ',  sont  engendrees  par  le 
mouvement  des  projections  des  rayons  vecteurs  Am,  A/;/,  Am"  etc. 
pendant  le  temps  dt. 

5<>4.  Si  l’on  intègre  de  nouveau  les  équations  (362),  ou  trouvera 

/2m  (xdy  —ydx)  z=  at  + b, 
fini  {zdx  — xdz)  — a' t -f-  Z/, 
f2m  ( zdy  — ydz)  = a"t  + b 

mais,  comme  le  temps  commence  avec  la  surface,  les  constantes  b , [/, 
b sont  uullcs,  et  ces  équations  se  réduisent  à 


/2m  (xdy — ydx) 
fSm  ( zdx 
J ~S.ni  ( zdj 


Y — ydx)  = at,  -J 
r — xdz)  — a't , i . 

' — J Ydz)  = aut,  J 


(363). 


Ces  équations  nous  disent  que  les  produits  des  masses  par  les  projec- 
tions des  aires  qu’engendrent  dans  leurs  mouveraens  les  rayons  vecteurs, 
sont  proportionnels  au  temps  employé  à parcourir  ces  projections. 

Cet  énoncé  renferme  le  principe  de  la  conservation  des  aires  dans 
sa  plus  grande  généralité. 

:>o5.  Le  système  que  nous  venons  de  considérer  est  supposé  libre; 
mais  s’il  renfermait  un  point  fixe,  les  équations  (358)  ne  pourraient 
subsister  qu’en  plaçant  l’origine  à ce  point;  il  en  sera  de  meme  des  équa- 
tions (365)  qui  proviennent  de  celles-ci.  Ainsi,  le  principe  des  aires  perd 
dans  ce  cas  de  sa  généralité,  et  ne  laisse  plus  l’origine  <5  notre  disposition. 

5o6.  Au  reste,  il  est  facile  de  s’assurer  que  lorsqu’il  y a un  point  fixe 
pris  pour  origine  , les  seconds  membres  des  équations' (358)  s’évanouis- 
sent. En  effet,  « l’on  représente  par  Ar(fig.  211)  la  force  qui,  du  point  Fiç.au.' 
Aj  sur  m , les  composantes  de  Ar  seront 

Ap=zX,  pq  — Y , qr  — 7,; 
cl  le  point  m ayant  pour  coordonnées 
Élém.  de  Mécanique . 
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AP  “ X , PO  rrr  j-,  Qm  = z, 

si  l’on  compare  les  triangles  rectangles  APQ  et  AmQ  aux  triangles  rec~ 
tangles  A pq  et  A rq , on  aura  les  proportions 

Ap  : ap  ::  pq  : pq  ::  a q : aq  ::  qr  : mQ, 
ou  X : x Y : y y.  z : z; 

d’où  l’on  tirera 

xY — yX~o,  zX — a:Z~o,  yZ — zY  = o. 

De  pareilles  équations  devant  avoir  lieu  pour  les  autres  points  m',  m", 
m"'y  etc.,  on  aura 

1m  (xY  — yX)  =z  o,  1m  (zX  xZ)  = o, 

1m  (yZ  — zY  ) = o, 

Ce  qui  montre  que,  dans  ce  cas  , le  principe  des  aires  a encore  lieu. 

507.  S’il  y a deux  points  fixes,  nous  avons  vu,  art.  i32  et  1 33 , qu’une 
seule  des  équations  (367),  page  71,  était  satisfaite;  il  en  sera  donc  de 
meme  des  équations  (358)  : alors  une  seule  des  trois  équations  (362)  aura 
lieu,  ce  qui  réduira  le  principe  des  aires  à n’exister  que  pour  un  des 
plans  coordonnes. 

508.  Si  l’on  a egard  aux  modifications  que  nous  avons  indiquées  , 
art.  1 55 , les  quantités  que  nous  représentons,  art.  i53,  par  A,  par  B 
et  par  C , ne  représenteront  plus  la  somme  des  projections , mais  bien  la 
somme  des  momens  pris  par  rapport  au  plan  principal;  ces  quantités 
ne  seront  donc  autre  chose  que  celles  que  nous  avons  désignées  par  a , 
par  a ' et  par  a , dans  les  équations  (363).  Par  conséquent,  la  somme 
des  projections  sur  le  plan  principal,  donnée  par  les  équations  ( 79  ) , 
page  81,  sera  ici 


v/ 


\1m  { ydz  — zdyj]*  ( \_1m  (zdx — xdz)~\*  f [1m  (xdy  — ydz)~\* 

' dt~  1 dt*  (FF  * 


Pour  simplifier,  représentons  l’expression  précédente  par 

\Za"*  -f-  a'*  + «2  i 

et  remplaçons  de  meme  les  fonctions  A,  B et  C des  équations  (81  ), 
page  82,  par  a",  par  a'  et  par  a,  on  aura  pour  déterminer  les  cosinus 
du  plan  principal  avec  les  plans  coordonnés, 

, cos  C = 


a 


a 


cos  CL 


\/ a*  -h  ce 

co  s y 


'*  -ha1* 


Va*  -ha'*  -ha"* 


a 


V a*  -h  a' * -h  a"* 
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Principe  général  de  la  conservation  du  centre  de  gravité . 

5o9.  La  théorie  du  centre  de  gravite  nous  a appris,  art.  167,  qu’en 
nommant  xt,  yn  z,  les  coordonnées  de  ce  centre,  dans  un  système  de 
corps  m,  m',  m",  m,n , etc.,  on  avait 

(m  -f-  m 4 m " -f • etc.)  xy  = mx  4 mrxr  4 m" x"  -f-  etc.  v 

{m  4 m!  4 m " 4 etc.) yy  = my  -f-  m'/ - f.  m'y'  -f-  etc.  I . . . (365). 

(m  + m'-h  m"  4 etc.)  z,=  mz  4 m z'  4.  m"z"  4 etc.  / 

Oi , si  1 on  représente  par  M la  somme  des  masses,  et  que  par  2 placé 
devant  le  premier  terme  du  second  membre  des  équations  (365) , on  in- 
dique ce  second  membre,  les  équations  (365)  pourront  s’écrire  ainsi  : 

Mx y = 2mx,  Mj y,  = 2mjr,  Mzy=2mz...  (366). 

Cda  r?>  re^ardons  ies  coordonnées  xnfy,  zyi  x,  y,  z;  y , z' . 

x , y » a',  etc. , comme  des  fonctions  du  temps  j et  différentions  deux 

fois  de  suite  l’équation  Mxy  = Xmx , que  nous  mettrons  sous  cette 
forme 

Mary  = mx  4 m V 4 m V'  4 etc. , 
les  masses  m,  m',  m",  etc.,  étant  des  constantes,  nous  obtiendrons 


d*x 
dt * 


d*x 
dt- 


M“  , U-X  .d*x'  U~  jr 

= m—~  4 m'  - — 4 m"^V^-4  etc  • 
t*  dt*  dt * ^ ’ 


, d*x 


cette  équation  peut , au  moyen  de  notre  notation  , être  indiquée  de  la 
sorte  : 

dt*  dt * 

5io.  En  opérant  de  même  pour  les  autres  coordonnées,  on  voit  qu’en 
général  les  trois  équations  (366)  , après  avoir  subi  nos  deux  différentia- 
tions par  rapport  h t,  nons  donneront 


M 


dt 


r.  „ d*x  ,,  d*Y.  d*v  d »?  ,7., 

r = 2mT-,  M = 2/tz  , M — ' — 2m  — 

a dt*  dt * dt*  * dt*  ~ dt*' 


Si  l’on  met  h la  place  des  seconds  membres  de  ces  équations,  leurs  va- 
leurs données  par  les  équations  (35;),  nous  obtiendrons 


<r'  = ^x,  m2=M; 


c7s; 


nommant  X„  Y,,  Z„  les  composantes  de  la  résultante  de  toutes  les  forces 
accélératrices,  on  aura 


22,  . 
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MX,  = SmX  , MY/=  2m Y , 


MZ,  = 2 m Z. 


Au  moyen  de  ces  équations  , les  precedentes  deviendront 


<***,  — Y 

dt*  dt* 


(3^7) , 


équation  de  même  forme  que  les  équations  (180),  page  196,  qui  suppo- 
sent les  forces  accélératrices  appliquées  à un  point;  par  conséquent,  de 
même  que  dans  l’art  4q3  , on  conclura  que  le  centre  de  gravité  doit  se 
mouvoir  comme  si  toutes  les  forces  accélératrices  lui  étaient  immédiate- 
ment appliquées. 

5i  1.  Si  les  forces  qui  composent  le  système  ne  sont  soumises  à 
d’autres  forces  accélératrices  qu’à  leur  attraction  mutuelle,  les  équa- 
tions (367)  se  réduisent  à 


fb: 


d*jr, 
dt * 


daz. 


dt 2 dt * 7 dv 

et,  en  les  intégrant  deux  fois  de  suite,  on  trouvera  d’abord 

dx.  dy.  dz 

—d=z  a,  -dd—b,  —d—c, 
dt  dt  dt 

et  ensuite  , 

Xj  — at  -f-  a',  y/  =2=  ht  -f-  b',  zJ  — et  -f-  c'  ; 
et,  en  éliminant  t , on  obtiendra 

X/^a'  = -fz,-c),  r,~b'  = b 


Ces  équations  étant  celles  d’une  droite  dans  l’espace,  on  voit  que  le  mou- 
vement du  centre  de  gravité  sera  rectiligne. 


5ia.  Si,  de  plus,  les  points  matériels  sont  soumis  à une  force  ac- 
célératrice constante  qui  agisse  toujours  suivant  la  même  direction,  on 
placera  dans  cette  direction  un  des  axes,  celui  des  2,  par  exemple, 
et  les  équations  du  centre  de  gravité  deviendront  alors 


d*x  t 
dt 3 


dt* 


o, 


on  pourra  donc,  comme  dans  les  articles  ^18  et  4T9>  prouver  que  la 
trajectoire  est  une  parabole. 

5 1 3.  Enfin  , il  est  facile  de  démontrer  que  si  deux  ou  plusieurs  corps 
du  système  se  choquent  pendant  le  mouvement  du  centre  de  gravité, 
la  vitesse  n’en  sera  pas  altérée.  En  effet,  l’expression  générale  de  cette 
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vitesse,  suivant  les  axes  coordonnes,  étant  d’abord  la  première  cliose 
h obtenir  avant  que  de  voir  ce  qu’elle  devient  dans  les  denx  hypothèses 
du  problème  , on  déterminera  cette  vitesse  en  différentiant  les  équa- 
tions (366)  par  rapport  au  temps  , ce  qui  nous  donnera 


dx,  _ dx 
dt  dt 


M 


dy,  dy 

dt  dt 


Cela  posé,  si  l’on  nomme  a,  a',  a ",  etc.,  et  A , A',  A",  etc.  , les  vi- 
tesses des  points  m,  m',  m" , etc.  , avant  et  après  le  choc,  et  qu’on 
substime  successivement  ces  valeurs  dans  la  première  des  e'quat.  (368), 
on  aura 

dix 

Irna  = ce  que  devient  M avant  le  choc  , 

' dt 

tlx  y 

1mA  — ce  que  devient  M après  le  choc  ; 

ainsi,  la  somme  des  quantités  de  mouvement  perdues  h l’instant  du 
choc  dans  le  sens  des  x , sera  2 ma  — 2mA.  On  trouvera  de  même  que 
les  sommes  des  quantités  de  mouvement  perdues  dans  le  sens  des  autres 
axes  , sont  respectivement 

2 mb  — 2mB  et  2 me  — 2mC  ; 


et  comme,  en  vertu  des  équations  (35n) , ces  quantités  de  mouvement 
doivent  se  détruire,  on  a donc 

2 ma  — 2mA  , 2 rnh  — 2mB,  2 me  = 2mC  ; 


ce  qui  prouve  que  les  valeurs  de  ——  , de  et  de  — c’est- h -dire  les 

vitesses  du  centre  de  gravité  n’éprouvent  aucune  altération  par  l’effet 
du  choc. 


5i  j.  Celte  indépendance  de  l’action  mutuelle  des  corps  du  système, 
est  ce  qui  constitue  le  Principe  général  de  la  conservation  du  centre 
de  gravité. 


Principe  général  de  la  conservation  des  forces  vives. 


5 1 5.  L’équation  des  vitesses  virtuelles  est,  d’après  ce  qu’on  a vu  ar- 
ticle , 

Vp  -f-  V'p'  -f-  V"p"  -h  etc.  = o ; 

mais  comme  dans  les  derniers  paragraphes,  nous  avons  désigné  les  vi- 
tesses ordinaires  par  les  lettres  p,  //,  p",  etc.  , pour  ne  pas  confondre 
avec  ccs  vitesses  les  projections  des  vitesses  virtuelles,  nous  indique- 
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rons  ces  piojections  de  cette  manière,  S'p  , S'p*,  Jp",  etc.  , et  alors  Iné- 
quation precedente  deviendra 


Pc f/x  -h  PWp'  -f-  P "S'p"  -f-  etc.  =:  o. . . (369). 

IVous  nous  rappellerons  seulement  qu’en  représentant  les  vitesses  vir- 
tuelles des  points  m , m',  ni ",  etc. , par  les  chemins  infiniment  petits 
mn , m'n ',  m"n",  etc.,  que  décrivent  ces  points,  les  quantités  Sp,  Sp' , 
c f'p",  etc.,  ne  seront  autre  chose  que  les  projections  ml,  mW,  m"V,  etc. 

Xj"1  * '' 

rjg.  212.  (fig,  212),  des  vitesses  virtuelles  mn  , m'n',  m'n’,  etc.,  décomposées 
suivant  les  directions  des  forces  P , P',  P",  etc. 

5i6.  Cherchons  maintenant  à exprimer  les  quantités  cf p,  <f p' , Sp",  etc., 
en  fonction  de  leurs  projections  sur  les  axes  coordonnés  rectangulaires. 
Pour  cela,  soient  Sx , Sy  et  <fz  les  projections  de  la  droite  mn  sur  ces 
trois  axes;  ces  projections  seront  données  par  les  arêtes  ma,  mi,  me, 

Fig.  2i3.  d’un  parallélépipède  cia  (fig.  2i3),  qui  aurait  mn  pour  diagonale.  Or, 
la  projection  ml  delà  vitesse  virtuelle,  étant  représentée  par  cf p,  nous 
avons  évidemment 

^p  = mn  cos  imn.  . . (3yo)  ; 


et  comme  ce  cosinus  dépend  de  ceux  que  forment  avec  les  axes  co- 
ordonnés les  droites  mn  et  ml  entre  lesquelles  l’angle  Imn  est  com- 
pris, nous  allons  chercher  les  expressions  analytiques  de  ces  cosinus. 

.21 3.  Pour  cet  effet,  en  considérant  d’abord  (fig.  2i3)  le  cosinus  de  l’angle 
que  la  droite  mn  forme  avec  l'axe  des  x , on  verra  qu’il  est  égal  à 


ma  cfr 

mn  mn ’ 


on  trouverait  de  même  que  les  cosinus  des  angles  formés  par  mn  avec 
les  deux  autres  axes  sont  respectivement 

£l  A' 

mn  mn 


D’un  autre  côte',  les  cosinus  des  angles  que  la  droite  raP  fait  avec  les 
axes  coordonnés  étant,  par  hypothèse,  cos  a,  cos  C et  cos^,  on  aura 
par  la  lormule  (71),  page  78  , 


» Sx  , S Y , Sz 

cos  Imn  = cos  a.  -j — — cos  Q -j cos  y : 

mn  mn  mn 


au  moyen  de  cette  valeur  l’équation  (370)  deviendra 


Sp  = cos  A . Sx  -f-  COsC.cfy  -f-  COS  y.  Sz.  . . (87 1). 

De  même,  en  nommant  Sx',  Sy',  Sz'-,  Sx",  Sy",  S z",  etc.,  les  projec- 
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tions  de  vin , de  m'u',  de  vi1  n" , etc.  (fîg.  212),  sur  les  axes  coordonnés,  Fig. 21 
nous  aurons  encore 


Sp'  — cos  a . Sx'  -f-  cos  £' . Sy'  -f-  cos  y' . Sz' , 

Sp"  = cos  a".  Sx1'- f-  cos  Q" . Sy"  •+•  cos  y".  Sz", 
etc.  etc-  etc.  etc. 

Outre  ces  valeurs,  qu’il  faudra  substituer  dans  l’équation  (36q)  , nous  y 
remplacerons  les  forces  P,  P',  P",  etc.,  par  les  quantités  de  mouve- 
ment perdues  mp  , vi'p',  m"p",  etc.,  et  en  indiquant  les  expressions 
analogues  par  la  caractéristique  2 , nous  aurons 

2 ( mp  cos  a. S'x  -f-  mp  cos  Ç.Sy  mp  cos  y.£~)  = o.  . . (372). 

5i7.  En  ne  considérant  qu’une  des  quantités  analogues  que  comprend 
cette  équation  , celle  qui  se  rapporte  h m , par  exemple,  et  qui  est 

mp  cos  a . S'x  -f>  mp  c os  £.  Sy  -f-  mp  cos  y . Sz  , 

on  reconnaîtra  facilement  que  cette  expression  n’est  autre  chose  que 
le  produit  de  mp  par  l’accroissement  de  la  vitesse  p lorsque  x , y et  2 
deviennent  a: -f -Sx,  y -j- Sy , z y- Sz.  En  effet,  si  nous  représentons 
la  vitesse  p parla  droite  vio  (ûg.  212),  et  par  a , b , c,  les  coordon-  fig-2 
nées  de  son  extrémité'  o , comme  celles  du  point  m sont , par  hypo- 
thèse x,  y,  z , la  formule  de  la  distance  de  deux  points  dans  l’espace 
(note  de  l’art.  46,  page  20) , nous  donnera 


p — V (P0  — aY  -h  (f  — £)a  -f-  (z  — c)a . . . (373). 

Pour  tirer  de  cette  équation  la  valeur  de  Sp , il  faudra  changer  a:  en 
x-j-Sx,  y -.en  y -h  Sy  et  2 en  2 -f-  Sz , et  supposer  que  p devienne 
alors  p -f-  Sp ; et , en  élevant  au  carré,  on  trouvera 


(p  -f-  Sp)*  = (x  — a - f-  Sx)*  ~h  (y  — b -f-  Sy)*  -f-  (2  — c -f-  Sz)*. 


On  déduit  de  cette  équation  la  valeur  de  Sp , apiès  avoir  effacé  les  in- 
Gniment  petits  du  second  ordre  5 mais  cette  opération  revient  à celle  de 
la  différentiation  de  l’équation  (373),  d’où  l’on  tire  immédiatement, 
après  avoir  changé  cl  en  S, 

(x  ■ 


Sp  — 


■2*r  + (2L 


3îyy±ziASz. 


OC  — — èZ  y 2 — - - (s 

Le6  fractions  , ■ , -,  qui  entrent  dans  cette  ex- 

p pp 

pression  étant  les  cosinus  des  angles  que  la  vitesse  p , représentée  par 
„ vio  , fait  avec  les  axes  coordonnés,  comme  cette  vitesse  fait  partie  de  la 
droite  ;nP , elle  a donc  la  meme  inclinaison ; par  conséquent  les  cosinus 
sont  les  tnémes  que  ceux  que  nous  avons  désignés  par  cos  <*. , par  cos  C 


( 
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et  par  cos  y.  Au  moyen  de  cette  dernière  observation,  on  peut  changer 
réquation  précédente  en 

= cos  a . Sx  •+■  cos  Ç.  Sy  -f-  cos  y.Sz  j 

valeur  qui  nous  fait  retomber  sur  l’équation  (371). 

5i8.  Maigre'  cette  identité  de  la  valeur  de  Sp  , considérée  comme  pro- 
jection de  la  vitesse  virtuelle,  et  de  celie  de  Sp  qui  nous  est  donnée  im- 
médiatement par  la  différentiation,  ne  concluons  point  cependant  qu’il 
n’y  a aucune  distinction  à faire  entre  les  accroissemens  Sx  , Sy  , Sz,  Sp 
< t les  différentielles  dx , dy , dz  et  dp. 

INous  allons  voir,  au  contraire,  que  ces  quantités  ne  sont  égales  qu’en 
certain  cas.  Pour  cela , soit  F (x , y,  2,  t)  = o Tune  des  équations 
du  problème,  si  le  système  reçoit  un  dérangement  infiniment  petit,  et; 
que  t ue  varie  pas,  il  suffna  de  modifier  les  variables  qui  se  rapportent 
à t’espace,  c'est-à-dire  de  supposer  que  x,  y,  z deviennent  x + Sx, 
y -g.  Sy , 2 -f-  Sz  5 et  si  l’on  retranche  du  nouvel  état  de  la  fonction  son 
état  primitif,  en  rejetant  les  infiniment  petits  des  ordres-  inférieurs,  on 
aura 

F [(pc  -f  Sx) , (y  -f-  Sy) , (2  -h  Szj]  — F (x  , y,  z)  , 

pour  l’accroissement  de  la  fonction,  c’est-à-dire  une  quantité  de  la  forme 
suivante  : 

M J2  + N Sy  -f-  P Sz  ; 

mais  si  l’on  différentie  la  même  fonction,  et  que  le  temps  soit  compris 
entre  les  variables  , on  parviendra  à un  résultat  de  cette  forme 

Meta  -f-  Ndy  -f-  P dz  -f*  Qdt , 

et  l’on  voit  qu’il  ne  peut  y avoir  identité  entre  les  deux  expressions,  que 
d’autant  que  t est  constant  \ car  alors  le  terme  Qc/z  disparaît. 

5ig.  Le  cas  où  le  temps  entre  comme  variable  dans  les  équations  d’un 
système,  se  rencontre,  par  exemple,  lorsqu’un  des  corps  est  assu- 
jetti à se  mouvoir  sur  une  courbe  ou  sur  une  surface  courbe,  ou  lors- 
qu’il est  placé  sur  une  courbe  ou  sur  une  surface  en  mouvement,  on 
lorsque  la  vitesse  est  introduite  dans  l’une  des  équations  par  la  con- 
sidération du  frottement  ou  d’un  milieu  résistant  j car  cette  vitesse,  en 
vertu  de  l’équation  ( 1 4^)  ? Page  169?  introduit  i’clément  de  temps  dt 
dans  le  calcul. 

520.  Il  suit  de  ce  qui  précède,  lorsque  t entre  comme  variable  dafts 
une  équation,  on  ne  peut  admettre  qu’on  ait 

Sx  — dx , Sy  — dy.  Sz  — dz. 
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Dans  ce  cas,  ic  dérangement  introduit  dans  le  système  n’est  point  celui 
qui  lui  succède  immédiatement,  et  qui  est  dans  le  chemin  que  lui  fait 
prendre  son  mouvement;  car  ce  nouvel  état  aurait  lieu  lorsque  les  co- 
ordonnées deviendraient  x -h  dx,  y -f-  dy,  z -f-  dz.  En  un  mot , les  coor- 
données x -f-  dx  , y ~j~  dy,  z-\-dz  , se  rapportent  à l’état  effectif  du  sys- 
tème au  bout  du  temps  dt',  tandis  que  les  coordonnées  x -j-  J\r  , y-f-cTy, 
z -f-  Sz  , se  rapportent  à un  des  états  très  rapprochés  de  la  position  pri- 
mitive que  le  système  est  susceptible  de  prendre  au  bout  du  temps  de  , 
mais  pourvu  que  la  disposition  mutuelle  des  corps  ne  s’y  oppose  pas. 

Lorsque  le  temps  est  constant  et  que  , par  conséquent,  le  terme  Q dt 
n’existe  pas  dans  la  différentielle,  on  a donc  le  droit  de  supposer 

Sx  = dx.  S'y  — dy,  Sz  = dz  j 


et  alors  c’est  admettre  que  l’état  réel  du  système,  au  bout  de  l’instant 
cil , est  celui  qu’on  lui  donne  en  vertu  du  petit  changement  qu’il  subit. 

521.  Ainsi,  lorsque  les  équations  du  problème  ne  renferment  pas  le 
temps,  on  peut  supposer  que  les  projections  Sx,  S y,  Sz  de  la  vitesse 
virtuelle  sont  les  différentielles  dx , dy,  dz.  Cette  hypothèse  convertit 
l’équation  (372)  en 

2 [mp  cos  x.dx  -f-  mp  cos  Ç.dy  -{-  mp  cos  y.  dz)  = o ; 


remplaçant  mp  cos  a. , mp  cos  C , mp  cos  y , par  leurs  valeurs  que  don- 
nent les  équations  (354),  (355)  et  (35G) , et  divisant  par  dt , l’équation 
précédente  deviendra 


2 m 


[dxd2x  -h  dyd’y  -f-  dzd*z ) . . 

---- — 2/u  (Xax-f  Y dy  -f-  Ldz), 


ou  plutôt 


_ . d (dx2  -f-  dy 2 -f-  dz2)  __  , , _ , . 

2 * m -f ■ ~ L — 2 m (Xdx  H-  Y dy  -f-  Ldz)  ; 


dt 3 


et,  en  observant  que  la  somme  dx2  -f-  dy2  -f - dz2  , divisée  par  le  cairé 
du  temps,  donne  le  carré  de  la  vitesse,  nous  aurons,  parce  que  \ est  fac- 
teur commun  de  tous  les  termes  du  premier  membre, 

i tnid . v2  ~ yim  [Xdx  -f-  Ydy  -f-  Ldz)  ; 


et  comme  Irtidc2  revient  à 


r,id.  u2  -f-  m! d.  c'2  + m"  d.  v"2  -f-  etc. , 

quantité  qui,  à cause  que  les  masses  m , m' , m",  etc.,  sont  des  constantes , 
peut  s’écrire  ainsi, 

d (mv2  -f-  m v'2  -f-  m'v"2  -f-  etc.)  — cfêmv*. 


on  a donc  enfin 
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dlnw*  = il.ru  (X.dx  -f~  Y dy  -b  Z dz). . . (374)  i 
intégrant , on  a 

'Imv*  = C -\-ifJm  (X.dx  -f-  Y c/y  + Zc/z). . . (3r] 5 ). 

C’est  dans  cette  équation  que  consiste  le  principe  général  de  la  conserva- 
tion des  forces  vives  : elle  nous  apprend  que  la  somme  de  ces  sortes 
de  forces  ne  dépend  pas  des  courbes  décrites  par  les  mobile  ni , ni  , 
m",  etc.,  mais  bien  des  coordonnées  x , y,  z;  x',  y',  z'\  xu , y",  z" , etc., 
et  des  forces  accélératrices  X,  Y,  Z;  X',  Y',  Z';  X",  Y",  Z",  etc.,  ap- 
pliquées au  divers  points  du  système;  et  que  la  somme  des  forces  vives 
redeviendra  la  meme  pour  toutes  les  positions  du  système  qui  seront  dé- 
terminées par  les  memes  coordonnées. 

522.  Ce  principe,  comme  nous  l’avons  fait  observer,  n’a  lieu  que 
lorsque  le  temps  n’entre  point  en  considération  dans  la  liaison  mutuelle 
des  corps.  Heureusement  que  ce  cas  est  celui  de  la  nature,  qui  ne  nous 
présente  que  des  forces  qui  tendent  vers  des  points  fixes,  et  dont  les  in- 
tensiîés,  pour  pouvoir  dépendre  de  l’attraction  de  ces  points,  doivent 
être,  comme  onU’a  vu  art.  4 QO , des  fonctions  de  leurs  distances  res- 
pectives. Nous  avons  déjà  démontré,  art.  336,  que,  dans  cette  cir- 
constance, le  second  membre  de  l’équation  (3^4)  etait  intégrable;  ce  qui 
précède  va  nous  fournir  encore  les  moyens  de  prouver  que  cette  équation 
(374)  cst  également  intégrable  lorsque  différens  corps  soumis  à une  at- 
traction mutuelle  sont  sollicités  par  des  forces  accélératrices  propor- 
tionnelles à leurs  masses  et  fonctions  de  leurs  distances  respectives. 

523.  Pour  le  démontrer,  soient  P et  P'  les  forces  attractives  qui  solli- 
citent les  masses  m et  mr  concentrées  à leurs  centres  de  gravité  m et  ni 

Fig. 2i4-  (fig*  2i4),  et  qui  agissent  dans  la  direction  de  la  droite  mm\  représentée 
par  p . Les  coordonnées  des  points  ni  et  ni'  étant  x , y , z;  x',  y',  z\ 
la  droite  mm'  — p fera  avec  les  axes  coordonnés  des  angles  dont  les  co- 
sinus seront  respectivement 


par  conséquent  la  force  P,  qui  est  située  dans  la  direction  de  p,  aura 
pour  composantes  suivant  les  axes  coordonnés 

p C'3'  ) -y p ( y y^)  ^ p (z  2 ) 

~ P ’ “ pr~’  ~ p 

Or , la  force  P'  agissant  en  sens  contraire  de  P , fera  avec  les  axes  coor- 
donnés des  angles  qui  seront  supplémens  de  ceux  que  P formait  avec  les 
memes  axes,  et  qui  auront  par  conséquent  des  cosinus  de  signes  con  • 
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traircs.  Il  suit  de  là  que  les  composantes  de  P'  parallèles  aux  axes  coor- 
donnés, seront 

p'  (~r  •*  ) yf p/  (.y*  y ) p'  ) 

P ’ P ’ “ p ‘ 

Cela  pose',  l’expression  ( XJ.r -E  Ydy* -f- Zdz  ) étant  sortie  de  sa 
forme  d’abréviation,  revient  à 

wXdr  mYdy  -f-  viLdz  -f-  m'YJ  dx'  -}-  m'Y'dy*  m'TJdz'  -f-  etc.  ; 

si  nous  y substituons  les  valeurs  des  forces  que  nous  venons  de  détermi- 
ner, nous  aurons,  en  rassemblant  les  quantités  qui  se  rapportent  aux 
memes  coordonnées, 

(mVdx  — m'P'dx')  --  -f-  (mPdv  — m'P'dy')  'tl 

p J p 

-f-  (mPrZz  — m'P'dz')  {iZLtl  + etc. 

P 

Mais  la  force  accélératrice  P,  qui  agit  sur  m,  et  qui  provient  de  l’attrac- 
tion qui  réside  dans  la  masse  m\  est  proportionnelle  à cette  masse,  d’après 
notre  hypothèse;  et  comme  il  en  est  de  même  de  P'  h l’égard  de  m,  on 
doit  avoir 

P : P'  ::  m'  : m; 

d’où  l’on  tire 

P 'm'  =Pm  ; 

substituant  cette  valeur  dans  l’expression  précédente,  et  réduisant,  on 
obtiendra 

P m (dx  — dx 0 -f-  (T  (dy  — df)  + — (dz  — dz')\..  (376). 

La  P P P J 

Mais  la  quantité  renfermée  entre  les  crochets  est  une  différentielle  exacte. 

En  effet,  si  l’on  différentie  par  rapport  à toutes  les  lettres,  la  formule 

(x  — x')*  4-  ( y — fY  +(z—  z'Y  = , 

on  trouvera 

( x — x')(dx  — dx ')  -f-  (y  — y*)  (dy  — df ) -f -(z  — z')  (dz  — dz')  — pdp  ; 
d’où  l’on  tirera 

(dx  — dx>)  + p — (df  — df) -+*  (z  — 20  — dP- 

Cette  valeur  réduit  la  formule  (376)  à mPdp , et  nous  donne  une  diffé- 
rentielle complète,  puisque,  par  hypothèse,  P est  fonction  de  p. 

Cette  démonstration  pourrait  s’appliquer  à un  plus  grand  nombre  de 
forces  accélératrices. 
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5^4.  Nous  ne  terminerons  pas  cette  matière  sans  faire  remarquer  que. 
pariai  les  forces  dont  les  intensités  sont  des  fonctions  de  leurs  distances 
aux  points  sur  lesquels  elles  agissent,  on  doit  comprendre  les  ressorts 
et  particulièrement  les  hélicoïdes.  On  appelle  ainsi  ceux  que  forme  un 
fil  de  métal  disposé  en  spirale,  et  composant  une  espèce  de  cylindre 
creux  ces  ressorts  étant  interposés  entre  les  corps,  se  contractent  ou 
s'allongent  d’une  quantité  qui  est  une  fonction  de  leurs  longueurs , ce  qui 
les  fait  rentrer  dans  la  classe  des  forces  qui  rendent  les  équations  (358) 
intégrables.  C’est  par  cette  cause  que  le  principe  de  la  conservation  des 
forces  vives  s’observe  dans  le  choc  des  corps  élastiques. 

Du  maximum  et  minimum  de  la  somme  des  forces  vives; 
et  de  la  stabilité  des  corps. 

525.  Nous  avons  vu  , art.  $20,  que  l’équation  générale  des  forces  vives 
ne  pouvait  s’intégrer  que  lorsque  le  second  membre  ne  comprenait  pas 
le  temps  parmi  les  variables  j supposons  donc  qu’en  pareil  cas  on  pût 
déterminer  l’intégrale  de  l’équation 

d^mu*  zzz'z'Zm  (Xdx -\~Ydp-j-7jdz). . . (877); 

comme  le  second  membre  ne  renferme  de  différentielle  que  dx , dp,  dz\ 
dx\  dp',  dz etc.,  son  intégrale  sera  une  fonction  des  coordonnées  x, 
p,  z j x ',  y',  z' , rtc.  Soit  p cette  fonction,  nous  aurons 

2moa  C -f-  2p  (x,  p,  z ; x',  p',  z',  etc.). . . (078). 

La  valeur  de  Imr*  est  susceptible  de  devenir  un  maximum  ou  un  mini- 
mum lorsque  la  différentielle  de  ip  (x , p,  z ; x',  p',  z,  etc.)  est  égale  à 
zéro  5 or,  cette  différentielle  n’étant  autre  cliose  que  le  second  membre 
de  l’équation  (377  ),  dont  l'intégration  donne  l’équation  (378),  on  voit 
que,  dans  le  cas  du  maximum  ou  du  minimum  , on  a 

2 1m  (X.dx  -j-  Xdy  -f-  rL:lz)  — o. 

526.  Cherchons  maintenant  dans  quelle  circonstance  l’égalité  à zéro, 
prescrite  par  cette  équation,  peut  avoir  lieu.  Pour  cet  effet,  il  faut  se 
rappeler  que  lorsque  le  système,  dans  son  mouvement,  arrive  h l’une 
de  ses  positions  d’équilibre,  et  qu’on  le  dérange  infiniment  peu,  sans 
lui  communiquer  de  nouvelles  vitesses,  l’équation  des  vitesses  virtuelles 
doit  se  réaliser.  Or,  X,  Y,  Z représentant  les  composantes  tics  forces 
accélératrices  parallèles  aux  axes  coordonnés  , les  forces  motrices  de- 
viennent dans  ce  cas  mX,  mY  , mZ;  et  puisque  S'x , JY,  «T z,  art.  5i5, 

Fig. 2 1 5.  sont  les  projections  des  vitesses  virtuelles  des  points  d’application  de 
ces  forces  sur  leurs  directions,  on  a par  le  principe  des  vitesses  virtuelles 
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2 m ^X  <Tjt  — f-  \ tT y —f—  ZjJ'z ) o 5 

et  comme  nous  avons  vu  qu’on  avait  le  droit  de  supposer  ici 
cTjr  = d: r,  Sy  ~ dy , Sz  ~ dz  , 

notre  équation  deviendra 

'lm  (Xdx  -f-  Y dy  -f-  Z dz)  — o , 

et  sera  satisfaite  lorsque  le  système  passera  par  une  position  qui  soit 
telle,  qu’elle  resterait  en  équilibre  s’il  n’avait  d’antre  vitesse  que  celle 
qui  pro vient  des  forces  accélératrices  X,  Y,  Z. 

527.  Pour  appliquer  l’équation  (877) , au  cas  où  l’on  n’aurait  d’autres 
forces  accélératrices  que  celle  de  la  pesanteur,  plaçons  l’axe  des  z dans 
un  sens  vertical , nous  aurons 

X = o,  Y — o et  Z=r  — g...  (379); 

et  , en  nommant  M la  masse  du  corps  et  zj  l’ordonnée  du  centre  de 
gravité,  l’équation  (377)  étant  intégrée,  nous  donnera 

'lmv'x  — 2 j ~2.ni  (Xdx  -4-  Ydy  -f-  Xdz). 

M ais  on  a vu  , art.  521  , que  cette  intégrale  était  aussi  exprimée  par 

= C + 2 fÇXdx  -f-  Ydy  -f-  Zdz ). . . (38o)  ; 

remplaçant  X,  Y,  Z,  par  les  valeurs  que  les  équations  (379)  donnent 
pour  l’hypothèse  actuelle,  l’équation  précédente  se  réduira  h 

'Imv*  — C — 2 'Im.fgdz, 

et  mettant  dans  le  second  membre,  M à la  place  de  Uni , on  aura 

= C — 2Mgz/. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  représentant  une  quantité  essen- 
tiellement positive,  il  faut  qu’il  en  soit  de  même  du  second,  et  que  par 
conséquente  soit  positif.  Cela  posé,  ce  second  membre  étant  d’autant 
plus  grand  que  la  partie  négative  2M gz/  est  moindre  , on  voit  que  la 
plus  grande  et  que  la  plus  petite  valeur  de  z t correspondent  au  minimum 
et  au  maximum  de  \ d’où  il  faut  conclure  que  la  somme  des  forces 

vives  parvient  à son  maximum  lorsque  le  centre  de  gravité  est  le  plus 
bas,  et  h son  minimum  lorsqu’il  est  le  plus  haut. 

528.  Le  système  est  dans  une  position  d’équilibre  stable,  lorsqu’en 
l’écartant  fort  peu  de  cette  position,  il  tend  h y revenir  en  faisant  de 

* petites  oscillations  5 il  est  dans  un  état  d’équilibre  instantané,  lorsqu’à- 
près  l’avoir  écarté  de  sa  position  d’équilibre,  il  tend  à s’en  éloigner  de 
plus  en  plus. 


Fig-  5 

et  216 
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52g.  Un  cylindre  elliptique  A'B  (fig.  2j5  et  216)  qui , n’étant  animé 


Fig. 216. 


Fig.2i5. 

Fig.2t6. 


d’aucune  vitesse,  serait  place'  sur  un  plan  horizontal  MN,  peut  nous 
en  fournir  un  exemple.  On  voit  d’abord  que  ses  positions  d’ëquilibre 
doivent  se  rencontrer  sur  les  droites  AA',  BB',  CC',  DD'  qui  renfer- 
ment les  sommets  des  axes  de  toutes  les  ellipses  formées  par  les  sections 
Fig.  21 5.  parallèles  au  plan  ACBD  ; car  en  menant  un  plan  vertical  par  la  ligne  de 
contact  DD'  (fig.  2 1 5) , ou  AA' (fig.  216),  la  somme  des  moraens  par 
rapport  à ce  plan  doit,  à cause  de  la  syme'trie  de  la  figure,  être  e'gale 
à zéro;  et  comme  le  centre  de  gravite  occupe  le  milieu,  on  voit  qu’il 
est  place'  le  plus  bas  (fig.  2i5j , et  le  plus  haut  (fig.  216).  Donc,  art.  527, 
la  somme  des  forces  vives  est  dans  le  premier  cas  à son  maximum , et 
dans  le  second  à son  minimum.  II  resterait  à prouver  que  le  maximum 
répond  à l’équilibre  stable  , et  le  minimum  h l’équilibre  instantané;  mais 
cela  nous  mènerait  trop  loin  , et  nous  renvoyons  cette  démonstration  à 
la  Mécanique  de  Lagrange.  Nous  nous  bornerons  h faire  remarquer  que 
lorsque  le  corps  tend  à se  maintenir  dans  sa  position  comme  dans  la 
figure  2i5,  ou  à se  renverser  sur  le  plan  MN  comme  dans  la  fig.  216  , 
cela  nous  indique,  dans  le  premier  cas,  que  l’équilibre  est  stable,  et 
dans  le'second,  que  l’équilibre  est  instantané. 

53o.  En  plaçant  le  cylindre  de  manière  que  les  droites  DD',  AA^, 
CC',  BB'  (fig.  2i5)  reposent  successivement  sur  le  plan  horizontal,  ce 
cylindre  passera  donc  par  quatre  positions  qui  seront  alternativement 
dans  un  état  d’équilibre  stable,  et  dans  un  état  d’équilibre  instantané. 

On  ne  doit  pas  être  surpris  de  voir  un  corps  alterner  ainsi  ses  po- 
sitions d’équilibre  stable  et  d’équilibre  instantané;  car  DD'  étant  par- 
hypothèse  à une  de  ses  positions  d’équilibre  stable,  si  l’on  donne  une 
légère  impulsion  au  corps,  il  tendra  à revenir  h la  même  place;  mais 
si  l’on  écarte  de  plus  en  plus  DD'  de  sa  position  primitive  , sa  ten- 
dance à y retourner  s’affaiblira,  et  le  mouvement  des  corps  finira  par 
tendre  vers  CC',  qui  est  sa  seconde  position  d’équilibre  stable.  Il  y 
aura  donc  entre  DD'  et  CC'  une  droite  AA',  suivant  laquelle  le  mo- 
bile n’aura  ni  tendance  vers  DD',  ni  tendance  vers  CC';  cette  droite  dé- 
terminera une  position  d’équilibre  instantané.  En  effet,  de  AA' en  DD' 
le  mobile  tend  à revenir  vers  DD',  et  à s’écarter  de  AA';  il  tend  éga- 
lement h s’en  écarter  depuis  AA'  jusqu’en  CC',  puisque  alors  la  dispo- 
sition nouvelle  du  corps  est  de  le  ramener  vers  CC';  donc  le  mobile 
tend  de  chaque  côté  de  AA'  à s’écarter  de  cette  droite,  et  par  consé- 
quent se  trouve  en  AA'  dans  une  position  d’équilibre  instantané. 


Fig.2i5. 

Ftg.2i6. 


Fig.2i5. 
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TROISIÈME  PARTIE. 


HYDROSTATIQUE. 


De  la  pression  qui exercent  les  fluides . 

53 1.  On  appelle  fluide  un  assemblage  de  particules 
matérielles  qui  cèdent  à la  moindre  pression , et  qui  sont 
mobiles  en  tous  sens. 

Lorsque  ces  molécules  matérielles  ont  de  l’adhérence 
entre  elles,  les  fluides  ne  sont  pas  dans  un  état  de  fluidité 
parfaite  *,  c’est  pourquoi  nous  ferons  abstraction  de  cette 
adhérence. 

532.  On  divise  les  fluides  en  fluides  incompressibles  et 
en  fluides  élastiques.  Les  fluides  incompressibles  sont  ceux 
qui  occupent  toujours  le  même  volume , lorsque  la  tem- 
pérature est  constante;  parmi  ces  fluides  , on  range  le  mer- 
cure , l’eau , le  vin  , l’huile  , etc. 

Les  fluides  élastiques  sont  ceux  qui  peuvent  changer  de 
figure  et  de  volume;  on  met  au  nombre  de  ces  fluides  l’eau 
réduite  en  vapeurs,  l’air  et  les  différens  gaz. 

533.  Soit  un  vase  ABGD  (fig.  217)  entièrement  fermé  et  Fig. 217 
rempli  d’un  fluide  que  nous  supposerons  être  sans  pesan- 
teur : si  l’on  fait  deux  ouvertures  EF  et  HI  d’égales  su- 
perficies, et  qu’on  y applique  les  pistons  R et  L pressés 

par  des  puisssances  égales  RR,  SL  dirigées  perpendiculai- 
rement aux  superficies  HI , EF,  ces  puissances  resteront  en 
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équilibre.  Il  faut  Jonc  que  la  pression  exercée  sur  la  sur- 
face EF  se  communique  à la  surface  HI  par  l’intermédiaire 
du  fluide;  ce  qui  ne  peut  être,  à Aioins  que  les  particules 
des  fluides  n’éprouvent  partout  la  même  pression.  On  peut 
donc,  d’après  cette  expérience,  établir  la  proposition  sui- 
vante : La  propriété  qui  caractérise  les  fluides  est  que  , 
lorsqu’une  puissance  est  appliquée  à un  fluide,  elle  y exerce 
une  pression  qui  se  transmet  dans  tous  les  sens. 

534-  Examinons  maintenant  comment  cette  propriété  , 
qui  est  connue  sous  le  nom  de  principe  df  égalité  de  pres- 
sion, peut  être  exprimée  par  une  équation.  Pour  cela,  con- 
Fig.218.  sidérons  un  fluide  qui  reposerait  dans  un  vase  AL  (fig.  218) 
construit  en  forme  de  parallélépipède,  et  dont  la  base  ABCD 
serait  horizontale.  Supposons  qu’à  la  partie  supérieure  EH 
du  fluide,  00  ait  appliqué  un  piston  qui  presse  cette  base 
sur  tous  ses  points  ; nommons  P un  poids  qui  agirait  sur 
ce  piston  perpendiculairement  à la  surface  de  sa  base  ; 
cette  base  sera  pressée  comme  si  le  poids  P lui  était  im- 
médiatement appliqué,  et  chacun  de  ses  points  supportera 
une  pression  proportionnelle  à son  étendue;  de  sorte  que 
si  nous  appelons  A la  surface  AECD,  et  a une  partie  A bcd 
de  cette  surface,  et  que  p soit  la  pression  que  supporte  a , 
on  déterminera  p par  la  proportion  suivante  : 

A : a ::  P : p. 

Prenant  a pour  unité  de  surface,  nous  aurons 


P 


' / 1 v 

par  conséquent,  si  a représente  le  rapport  de  la  surface 
Kb'c'd'  à la  surface  A bcd  prise  pour  unité,  la  pression  P' 
que  supporte  la  surface  A b'c  d' sera  donnée  par  l’équation 

V'  z=z  pa> . . . (38 1)  ; 
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■et  comme  toutes  les  parties  de  la  masse  fluide  doivent  être 
«gaiement  pressées,  il  en  résulte  que  si  la  surface  es,  au 
lieu  de  se  trouver  sur  la  base  du  vase,  était  située  sur  ses 
parois  latérales , on  aurait  encore  pa  pour  la  pression  qui 
agirait  contre  cette  surface  latérale. 

535.  Dans  le  cas  où  la  surface  a est  infiniment  petite  , 
elle  peut  être  représentée  par  le  rectangle  élémentaire 
dxdy d’où  il  suit  que  pdxdy  est  la  pression  exercée  par 
le  piston  contre  un  élément  du  vase,  en  quelque  part  que 
cet  élément  soit  situé,  et  lors  même  que  la  surface  de  ce 
vase  serait  composée  de  surfaces  courbes. 

536.  Dans  ce  qui  précède,  nous  n’avons  eu  égard  qu’à 
une  pression  P appliquée  à la  surface  du  fluide;  mais  si 
le  fluide  était  sollicité  par  différentes  forces  accélératrices  , 
le  fluide  cesserait  d’être  également  pressé  dans  tous  les  sens. 

Dans  ce  cas,  il  éprouverait  deux  sortes  de  pressions;  i°.  celle 
qui  dérive  de  la  pression  P;  2°.  celle  qui  est  produite  par 
les  forces  accélératrices.  Cette  seconde  pression  est  en  gé- 
néral variable  d’une  molécule  à l’autre;  ce  qui  revient  à 
dire  que  chaque  molécule  peut  être  soumise  à une  force 
accélératrice  quelconque. 

537.  Pour  donner  un  exemple  de  cette  seconde  espèce 
de  pression , supposons  que  le  fluide  contenu  dans  le  vase 
ABCD  (fig.  217)  devienne  pesant;  alors  on  devra  considé  Fig. 217. 
rer  chaque  molécule  comme  animée  par  une  force  accélé- 
ratrice due  à l’action  de  la  pesanteur. 

Nous  verrons  par  la  suite,  lorsque  nous  parlerons  des 
fluides  pesans,  que  le  principe  d’égalité  de  pression  est  bien 
modifié  p>ar  cette  circonstance.  11  suit  de  ce  qui  précède, 
que,  dans  le  cas  où  l’on  considère  des  forces  accélératrices, 
p doit  doit  être,  eu  général,  regardé  comme  variable;  ce 
qui  n’empêche  pas  que/>  ne  représente  toujours  la  pression 

Klèm.  de  Mécanique.  23 
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sur  l’unité  de  surface  de  la  molécule  dm  qui  se  rapporte 
aux  coordonnées  x,y,*,  correspondantes  à p. 

Des  équations  générales  de  V équilibre  des  fluides. 

538  Considérons  maintenant  une  molécule  fluide  qui , 
étant  sollicitée  par  plusieurs  forces  accélératrices , serait 
mise  en  équilibre  dans  une  masse  fluide,  et  cherchons 
les  équations  de  condition  qui,  dans  ce  cas,  doivent  avoir 

lieu. 

Pour  cet  effet,  supposons  que  le  plan  des  x,  y soit 
horizontal  et  situé  au-dessus  du  fluide  que  nous  concevrons 
comme  partagé  en  petits  parallélépipèdes  élémentaires,  par 
des  plans  parallèles  aux  trois  plans  coordonnés.  Soient  dm 
la  masse  de  l’un  de  ces  élémens,  et  ar , y,  z ses  coordon- 
nées; le  volume  de  cet  élément  sera  exprimé  par  dxdydz ; 
en  le  multipliant  par  la  densité  ç,  supposée  constante 
dans  cet  élément,  nous  aurons,  art.  162,  çdxdydz.  pour 
l’expression  de  la  masse  élémentaire  du  fluide;  ce  qui  nous 
donnera  cette  équation 

dm  — g dxdydz . . . (382). 

Cela  posé , soient  X , Y , Z les  forces  accélératrices  qui 
agissent  sur  l’élément  dm  et  qui  sont  supposées  constantes 
dans  toute  l’étendue  de  cet  élément.  En  multipliant  ces 
forces  par  la  masse  dm , nous  aurons , art.  448 , Xdm  , 
Y dm  et  Z dm  pour  les  forces  motrices  qui  doivent  contre- 
balancer les  pressions  que  le  fluide  exerce  sur  les  six  faces 
Fig. 219.  de  l’élément.  La  surface  supérieure  dxdy  ( fig.  219  ) étant 
prolongée  jusqu’à  ce  qu’elle  devienne  égale  à l’unité  de’ 
surface  représentée  par  BC,  imaginons  que  la  pression  que 
supporte  dxdy  soit  la  même  dans  toute  l’étendue  de  BCy 
et  nommons  p cette  pression  que  supporte  BC.  Lorsque 
l’ordonnée  BD  = z se  changera  en  DE  = z dz , la  pi  es-  . 
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sion  p qui  varie  avec  2 deviendra 

p+I>’ 

et  exprimera  la  pression  de  l’unité  de  surface  sur  la  base 
EF  du 

parallélépipède. 

Par  conséquent , pour  avoir  les  pressions  sur  la  surface 
supérieure  BG  et  sur  la  surface  inférieure  EF  de  l’élément, 
il  faudra  multiplier  ces  surfaces  BG  et  EF,  égales  chacune 

à dxdy,  par  les  pressions  p et  p -f  ^ dz  qui  agissent 

l’une  sur  le  plan  de  BG  et  l’autre  sur  le  plan  de  EF , et 
l’on  aura  pour  ces  pressions  que  supportent  BG  et  EF. 


pdxdy  et  Çp  ~ dz\  dxdy  j 
la  différence  de  ces  pressions  verticales  sera  donc 

% dzdxdy  > 

et  comme  elle  doit  faire  équilibre  à la  force  motrice  ver- 
ticale , on  aura 


dp 

dz 


dzdxdy  ^ Uni  ; 


et  en  mettant  pour  dm  sa  valeur  donnée  par  l’équat.  (382), 
et  en  réduisant,  cm  trouvera 

dp_  7 

Pareillement,  en  nommant  q et  r les  pressions  latérales 
exercées  sur  l’unité  de  surface,  et  qui  agissent  contre  les 
faces  dxdz  et  dydz , on  obtiendra 

d(l  __  y dr 

; 

23.  . 


= *X. 
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Nous  ayons  vu,  art.  537,  que  la  pression  sur  l’une  des 
faces  se  composait,  non-seulement  de  la  pression  qui  se 
distribue  également  sur  tout  le  fluide,  mais  encore  e 
pression  exercée  par  l’action  des  forces  accélératrices.  Ainsi 
pour  évaluer  la  pression  gdxdz  qui  agit  sur  a face  dxdz, 
on  voit  que  cette  pression  se  compose,  i».  dune  pression 
à la  pression  pdxdy  qui  se  distribue  egalement  sur 
tout  le  fluide;  2°.  de  la  pression  sur  la  face  dxdz,  due  aux 
forces  accélératrices.  Or,  les  forces  accélératrices  étant  res- 
pectivement Xdm,  Y dm,  Z dm,  l’expression  due  a 1 action 
de  ces  forces  accélératrices  sera  une  fonction  de  leurs  in- 
tei)  si  tés  que  nous  représenterons  par 

F (Jüdm  y Y dm , Z dm)  > 

et  nous  aurons 

qdxdz  = pdxdy  + F (Xdm,  Xdm , Uni). . • (383). 

La  propriété  de  la  fonction  désignée  par 


F (Xdm,  Y dm  y Z dm) 

étant  que  cette  quantité  s’évanouisse  lorsque  les  forces 
accélératrices  sont  nulles,  il  faut  que  cette  fonction  puisse 
se  ramener  à ne  contenir  que  des  termes  qui  aient  pour 
facteurs  Xdm,  Xdm,  Z dm.  En  ordonnant  ces  termes,  a 
partir  de  ceux  qui  renferment  les  moindres  puissances  de 
dm  y nous  pourrons  supposer 

F (Xdm,  Xdm,  Z dm)  = UXdm  + XX  dm  + PZ  dm  + etc. 

Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  ( 383  ) , nous 
aurons 

qdxdz  — pdxdy  -p  MXrfm  -(-  NYcfm  7}-  PZ dm  -p  etc., 

et  en  mettant  çdxdydz  à la  place  de  dm,  cette  équation 
deviendra 
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qdxdz  — pdxdy  -f-  çM Xdxdydz  + fRYdxdydz 

-f-  çVZdxdydz  etc. 

Divisant  par  dxdy , on  a 

q — p -f-  çM Xdz  -f-  çN  Ydz  -f-  ^PZ dz  -f-  etc  . . (384). 


Les  termes  çMXûfe,  çNYrèz,  çVZdz  étant  infiniment  petits 
à l’égard  de  p,  il  en  résulte  que  l’équation  (384)  se  ré- 
duit  à » • 


' • q — />• 

On  démontrerait  de  meme  que  r~p\  par  conséquent  les 
équations  d’équilibre  deviennent 


en  multipliant  ces  équations,  la  première  par  dz, , la  se- 
conde par  dy,  et  la  troisième  par  dx , et  les  ajoutant,  on 
trouvera 


dp  — ( Z dz  -f-  Y<iy  4“  Xdx  ) ç , . . (386)  • 

telle  est  l’équation  qui,  par  son  intégration,  doit  donner  la 
valeur  de  la  pression  sur  l’unité  de  surface  dans  un  fluide 
quelconque. 


Application  des  éepuations  générales  de  l’équilibre 
des  fluides  au  cas  des  Jluides  incompressibles . 


539.  Considérons  un  fluide  incompressible  homogène 
qui  repose  dans  un  vase  capable  d’opposer  à la  pression  une 
résistance  indéfinie  : la  pression  p exercée  sur  l’unité  de  sur- 
face , en  un  point  qui  a pour  coordonnées  x = a , y = b , 
z c , sera  donnée  par  l’intégrale  de  l’équation  (386)  , 

• dans  laquelle  on  substituera  ces  valeurs.  Or  , la  densité  ç 
étant  constante,  la  valeur  de  p dépendra  de  la  possibilité 
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de  pouvoir  intégrer  la  formule 

Zdz  + Ydy+Xdx...  (387)  ; 

c’est  à quoi  l’on  parviendra  toujours  lorsque  cette  formule 
sera  une  différentielle  exacte  des  variables  a;,  y,  z. 

Supposons  donc  que  cette  condition  soit  remplie , et 
qu’on  ait  déterminé  la  pression  p;  cette  pression  sera  dé- 
truite par  la  résistance  du  vase;  mais  si  la  pression  devait 
être  appliquée  sur  une  partie  de  la  surface  supérieure  du 
fluide,  dans  ce  cas  îe  fluide  ne  pouvant  opposer  de  la  résis- 
tance à la  force  qui  îe  presse  , il  faudrait  que  p fût  nul 
par  lui-même;  alors  l’équation  (386)  se  réduirait  à 

Xdx  + Y dy  (388). 

Enfin,  il  pourrait  arriver  que  la  pression  p fût  constante  ; 
et  comme  la  différentielle  d’une  constante  est  égale  à zéro, 
l’équation  (388)  aurait  encore  lieu  dans  ce  cas. 

54o.  Lorsque  l’expression  ( 387  ) est  une  différentielle 
esacte,  et  que  l’équation  (388)  a lieu,  il  en  résulte  dp  = o* 
donc  la  pression,  si  elle  existe,  ne  peut  être  que  constante. 
Or  dans  ce  cas,  pour  que  le  fluide  puisse  garder  l’équilibre, 
il  faut  que  la  résultante  des  forces  accélératrices  qui  agit 
de  dehors  en  dedans,  soit  en  même  temps  normale  à la  sur- 
face du  fluide;  car  si  cela  n’était  pas,  on  pourrait  la  dé- 
composer en  deux  forces,  l’une  normale  et  l’autre  tangente 
à la  surface  du  fluide;  il  est  évident  que  cette  dernière  fe- 
rait glisser  la  molécule  dm. 

54i.  Cette  circonstance  est  aussi  indiquée  par  l’équation 
(388)  ; car  soient  xy  y,  z les  coordonnées  d’un  point 
commun  à la  surface  et  à la  résultante  des  forces  X , 
Y,  Z;  les  équations  de  la  normale  au  point  x' , y',  z , 
d’une  surface  courbe  étant  ( Èlèmens  de  Calcul  différen- 
tielpage  54) 
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On  voit  qu’il  ne  s’agit  que  de  substituer  les  valeurs  des 

coefliciens  différentiels 

tiou  (388),  pour  que  les  équations  (38c)}  deviennent  celles 
de  la  normale  à la  surface,  qui  se  rapporte  à l’équation 
( 388).  Or,  en  ayant  égard  à la  notation  de  Fontaine  , 
et  en  regardant  X,  Y,  Z comme  des  fonctions  des  coor- 
données x\  J,  l’équation  (388)  nous  donne 


dz 

et  —,  , déterminées  par  l’équa- 

dy 


dz'  Z dz!  Z 

— dd  ==  X ’ dïy'  ~ Y* 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  précédente,  on  ob- 
tient pour  les  équations  de  la  normale  au  point  x',  y , z , 


x — x — — (z 

A 


z),  y—  / = y (^  — z). 


Ces  équations  sont  précisément  les  mêmes  que  celles  que 
nous  avons  trouvées , art.  5^ , pour  la  résultante  des  forces 
X,Y,Z 

542.  L’équation  (388)  étant  toujours  supposée  intégrable, 
nous  fournit  encore  des  conséquences  remarquables;  car  si 
l’on  représente  par  F (x,  y,  z ) -f-  C l’intégrale  de  cette 
équation  ; en  faisant  C = — A,  on  en  déduit 

F (x,  y,  z)  = A. 

Si  l’on  donne  successivement  à A'  différentes  valeurs  crois- 
santes o,  a , a,  a , a'",  a'v,  etc.,  on  aura  les  équations 
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F (*>  J?  2)  = °î 

F (xi  y>  z ) = «> 

F (*>  y?  z)  = d, 

F (*>  j?-  z)  = «(f,)T 

etc. 

Toutes  ces  équations  auront  pour  différentielle  l’équation 
(388)  , et  dans  leur  nombre  se  trouvera  celle  de  la  surface 
du  fluide,  c’est-à-dire  celle  qui  est  censée,  par  la  différen- 
tiation, avoir  donné  l’équation  (388). 

Supposons  donc  que  F (x,  y,  z ) — aOXsoit  cette  équa- 
tion; alors  les  autres  seront  celles  d’autant  de  surfaces  qui 
jouiront  toutes  de  cette  propriété  commune,  que  la  résul- 
tante R des  forces  X,  Y,  Z devra  être  non  - seulement 
normale  à la  surface  F (x*  y,  z)  ~ ahn 0 qui  est  celle  du 
fluide,  mais  encore  l’être  à toutes  les  autres  surfaces. 

En  effet,  si  nous  nommons  Y,  y',  z les  coordonnées  du 
point  où  la  résultante  11  rencontre  l’une  des  surfaces,  par- 
exemple  , celle  dont  l’équation  est 

F (. v , y,  z)  =z  a , 

l’équation  de  la  normale  au  point  x',  y',  z , se  déduira  de 
l’équation  (388),  par  le  procédé  que  nous  avons  suivi  ar- 
ticle 54i  ; d’où  nous  conclurons,  comme  dans  cet  article, 
que  la  normale  au  point  x',  y , z de  la  surface  courbe 
coïncide  avec  la  direction  de  R qu’on  suppose  passer  par 
ce  point.  On  a donné  aux  surfaces  dont  nous  venons  de 
parler,  le  nom  surfaces  de  niveau.  Si  l’on  suppose  que  les 
constantes  o,  a,  a',  a ",  cl",  etc.,  aillent  en  s’augmen- 
tant par  degrés  insensibles  , la  masse  fluide  sera  partagée 
par  les  surfaces  de  niveau  en  une  suite  de  tranches  infi- 
niment minces  que  l’on  est  convenu  de  nommer  couches 
de  niveau . 
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543.  Il  suit  de  ce  qui  précède,  que  lorsque  le  fluide 
n’est  anirué  que  par  des  forces  accélératrices  dirigées  vers 
un  centre  fixe,  sa  surface  extérieure  doit  être  sphérique. 
On  peut  parvenir  au  même  résultat  par  l’analyse.  Pour  cet 
effet,  prenons  le  centre  d’attraction  pour  origine,  et  soient 
x,  y,  z les  coordonnées  de  l’élément  dm ; la  distance  du 

point  x , y}  z à l’origine  aura  pour  expression 

Nommons  r cette  distance,  et  A la  force  d’attraction  qui 

agit  sur  dm ; cette  force  A fera  avec  les  axes  coordonnés 

x y z 

des  angles  qui  auront  pour  cosinus  par  consé- 

quent, si  l’on  nomme  X,  Y,  Z les  composantes  de  A pa- 
rallèlement aux  axes,  nous  aurons 


x=*ï,  Y = a2  Z = 

r r r 

mettant  ces  valeurs  dans  l’équation  (388),  il  viendra  pour 
l’équation  de  la  surface  du  fluide, 


- (x<Yr  -j-  ydy  zdz)  — o . . . (3go). 


Supprimant  le  facteur  commun  - et  intégrant,  on  trouvera 


x*  + y*  + z2  — C, 


équation  d’une  sphère;  donc  la  surface  du  fluide  devra  être 
sphérique. 

544-  Si  le  centre  de  cette  sphère  est  très  éloigné  de 
sa  surface  , comme  cela  a lieu  lorsque  l’on  considère  le 
centre  de  la  terre  relativement  à la  surface  d’une  eau 
stagnante;  dans  ce  cas,  la  courbure  de  la  surface  étant 
insensible , on  peut  la  considérer  comme  plane  dans  une. 
petite  étendue. 


5q5.  L’équation  (3go)  s’est 


trouvée  immédiatement  inté- 
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grable,  parce  que  l’équation  (388)  devient,  dans  ce  problème, 
un  cas  particulier  du  théorème  que  nous  avons  démontré, 
art.  336  , sur  les  forces  dirigées  vers  des  centres  fixes  -, 
c’est  en  vertu  de  ce  théorème  que  l’équation  (388)  sera 
toujours  intégrable  dans  toutes  les  questions  que  l’on  peut 
résoudre  sur  des  fluides  qui  reposeront  sur  des  surfaces 
fixes. 

546.  Si  dans  l’équation  ( 386  ) on  remplace  la  quantité 
qui  est  entre  les  parenthèses,  par  d.  F (#,  y,  z),  on 
aura 

dp  — çX  d.  F (x,  y 7 z )■ 


cette  équation  nous  donne 


dp 


d.F  y,  z)  = — ...  (391). 

Or,  d.  F (x,  y y z)  étant,  par  hypothèse,  une  différentielle 

exacte,  il  faut  qu’il  en  soit  de  même  de  sa  valeur  — , 

% 

et  que  par  conséquent  e,  ne  contienne  d’autre  variable  que 
p y condition  exprimée  par  l’équation 

s=  fp---  (392). 

Si  la  pression  p est  constante,  il  en  est  donc  de  même 
de  ç.  Dans  ce  cas,  l’équation  (391)  se  réduit  à 


d-  F {Xy  y y Z)  — O y 

parce  qu’une  constante  n’a  point  de  différentielle.  L’in- 
tégration de  cette  équation  nous  conduit  à celle  que  nous 
avons  trouvée,  art.  642,  et  dont  nous  avons  exprimé  les 
propriétés. 

547.  Mais  si  p est  variable , alors  en  faisant  varier  p par 
degrés  insensibles,  nous  pourrons,  durant  un  instant  très 
court,  regarder  p comme  constant.  Dans  cette  hypothèse, 
l’équation  ( 391  ) nous  donnera  pour  intégrales  upe  suite 
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cl’équations,  représentées  par 

F O,  z)  — o, 

F O,  y,  z)  — «, 

F O,  j?  z)  = 

^ (x  •>  y i z-)  — & , 

etc. 

Ces  équations  seront  celles  des  surfaces  de  niveau  qui  cor- 
respondent aux  valeurs  successives  de  p dans  les  instans 
égaux  à dt.  Pour  chacune  de  ces  surfaces,  la  densité  ç sera 
constante  ; par  conséquent,  en  considérant  la  masse  fluide 
comprise  entre  les  deux  surfaces  extrêmes  AA'  et  BB' 
(fig.  220),  cette  masse  de  fluide  devra  être  homogène.  La  l 
pression  p prenant  ensuite  un  accroissement  et  devenant 
constante,  lorsque  l’on  passera  de  la  surface  BBr  à la  surface 
CC',  le  fluide  compris  entre  ces  deux  surfaces  devra  être 
homogène  dans  toute  cette  étendue.  11  en  sera  de  même  pour 
une  troisième  couche  de  fluide, comprise  entre  les  deux  sur- 
faces CG'  et  DD'  qui  correspondent  à une  même  valeur  de 
p,  et  ainsi  de  suite.  De  sorte  que  dans  les  fluides  hétéro- 
gènes, il  ne  peut  y avoir  équilibre,  à moins  que  ces  fluides 
ne  soient  composés  de  couches  dont  chacune  ait  la  même 
densité  dans  toutes  ses  parties. 

Application  des  e'quations  générales  des  fluides 
au  cas  des  fluides  élebs tiques. 

O ' G*.  * | {je, 

548.  Ce  qui  caractérise  un  fluide  élastique,  est  de  pou- 
voir se  comprimer  pour  reprendre  ensuite  la  même  densité 
et  le  même  ressort,  lorsque  la  force  qui  occasione  la  com- 
pression cesse  d’agir. 

Ainsi,  lorsqu’un  fluide  est  élastique,  outre  la  pression 
qu’il  exerce  en  vertu  des  forces  auxquelles  il  est  soumis , il 
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en  produit  une  autre  qui  dérive  de  son  élasticité.  On  a 
reconnu  que,  pour  la  même  température,  cette  pression, 
qu’on  appelle  la  force  élastique  du  fluide > était  propor- 
tionnelle à sa  densité.  En  supposant  donc  la  température 
constante,  si  l’on  nomme  n la  pression  exercée  sur  l’unité 
de  densité  ; lorsque  la  pression  est  2IT , la  densité  devient 
double  j lorsque  la  pression  est  3n,  la  densité  devient  triple , 
et  ainsi  de  suite.  De  sorte  que  si  la  densité  est  exprimée 
par  ç,  la  pression  doit  l’être  par  riçj  en  appelant  p cette 
pression , nous  aurons 

/>  = nç. . . (393). 

La  densité  étant  mesurée  par  la  matière  renfermée  dans 
un  cube  dont  l’une  des  faces  serait  égaie  à l’unité  de  sur- 
face , p représentera , comme  précédemment , la  pression 
exercée  sur  l’unité  de  surface. 

549.  En  combinant  l’équation  (393)  av^ec  l’équation 
dp  — ç ( Xdx  + Y dy  + Z dz) , 

on  obtiendra 

dp Xdx  -f-  Ydy  -}-  Z dz 

p n 

intégrant,  il  viendra 


Xdx  Y dy  Zdz 

n 


~j-  G. 


55o.  L’équation  ( 386  ) subsistant  comme  dans  le  cas  des 
fluides  incompressibles,  nous  en  conclurons  , de  même  que 
dans  l’art.  546,  que  lorsque  p est  constant,  ç doit  l’être 
aussi;  par  conséquent  l’équation  (3g3)  nous  donnera,  dans 
cette  hypothèse, 

F]  ^ constante. 


Ainsi,  en  considérant  p et  la  densité  comme  constans  pour 
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une  partie  déterminée  du  fluide  , nous  pourrons  mettre 
n en  dehors  du  signe  d’intégration , et  en  représentant  par 
log  C'  la  constante , nous  aurons 

iog  p = /0M»+.y+zA)  + log  c, . 

multipliant  la  fraction  qui  entre  dans  cette  équation  par 
log  e qui  équivaut  à l’unité,  et  changeant  le  coefficient  en 
exposant,  on  aura 

f(Xdx  -f-  Ydy-{~  Zdz ) 

log  p = loge  n -f-ïogC'; 

observant  que  la  somme  des  logarithmes  est  égale  au  lo- 
garithme de  leur  produit,  nous  trouverons,  en  simplifiant 
la  formule  d’après  cette  considération  , et  en  passant  aux 
nombres , 

f(Xdx  •+-  Ydy  -f-  Z dz) 

p =■  Ce  ^ 

Si  l’on  substitue  cette  valeur  dans  l’équation  (393),  on  ob- 
tiendra 

f (Xdx  -f-  Y dy  4-  Tudz) 

Ce  11 


La  température  du  fluide  étant  supposée  constante,  art.  548, 
cette  équation  donnera  la  valeur  de  la  densité  d’une  couche 
de  niveau  du  fluide;  car  il  faut  observer  que  ce  que  nous 
avons  dit,  art.  546  et  547,  des  couches  de  niveau  des  lluides 
incompressibles  hétérogènes , peut  se  rapporter  aussi  bien 
aux  fluides  élastiques,  puisque  cette  théorie  des  couches  de 
niveau  est  déduite  de  l’équalion  générale  des  fluides,  mo- 
difiée d’après  l’hypothèse  de  p constant,  dans  une  certaine 
étendue  de  la  masse  fluide. 

55i.  Observons  qu’on  ne  pourrait  déduire  également 
l’équation 
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(' Xdx  -f-  Ydy  -f-  Z dz)  " o 

de  l’hypothèse  de  p nul;  car  lorsqu’on  a p~  o,  l’équa- 
tion (3g3)  nous  montre  que,  dans  ce  cas,  la  densité  du 
fluide  élastique  doit  être  aussi  nulle,  hypothèse  qui  détrui- 
rait l’existence  du  fluide. 

Ainsi,  dans  un  fluide  élastique,  la  pression  ne  peut  être 
nulle  à la  surface,  comme  dans  les  fluides  incompressibles. 

De  la  pression  des  fluides  pesans. 

552.  Proposons-nous  d’examiner  maintenant  le  cas  où 
la  force  accélératrice  qui  agit  sur  un  fluide , est  la  pesan- 
teur. Pour  cet  effet,  considérons  un  yase  ouyert  à sa  partie 
supérieure,  et  qui  repose  sur  un  plan  horizontal  : ce  vase 
étant  rempli  d’eau  jusqu’à  une  certaine  hauteur,  la  surface 
du  fluide  sera  horizontale , ainsi  que  nous  l’avons  démon- 
tré. Prenons-la  pour  plan  des  x , et  comme  la  pesanteur 
est  ici  la  seule  force  accélératrice,  nous  aurons 

X=TO,  Y = 0,  Z—gj 

et  l’équation  (386)  deviendra 

dp  egdz. 

Regardant  la  densité  comme  constante,  ainsi  que  la  gravité, 
on  tirera  de  cette  équation  , en  l’intégrant , 

P = çg'z  + C...  (395). 

Lorsque  z — o , la  pression  devant  être  nulle  à la  surface 
du  fluide  incompressible  , on  aura  C = o ; ce  qui  réduira 
l’équation  (3g5)  à 

p~  igz. . . (3g6). 

553.  Si  l’on  mène  dans  l’intérieur  du  fluide  un  plan 
horizontal , tous  les  points  situés  sur  ce  plan  auront  leurs 
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ordonnées  dans  le  sens  des  z,  égales  entre  elles;  d’où  il 
suit  que,  pour  tous  ces  points,  la  pression  p = egz  sera 
la  même. 

554.  Soit  h la  distance  comprise  entre  le  niveau  de 
l’eau  et  le  plan  horizontal  sur  lequel  repose  le  iluide , la 
pression  que  supportera  l’unité  de  surface  de  la  base,  sera 
déterminée  par  l’équation  ( 3g6  ) , dans  laquelle  on  chan- 
gera z en  h\  ce  qui  donnera 

p — ^gh...  (397). 

Nommons  P la  pression  que  supporte  la  hase  totale  com- 
posée d’un  nombre  b d’unités  de  surface  ; il  faudra  que 
P contienne  b de  fois  p\  on  aura  donc 

P = bp . . . (3g8)  ; 

et  en  mettant  pour  p sa  valeur,  équat.  3g^ , il  viendra 

p = (ghb...  (399). 

Or , b h représente  le  volume  d’un  prisme  qui  a b pour 
hase  et  h pour  hauteur  ; en  multipliant  ce  volume  par  la 
densité  ç , on  a la  masse  de  ce  prisme,  art.  162;  par  con- 
séquent, art.  i63  , çghb  en  est  le  poids;  d’où  il  suit  que 
la  base  b supporte  une  pression  égale  au  poids  du  volume 
du  prisme  du  fluide  qui  repose  sur  cette  hase. 

555.  La  pression  P ne  dépendant,  pour  le  même  fluide, 
que  de  la  hase  b et  de  la  hauteur  h du  fluide,  il  en  résulte 

que  des  vases  (fig.  221)  remplis  du  même  fluide,  mais  de  Fie:. 22*, 
hases  et  de  hauteurs  égales,  supportent  la  même  pression 
sur  leurs  hases,  quoique  les  aires  latérales  de  ces  vases 
soient  de  formes  différentes. 

556.  A l’égard  de  la  pression  que  le  vase  éprouve  sur  ses 
faces  latérales  , nommons  du  l’élément  abfe  de  cette  sur- 
face ( Gg.  122),  et  z la  distance  au  niveau  de  l’eau,  la  Fig.  122* 
pression  p que  supporte  l’unité  de  surface  de  l’élément  du, 
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sera  donnée  par  l’équation  (3q6)  ; mettant  cette  valeur 
dans  la  formule  (398),  et  observant  que  b doit  être  rem- 
placé par  la  surface  élémentaire  abfe  , nous  aurons  çgzda 
pour  une  des  forces  élémentaires  parallèles  qui  composent 
P,  donc 

P = Jïgzd”- 

Cette  expression  contenant  deux  variables  z et  a,  il  ne  s’a- 
gira plus  que  de  les  réduire  à une  seule,  pour  que  l’inté- 
gration puisse  s’effectuer.  C’est  à quoi  l’on  parviendra  lors- 
que la  surface  a sera  donnée.  Cherchons,  par  exemple,  la 
Fig  1 22.  pression  exercée  sur  le  rectangle  ABDC  (fig.  122)  incliné 
à l’horizon.  Il  est  certain  que  si  le  vase  était  plein,  la  droite 
horizontale  CD  serait  au  niveau  de  l’eau*,  mais,  pour  plus 
de  généralité,  nous  supposerons  que  CD  soit  au-dessous  du 
niveau  de  l’eau.  Nommons  b la  base  AB  du  rectangle  ABDC, 
et  l sa  longueur  BD;  si  l’on  partage  le  rectangle  en  une 
infinité  de  tranches  horizontales,  la  pression  sera  la  même 
sur  tous  les  points  de  l’une  de  ces  tranches,  équat.  (396). 
Représentons  par  v la  distance  D/*  d’une  tranche  quel- 
conque af  à la  base  supérieure  CD , du  sera  la  hauteur  ae 
de  cette  tranche;  par  conséquent  l’élément  de  la  surface 
ABDC  sera 

ab  X ae  = bdu  ; 

substituant  cette  valeur  à la  place  de  du  dans  l’expres- 
sion f.çgzda,  on  aura 

fçgzd*  — fçgzbdv  ; 

ce  sera  la  pression  exercée  sur  l’aire  ABCD.  On  prendra 
l’intégrale  depuis  v — o jusqu’à  c ~ , lorsqu’on  l’aura 
réduite  à ne  contenir  qu’une  seule  variable.  Pour  y par- 
venir, soient  ç l’angle  que  fait  le  plan  ABDC  avec  la  ver- 
ticale NL , et  a la  distance  DN  de  la  base  supérieure  CD 
au  niveau  de  l’eau,  nous  aurons 
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ou 


K/,  ou  LN  = DL  + DN , 
z = p cos  <p  -f-  a ; 


par  conséquent  la  formule  à intégrer  sera 

P ~'fîg  (y  cos  <?  4-  a)  bdpj 

effectuant  1 intégration  indiquée,  on  trouvera 

P ==  çgb  (s  cos  ç 4-  ce)  -f  C ; 

prenant  l’intégrale  entre  les  limites  v = o et  v~ly  on 
aura  v 

P = çgb  (t  l2  cos  (p  -f-  g/). 


5j8.  Cherchons  maintenant  le  point  où  cette  pression 
doit  être  appliquée  : on  voit  d’abord  que  ce  point  d’appli- 
cation doit  être  situé  sur  la  droite  EJi  qui  partage  les 
cotés  AB  et  CD  en  deux  parties  égajes.  Il  nous  reste  donc 
a déterminer  sur  la  droite  EH,  le  point  G-  où  cette  pres- 
sion doit  être  appliquée. 

Pour  cet  effet  , nous  regarderons  les  pressions  exercées 
sur  tous  les  points  de  la  surface  ABDC  comme  des  forces 
parallèles'.  En  prenant  les  momens  des  éîémens  de  cette 
surface,  par  rapport  à la  droite  horizontale  CD,  la  pres- 
sion que  supporte  l’élément  abfe  étant  çgzbdp , son  mo- 
ment sera  çgzbdp  X sin  <p  ■ e t en  nommant  la  distance 
EG  de  CD  au  centre  de  pression,  nous  aurons  par  la  théorie 
des  momens, 


P p / s*n  $ ■ — sin  ç f \gzbdp  y ou  P p j m f çgzbpdp  • 
mettant  dans  cette  intégrale  la  valeur  de  z:  on  trouvera 

= cos  (p  p2dp  -|-  apdv)  ; 


donc 


PK  = igb  (cos  (f  .y  + 44  + C , 
Èlém.  dé  Mécanique . 


*4 
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et  en  intégrant  entre  les  limites  v = o et  v = /,  on  aura 

„ ; / l3  , 

P>'J=&t’{cos<P-3  +~  J ■ 

Mettant  pour  P sa  valeur  et  divisant  par  l facteur  com- 
mun, on  trouvera 

C . al 
c°s9.3+- 

^ = 1 * 

cos  <p . — f-  a 
2 

Ayant  trouvé,  par  un  procédé  analogue,  les  pressions 
exercées  sur  les  autres  faces  latérales , et  sur  celle  de  la 
base,  et  leurs  centres  d’application,  on  prendra  la  résul- 
tante de  toutes  ces  forces  pour  avoir  la  pression  totale. 

559.  Considérons  maintenant  un  corps  plongé  dans  un 
fluide  pesant  homogène  : la  pression  que  ce  fluide  exerce 
contre  une  portion  quelconque  de  la  surface  de  ce  corps, 
se  déterminera  de  la  même  manière  que  celle  qui  agit  contre 
les  parois  du  vase;  mais  lorsqu’on  voudra  trouver  la  pres- 
sion totale , on  fera  usage  des  propositions  suivantes  que 
nous  allons  démontrer  : 

i°.  Les  diverses  pressions  qui  agissent  sur  le  co?ps 
ont  une  résultante  unique  qui  agit  verticalement et  tend 
à le  presser  dans  un  sens  opposé  ci  celui  de  la  pesanteur ; 

2°.  Les  pressions  horizontales  se  détruisent  ; 

3°.  L3 intensité  de  la  résultante  de  toutes  les  pressions  est 
égale  au  poids  du  volume  du  fluide  déplacé  ; 

4°.  Cette  résultante  de  toutes  les  pressions  passe  par  le 
centre  de  gravité  du  volume  du  fluide  déplacé  ; et  comme 
elle  cigit  verticalement sa  direction  est  déterminée . 

Fig.  223.  Pour  démontrer  ces  propositions , considérons  (fig.  223) 
un  fluide  pesant  renfermé  dans  le  vase  ADE , dans  lequel 
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;1  est  en  .kjullibre;  et  imaginons  que  tout  à coup  une  par- 
, t.e  KL  de  ce  flu.de  passe  de  l’état  fluide  à l’état  solide 
équilibré  ne  seca  pas  troublé.  Or  ce  solide  est  entraîné  cte 
auten  bas  par  une  force  verticale  égale  à son  poids  et 
appliquée  a son  centre  de  gravité;  cette  force  ne  peut 
ct.e  détruite  que  par  la  résultante  de  toutes  les  pressions 
no. males  que  le  fluide  exerce  contre  le  solide;  d’où  il  suit 
que  .a  résultante  de  toutes  les  pressions  normales  est  verti- 
cale et  doit  être  une  force  unique,  puisqu’elle  fait  équilibre 
a une  force  unique;  et  comme  la  résultante  de  toutes  les 
prions  est  verticale,  il  faut  que  les  forces  horizontales 
{note  treizième)  se  détruisent  mutuellement. 

Il  ne  peut  donc  y avoir  équilibre  entre  un  corps  et  le 
lu, de  dans  lequel  il. est  plongé,  que  lorsque  les  centres 
gravite  du  corp,  et  du  fluide  déplacé  sont  sur  la  même 
vei ticale,  condition  remplie  lorsque  le  corps  est  entière- 
ment plonge  dans  le  fluide,  parce  que  les  volumes  du  corps 
t u fluide  déplacé  sont  les  mêmes  : mais  si  le  corps 
n est  plonge  qu  en  partie,  son  centre  de  gravité  n’est  plus 
le  meme  que  celui  du  fluide  déplacé;  alors  il  faut  que  ces 
centies  de  gravite  soient  sur  la  même  verticale. 

56o.  Nommons  le  volume  du  fluide  déplacé,  et  / celui 
< u corps  qu.  y est  plongé  ; g la  densité  du  fluide,  et  g'  celle 
e u corps  i les  expressions  ggv  et  ^/exprimeront  les  poids 
u volume  du  fluide  déplacé  et  du  corps;  par  conséquent 

ans  notre  hypothèse  où  le  corps  est  entièrement  plongé 
dans  le  fluide,  nous  aurons  ° 

îgv  = çgv  ; 

et  comme  , = /,  il  faudra  que  les  densités  t et  g'  soient 

du  fl?-’ l"T  l'  ■ ^ dU  C°rpS  CSt  P'as  !éSei'  q»e  celui 

nuide  déplacé,  nous  aurons 

tgv'  <C  tgv  : 

24-  • 
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le  corps  remontera,  et  la  force  qui  le  fera  mouvoir  sera 

égale  à qgv  — g gv  . 

Si  au  contraire  on  a 

tgv  > Z8V  > 

le  corps  descendra,  et  la  force  qui  le  pressera  équivaudra 
à (gv  — igv> 

Par  conséquent  le  corps  descendra  comme  s’il  était  anime 
d’un  poids  (gv  — igv  égal  à la  différence  du  poids  du  corps 

sur  celui  du  fluide. 


Des  corps  flottans ; théorie  du  mètacentre ; des  oscillations 
des  corps  flottans  ; et  de  leur  stabilité . 

56i.  Les  propositions  que  nous  avons  démontrées  art.  55g  et  56o  éta- 
blissent ces  deux  principes , qui  servent  de  fondement  à toute  la  théorie 

des  corps  flottans  : „ . „ 

Lorsqu'un  corps  est  plongé  dans  l’eau,  il  ne  peut  rester  en. 
équilibre  h moins  que  son  centre  de  gravite  et  celui  du  fluide  dé- 
placé ne  soient  sur  une  même  verticale; 

a".  La  masse  d’eau  qui  remplit  la  partie  submergea  est  de  meme 

■poids  que  celui  du  corps  entier.  • d 

H C’est  par  ce  second  principe  qu’on  évalue  le  poids  d un  navire.  Pour 
cela  on  mesure  la  capacité  de  la  partie  submergée  , et  l’on  compte  autant 
de  kilogrammes  qu’elle  contient  de  décimètres  cubes,  ou  autant  de  fois 
7o  livres  d’eau  qu’elle  contient  de  pieds  cubes. 

" 562.  Quoique  le  mot  carène  ne  s’applique  guère  qu’à  un  vaisseau, 
nous  lui  donnerons  un  sens  beaucoup  plus  général  en  désignant  ainsi  la 
partie  du  corps  flottant  qui  est  plongée  dans  un  fluide,  et  qu  on  nomme 
quelquefois  Le  creux.  La  carène  est  terminée  par  le  plan  de  flottaison, 
qui  la  sépare  du  reste  du  corps  : le  plan  de  flottaison  n’est  donc  autre 
chose  que  la  section  du  corps  flottant  par  le  plan  du  niveau  de  1 eau. 

563.  Nous  avons  vu,  art.  56o , qu’en  nommant  le  volume  tlu  fluide 
déplacé,  P sa  densité,  et  g la  pesanteur,  le  poids  P d’un  corps  A 
ic  aaî  (A?-  22d)  qui  surnage  sur  un  fluide,  était  contrebalance  par  une  force 
verticale  égale  h pgu,  et  que  , pour  que  ces  deux  forces  se  missent  en  équi- 
libré, il  fallait  qu’une  partie  ABD  de  ce  corps  restât  dans  1 eau  ; c est 
donc  cette  partie  ABD  qui  est  la  carène. 
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5G4-  Si  le  corps  flottant  est  homogène,  et  qu’il  en  soit  de  même  du 
fluide,  le  centre  de  gravite  de  la  carène  coïncidera  avec  celui  de  la  partie 
déplacée  du  fluide  ; car  en  supposant  que  la  densité  du  fluide  soit  la 
n icme  partie  de  celle  du  corps,  chaque  molécule  déplacée  vaudra  la  nieme 
partie  de  celle  qui  la  remplacera,  et  la  résultante  des  deux  molécules 
égales  m et  ni  du  fluide  n’en  passera  pas  moins  par  le  milieu  de  la  ligne 
qui  les  sépare,  lotsqu’au  lieu  d’être  m et  m',  elles  deviendront  mxn  et 
ni'  xn  • et  comme  en  général  toutes  leS  distances  respectives  des  points 
ni,  m',  m",  etc.  , seront  les  mêmes  dans  les  deux  hypothèses,  il  s’en- 
suit que  le  point  d’application  de  la  résultante  de  toutes  ces  molécules, 
c’est-à-dire  que  les  centres  de  gravité  coïncideront. 

565.  A l’égard  du  corps  entier,  s’il  est  homogène,  son  centre  de  gra- 
vité G (fig.  2'i'i)  sera  situé  au-dessus  du  centre  de  gravité  O de  la  ca- 
rène. En  effet,  soit  g le  centre  de  gravité  de  la  partie  qui  sort  de  l’eau  . 
le  centre  de  gravite  G du  corps  entier  se  trouvera  sur  la  ligne  g O qui  unit 
les  centres  de  gravité  g et  O;  donc  il  sera  situé  dans  l’intervalle  de  g 
à O , et  par  conséquent  se  trouvera  au-dessus  de  O. 

566.  Mais  si  le  corps  flottant  est  hétérogène,  il  peut  bien  arriver  que 
le  centre  de  gravité  G du  corps  flottant  soit  au-dessous  de  celui  de  la 
carène.  Pour  le  concevoir,  il  faut  remarquer  que  si  l’équilibre  se  main- 
tient, on  a,  art.  56i, 


Poids  d'une  masse  d'eau  de 
même  vol.  que  la  carène 


î 


Poids  du  corps  flottant. 


Or,  cette  équation  ne  nécessite  pas  que  le  poids  du  corps  soit  uniformé- 
ment distribué  dans  toute  l’étendue  du  volume  5 donc,  en  supposant  le 
corps  hétérogène,  il  est  possible  que  la  majeure  partie  du  poids  soit  con- 
centrée dans  une  partie  très  peu  étendue  , et  qui  fasse  que  le  centre  de  gra- 
vité G de  tout  le  corps  flottant  se  trouve  au-dessous  du  centre  de  gravité 
O de  la  carène.  - * 

567.  Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  le  centre  de  gravité  du  corps 
peut  se  trouver  tantôt  au-dessus,  tantôt  au-dessous  de  celui  de  la  carène. 

X.  ' •> 

568.  Lorsque  la  carène  est  plus  légère  que  le  volume  d’eau  qu’elle  dé- 
place, elle  ne  se  maintient  donc  en  équilibre  que  parce  que  le  poids 
du  reste  du  corps  fait  compensation  à la  différence  du  poids  du  volume  de 
l’eau  déplacée,  et  de  celui  de  la  carène.  Si  l’on  augmente  ensuite  la  charge 
que  supporte  le  corps  flottant,  il  s’enfoncera  encore  plus,  art.  56o , jus- 
qu’à ce  que  l’eau  déplacée  ait  rétabli  l’équilibre,  et  que  la  masse  d’eau 

, que  remplace  la  carène  soit  égale  au  poids  du  corps  flottant. 

INommons  M ce  poids;  nous  le  considérerons  comme  une  force  ap- 
pliquée au  centre  de  gravité  O de  la  carcnc,  et  agissant  dans  uncdirec 


Eig.aa^. 


n / 
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Don  .verticale.  Supposons  maintenant  que  Je  corps  flottant  plonge  en 

Î^ÜC  danS  im  f!uide  soit  un  Peu  incline,  et  que  Ja  ligne  de  niveau 
' ^ 22^)>  qui  indique  le  profil  de  la  coupe  h fleur  d’eau  du  corps 

flottant,  se  trouve  remplacée  par  ab  ; la  force  M appliquée  en  O,  perpen- 
diculairement a ab , représentera  la  poussée  du  fluide,  et  agira  de  bas 
en  haut,  comme  nous  l’avons  vu  art.  55q.  Par  conséquent,  cette  force 
étant  multipliée  par  Ja  perpendiculaire  GL  menée  du  centre  de  gravite 
sur  sa  direction,  donnera  MxGL  pour  son  moment,  par  rapport  au 
point  G,-  remplaçant  GL  par  GO  sin  LOG,  ce  moment  deviendra 

M.GO  sin  LOG. 

Or,  l’angle  LOG  forme  par  deux  perpendiculaires  aux  droites  AB  et  ab, 
étant  le  meme  que  l’angle  BC6  forme  par  ces  droites,  si  nous  désignons 
cet  angle  par  9 , et  si  nous  appelons  A la  distance  OG  du  centre  de 
gravite  de  la  carène  h celui  du  corps  flottant,  notre  moment  deviendra 

M . A sin  9. 

Ce  moment  calcule  en  regardant  la  poussée  de  l’eau  comme  une  force 

positive,  agirait  en  sens  contraire  si  le  point  G tombait  au-dessous 

de  O. 

Si  1 on  augmente  le  facteur  sin  9,  il  est  évident  que  le  moment  aug- 
mentera aussi,  et  qu’il  en  sera  de  même  de  l’angle  9 d’inclinaison;  mais 
plus  cet  angle  d’inclinaison  est  grand,  plus  le  corps  flottant  tendra  à être 
submergé.  Si,  au  contraire,  l’angle  9 reste  le  même,  c’est  du  facteur 
31.  A que  dépend  1 intensité  du  moment  M.  A sin  9.  Euler  donne  le  nom 
de  stabilité  a ce  facteur,  parce  qu’il  peut  servir  à évaluer  le  degré  de  sta- 
bilité d’un  corps  flottant,  comme  nous  allons  le  voir. 

Ot’Q.  En  effet,  soit  F une  iorce  dont  le  moment  pris  par  rapport  an 
point  G serait  capable  de  détruire  l’effet  de  M.Asin9,  le  moment  de 
cette  force  se  trouvera  en  abaissant  la  perpendiculaire  GK  sur  sa  direc- 
tion KR;  et  en  nommant  k cette  perpendiculaire,  le  produit  AF  sera 
donc  le  moment  cherché.  Or,  ce  moment  étant  égal  à celui  que  nous 
avons  précédemment  déterminé,  puisque  par  hypothèse  toutes  les  forces 
sont  réduites  à M et  à F, nous  aurons 


d’ou  l’on  tirera 


AF  M.A  sin  9 
sm  9 — 

1VI.A 


5ço.  Pour  appliquer  cette  formule  h un  navire,  supposons  que  l’on 
veudle  que  l’angle  d’inclinaison  ne  surpasse  pas  io°  (divis.  sexag.),  on 
prendra  AF  pour  unité,  et  remplaçant  sin  9 par  le  sinus  de  i0o  qui  est 
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d environ  ,l07i*0-,  fraction  h laquelle  nous  substituerons  J,  qui  en  diffère 
fort  peu,  et  nous  aurons 

. __ 

Si  i on  prend  un  nombre  de  degrés  moindre  que  io,  le  sinus  diminuant , 
il  en  sera  de  même  de  la  fraction  qui  en  est  la  valeur  : par  exemple,  si 
l’angle  est  de  90,  la  fraction  sera 

1 564  _ 1 

10000  (j  -f-  une  fraction' 

II  suit  de  la  que,  pour  un  angle  d’inclinaison  au-dessous  de  îo°  (on  ne 
compte  pas  les  minutes),  la  stabilité  M.A  doit  surpasser  six  fois  le  plus 
grand  effort  que  supporte  ]e  navire. 

Examinons  maintenant  de  quelle  manière  le  poids  de  l’eau  se  met  en 
équilibre  avec  la  poussée  du  fluide. 

5;  1.  Pour  cela,  supposons  qu’un  corps  dont  une  partie  surnage  sur 
un  fluide  sorte  de^  son  état  d’équilibre  par  une  légère  impulsion  • la  ca- 
rène (fig.  226),  qui  était  ADB , deviendra  aDè,  et  le  centre  de  gravité  G p-  r 
n’aura  pas  changé,  car  c’est  en  ce  point  que  se  réunissent  l’action  de  la  'S‘ 
poussée  de  l’eau  et  du  poids  du  corps  : ces  forces,  si  elles  ne  se  détruisent 
pas,  ne  pourront  qu  établir  un  mouvement  circulaire  autour  du  point 
G.  A 1 ci>ard  du  centre  de  gravité  O , on  voit  qu’il  se  rapprochera  de  la 
parue  BA  du  ço'rps  ; car,  puisqu’il  était  en  O lorsque  la  carène  était 
ADB,  fl  faudra,  lorsque  cette  carène  sera  diminuée  de  aCA  et  au- 
gmentée de  ACB,  que  son  centre  de  gravité  o se  trouve  plus  près  de  la 
partie  qui  a été  ajoutée  à la  carène.  Menons  par  le  point  o et  le  point 
G les  perpendiculaires  oi  et  GA  sur  le  nouveau  plan  de  niveau  ab. 

Comme  ces  deux  forces  appartiennent  à un  même  système,  elles  doivent, 
dans  le  cas  de  l’équilibre  , être  égales  et  directement  opposées.  Cette 
dernière  condition  est  remplie  lorsque  les  points  A et  i coïncident; 
mais,  lorsque  ces  points  11e  se  confondent  pas,  il  pourra  arriver  deux 
cas,  selon  que  Je  point  A tombera  entre  C et  i,  ou  que  i tombera  entre 
C et  A.  Dans  le  premier  cas,  le  poids  du  corps  qui  agit  de  G vers  A , 
et  la  poussée  de  1 eau  qui  agit  de  o en  i,  étant  considérés  comme  deux 
forces  égales  appliquées  aux  points  A et  i de  la  droite  C 'b;  on  voit  que  la 
première  tendra  à rapprocher  C b de  CB,  et  la  seconde  h écarter  ces  lignes 
1 une  de  1 autre,  mais  que  cette  dernière  force  l’emportera,  parce  qu’elle 
agit  sur  un  plus  grand  bras  de  levier.  Donc,  dans  ce  cas,  le  corps  ten- 
dra a s élever  du  cote  de  B,  et  par  conséquent  à reprendre  sa  position 
• primitive,  et  sera  dans  un  état  d’équilibre  stable. 

Au  contraire,  si  le  point  i tombe  entre  C et  A,  CA  étant  plus  grand 
que  O,  le  poids  uu  corps  1 emportera  sur  la  poussée  de  l’eau,  et  alors 
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ia  partie  qui  était  plongée  dans  l’eau  tendra  à s’y  enfoncer  davantage, 
te  qui  constituera  un  état  d’équilibre  instantané. 

072.  Si  l’on  compare  maintenant  la  poussée  du  fluide  à ce  qu’elle 
était  dans  sa  position  primitive , on  verra  que  Jes  lignes  OG  et  oi  sont 
perpendiculaires  à AB  et  à ab;  elles  forment  donc  entre  elles  un  angle 
égal  à ACB.  Par  conséquent  ces  lignes  se  rencontrent  nécessairement  en 
un  certain  point  m , qu’on  appelle  le  métacentre . Il  suit  de  l’art.  5yi 
Fig.  027.  fiuc  3 lorsque  G est  au-dessous  de  m (fig.  227),  l’extrémité  A de  la  per- 
pendiculaire GA'  abaissée  sur  ab , tombant  entre  C et  i , l’équilibre  dans 
ce  cas  est  stable  5 mais  il  est  instantané  quand  G se  trouve  au-dessus  de 
ni;  car  alors  la  distance  de  C en  A surpasse  celle  de  C en  i. 

5^3.  Cherchons  maintenant  à déterminer  le  métacentre.  ISTous  avons  vu 
que  ce  point  se  trouvait  sur  la  verticale  menée  par  les  centres  de  gravité 
du  corps  et  de  la  carène.  La  question  se  réduit  donc  à trouver  la  distance 
du  métacentre  h l’un  des  points  G et  O qui  sont  censés  connus  de  position. 

Pour  cela,  remarquons  d’abord  que,  lorsque  le  plan  dont  AB  indique 
Fig. 228.  le  profil  (fig. 228)  prend  la  position  ab  très  peu  inclinée,  la  partie  AC«  delà 
carène  sort  de  l’eau,  tandis  que  la  partie  ACB  se  trouve  submergée.  Les 
carènes  qui  appartiennent  h ces  deux  positions  ont  donc  une  partie  com- 
mune dans  le  corps  intermédiaire  «CBD;  par  conséquent  on  a (*) 

ancienne  carène  = corps  intermédiaire  tfCBD  -h  ACa, 
nouvelle  carène  = corps  intermédiaire  a C B D -f-  ACB. 

i 

Or,  si  nous  nommons  y,  g et  g'  les  centres  de  gravité  du  corps  intermé- 
diaire, du  corps  enlevé  nCA  et  du  corps  ACB  ajouté  à la  carène,  et  que 
nous  appliquions  h ces  centres  de  gravité  des  forces  proportionnelles  aux 
poids  de  ces  solides,  le  centre  de  gravité  O de  l’ancienne  carène  divisera 


Fig.  229.  (*)  Il  est  à observer  que  lorsque  CB  vient  en  C b (fig.  229),  la  ligne  BR, 

menée  des  extrémités  B et  R de  l’ancienne  carène,  vient  en  br  ; il  reste 
donc  dans  le  secteur  BCA,  l’espace  vide  B bq  ; mais  nous  n’en  tenons  pas 
compte,  parce  que  cet  espace  est  très  petit.  En  effet,  les  triangles  qB s, 
C bq  étant  semblables  à cause  des  angles  opposés  au  sommet,  et  des  an- 
gles égaux  CBR. , CA/’,  donnent  qsb  = C = 9 ; donc  le  côté  qb  opposé 
à l’angle  qsb  est  très  petit;  et  comme  AB  l’est  aussi,  il  en  est  de  meme 
du  3e  côté  bq  du  triangle  AqB,  et  par  suite  de  sa  hauteur  et  de  son  aire. 
Si  ô est  un  infiniment  petit,  cette  aire  en  devient  donc  un  du  2e  ordre, 
qui , à l’égard  du  secteur  CBA  , est  nul , et  l’est  également  lorsqu’on  sub- 
stitue h la  corde  br  l’arc  de  courbe  br,  puisque  l’espace  vide  est  encore 
Fig*  22b-  plus  petit.  Une  remarque  analogue  s’applique  au  secteur  AC<?  (fig.  228}. 
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la  ligne  gy  en  raison  inverse  des  forces  appliquées  à ces  points;  il  en  sera  tig.aaS 
de  meme  de  la  ligne  g y à l’egard  du  point  o ; de  sorte  que  nous  aurons 


vol.  du  corps  intermédiaire  «CBD  \ vol.  a CA  ‘.l  Og  ; O^.  . . (4°°)> 
vol.  du  corps  intermédiaire  «CBD  1 vol.  Z>CB  og'  \ oy. . . (qoi)  ; 


mais  les  seconds  termes  de  ces  proportions  sont  identiques  ; car  si  le 
corps  llottant  est  en  équilibré  dans  sa  nouvelle  position,  il  faudra, 
puisqu’il  n’a  pas  changé  de  poids  , qu’il  déplace  la  même  quantité 
d’eau:  donc  les  deux  carènes  seront  égalés  en  volume,  et,  à cause 
de  la  partie  commune  «CBD,  il  en  sera  de  même  des  solides  «CA  et 
Z>CB  , qui,  eussent- ils  des  formes  différentes,  seraient  encore  égaux. 
Par  conséquent  on  déduira  des  proportions  (4oo)  et  (4oi) 


Og  : og'  ::  Oy  : oy; 

ce  qui  nous  montre  que  les  droites  gy  et  g'y  sont  coupées  proportion- 
nellement par  la  droite  O o,  qui,  par  conséquent,  est  parallèle  à gg' . 

Or,  le  nouveau  plan  de  flottaison  ayant  une  inclinaison  très  petite, 
on  peut  regarder  l’épaisseur  des  volumes  Z/CB,  AC«  comme  nulle,  et  par 
conséquent  admettre  que  la  droite  gg'  se  trouve  dans  le  premier  plan  de 
flottaison;  et  puisque  Oo  est  parallèle  h gg',  il  s’ensuit  que  cette  droite 
sera  aussi  parallèle  au  plan  de  flottaison. 

5^4'  Pour  déterminer  Oo,  on  tirera  de  la  proportion  (4oo) 
vol.  intermédiaire  «CBD  -f-  vol  «CA  : vol.  «CA  Og Oy  : Oy, 


ou 


vol.  de  V ancienne  carène  \ vol.  «CA  \ * gy  l O^; 
mais  les  triangles  semblables  g g' y et  Ooy,  nous  donnent 

gy  : Oy  ::  g g'  : Oo. 

En  comparant  cette  proportion  h la  précédente,  on  en  déduit 
la  carène  * vol.  «CA  **  gg'  * Oo...  (402); 


donc 


rk  VnL  oCA  X gg'  rr  os 

O 0 = 7 — . . (4od). 

vol.  caréné 


5;5.  Connaissant  Oo,  il  est  facile  d’obtenir  Orn  (fig.  23o)  ; car  les  Fig.  a3o 
droites  O m et  om  étant  perpendiculaires  à CA  et  h C« , si,  parce  que  les 
angles  C et  m sont  très  petits,  nous  regardons  les  triangles  A«C  et  Oom 
comme  isoscèlcs  , ces  triangles  seront  semblables  , et  donneront 

arc  A a l Oo  y C « ! mO  ; 


d’ou  l'on  tirera 


rnO 


Oo  x C« 


..  <4o.j). 


arc  A a 


Fig 


JT  1er 

X 


Fi 


'S 


Fia, 

JL  l0i 


Fig. 
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576.  Déterminons  maintenant  les  valeurs  analytiques  de  O o et  de  rn(). 
Pour  cet  effet , remarquons  que  la  surface  supérieure  AB  (fig.  281)  de  la 
carène  primitive  qui  était  au  niveau  de  l’eau,  a été  remplacée  par  la  sur- 
face supérieure  de  la  nouvelle  carène,  de  telle  manière,  que  l’extrémité  A 
s eleve  hors  de  l’eau,  tandis  que  l’autre  extrémité  B y est  plongée  : ces  deux 
plans  de  niveau  , coupés  par  un  plan  vertical,  donnent  la  section  AC  a de  la 
228.  figure  228  j et  si  nops  continuons  à mener  des  plans  parallèles  verticaux, 
,23  t.  nous  partagerons  le  solide  compris  entre  les  plans  KAL  et  KnL  (fig.  23i) 
en  une  infinité  de  tranches  parallèles  au  plan  ACn. 

Or,  il  est  évident  que  lorsque  le  plan  KAL,  qui  était  à la  surface  de 
l’eau,  s’est  élevé  hors  de  cette  surface,  et  a tourné  autour  de  KL  comme 
„ autour  dW  charnière,  chaque  droite,  telle  que  CA,  a décrit  un  petit 
201.  arc  de  cercle;  de  sorte  que  les  sections  des  plans  ALB,  ahb  (fig.  a3i), 
par  nos  plans  parallèles,  seront  les  secteurs  ACrz , A'C'a',  A1' C"a"  etc. 
(fig.  232).  Or , si  nous  prenons  la  commune  section  KL  pour  axe  des  x , 
et  que  nous  placions  l’axe  des  y perpendiculairement  à celui  des  a:  dans 
Je  plan  KAL,  les  ordonnées  y seront  les  perpendiculaires  AC , AC', 
AC  , etc.  Cela  posé,  l’angle  infiniment  petit  formé  par  les  plans  KAL, 
KaL  étant  partout  le  meme,  nommons  cc  l’arc  qui  le  mesure  et|qui  est 
décrit  avec  le  rayon  . 1,  nous  trouverons  Tare  de  secteur  par  la  pro- 
portion 

1 : ® II  AC,  ou  y : arc  A a ; 


d’oii  l’on  tirera 


arc  Aa  — a>y...  (qo5). 


Fig- 


226. 


Fig 

Fie. 


Fig- 

Fie. 


228. 
23  X. 

232. 

233. 


F'1  multipliant  cet  arc  par  la  moitié  du  rayon  y,  nous  aurons  ~ wy2  pour 
1 ane  de  ce  secteur.  Ce  secteur  à son  tour  étant  multiplié  par  la  petite 
épaisseur  CC ' — dx  3 comprise  entre  deux  secteurs  consécutifs,  nous  au- 
rons le  petit  solide 

Aaa' A'  — i my2Jx 

pour  le] émeut  dn  solide  que  nous  cherchons,  et  nous  trouverons 
(fig.  226) 

vol.  AC  CL  ==:  i co  fy2dx.  . . (qoG). 

« % 

Jd  sera  le  second  terme  de  la  proportion  ($02)  : à l’égard  du  troisième, 
I élément  v œy'dx  va  nous  le  faire  trouver.  En  effet,  la  droite  Cg 
(fi0.  220)  étant  la  distance  de  1 axe  KL  (fig.  23t),  au  centre  de  gravité 
de  1 onglet  K«LA , nous  déterminerons  cette  distance  en  prenant  la 
somme  des  momens  des  secteurs  élémentaires  par  rapport  à cet  axe. 

Or,  en  considérant  le  secteur  ACa  (fig.  232) , le  centre  de  gravité  g 
de  ce  secteur  se  trouve  sur  le  rayon  CR  = CA  (fig.  233) , h mm  distance 
de  C qui,  art.  184 , page  102  , a pour  expression 
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2  _ corde  Aa 

o CR  x t — ; 

S arc  Aa 

mais  l’angle  C étant  très  petit,  l’arc  est  égal  à la  corde  ; et  comme 
CR  est  égal  à CA,  c’est  - h -dire  à y (fig.  23i),  l’expression  précédente  Fig,u3r. 
nous  donne  jjr  pour  la  distance  du  centre  de  gravité  à l’axe  KL.  Multi- 
pliant le  solide  élémentaire  \a>y*dx  par  celte  distance,  le  moment  de  ce 
solide,  par  rapport  h l’axe  KL,  sera  donc  | ay3dx  j il  suif  de  ce  qui 
précède  que  l’on  aura 

f\u>y'1dx  — somme  des  solides  élémentaires , 
f 3 a>y3dx  — somme  des  momens  des  solides  élémentaires  ; 

donc,  par  la  propriété  des  momens,  la  distance  Çg  du  centre  de  gravité  Fig.  228. 
du  petit  corps  CAa  (fig.  228),  ou  KALa  (fig.  2.3i),  aura  pour  expression  Fig. 281. 

ü f \ ccy2dx  ’ 


et  comme  a>  est  une  constante,  on  peut  la  faire  passer  en  dehors  du  signe 
d intégration,  ainsi  que  les  fractions  numériques  5 et  alots  l’équation  pré- 
cédente se  réduit  à 

^ rifyzdx 

3  Jyzdx 

577.  Quand  , par  le  moyen  de  l’intégration,  on  aura  déterminé  Cg, 
la  même  formule  fera  connaître  la  valeur  de  Cg'  (fig.  228)5  niais,  si  le  Fig.  228. 
corps  flottant  a une  figure  symétrique,  comme  cela  a lieu  dans  les  na- 
vires , on  prendra 

Cg  = Cg'. 


Ainsi,  en  doublant  la  valeur  de  Cg,  nous  aurons 

4  fy^dx 


SS  = 


3 fy^dx 


(4°:)- 


A 1 égard  du  volume  de  la  carenc,  dont  l’expression  entre  aussi  dans  l’é- 
quation ^ 4°3  ) , on  le  déterminera  par  les  formules  connues  du  Calcul  pp, 
différentiel  lorsque  le  corps  sera  régulier.  Nommant  Y ce  volume,  nous 
en  substituerons  la  valeur  dans  l’équation  (4o3) , ainsi  que  celles  du  vo- 
lume ACa  (fig.  228)  et  de  gg',  données  par  les  équations  (4o 6J  et  (407),  et 
nous  trouverons 


o0 = ïîZr’if . 


Lnlin  , en  substituant  dans  1 équation  (404)  cette  valeur  ainsi  que  celle 
de  1 arc  Aa,  exprimée  par  1 équation  (4o5),  et  mettant  y à la  place  de 


38o 

CA,  nous  trouverons 
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m O = 


3 fy^dx 

3V 


Fi 


Cf 


O 


Telle  est  la  formule  qui  donne  la  distance  du  métacentre  au  centre  de 
gravite'  O de  la  carène. 

578.  Lorsque  le  corps  flottant  est  homogène  , et  que  les  sections  faites 
par  des  plftis  parallèles  verticaux  sont  des  figures  semblables,  on  peut 
déterminer  le  métacentre  par  une  formule  très  simple,  et  qui  dispense 
meme  de  recourir  à l’intégration.  Pour  la  démontrer,  soit  «a  la  super- 
. a3q.  £jcje  (je  |a  sect;on  (fig.  qu’on  est  censé  avoir  mesurée  par  des 

moyens  géométriques,  et  b la  demi-largeur  CA  de  c<  tte  section;  les 
autres  sections  A'E'B',  A"E"B",  etc.,  auront  pour  demi-largeurs  C'A', 
C"A",  etc.  , qui  sont  les  ordonnées  y de  la  courbe  KAL.  Ces  seciions 
étant  par  hypothèse  des  figures  semblables,  seront  proportionnelles  aux 
carrés  des  lignes  homologues,  et  par  conséquent  au  carré  des  ordonnées; 
on  aura  donc 


ou 


section  AEB  l section  A'E'B'  * * ACa  : A'C'*, 
rza  : section  A'E'B'  ::  Z/a  : y1  ; 


on  tire  de  cette  proportion 

section  A'E'B' 

b a 

L’épaisseur  CC'  ou  la  distance  d’une  section  à la  section  consécutive, 
étant  infiniment  mince,  si  nous  la  représentons  par  dx , nous  aurons 


a 


l.yï 

~b~ 


clx 


\ 


pour  l’élément  de  notre  tranche. 

579.  Soit  g le  centre  de  gravité  de  la  coupe  AEB  qui , parce  qu’elle 
est  symétrique,  se  trouve  sur  la  verticale  CE.  Ce  centre  de  gravité  étant 
déterminé,  nous  sommes  censés *tn  connaître  la  distance  au  niveau  du 
fluide.  Nommons  n cette  distance,  nous  aurons  encore,  en  vertu  de 
la  similitude  des  figures, 


donc 


f la  distance  n 'du  centre  de  gravité  de 
l la  coupe  A'E'B'  au  niveau  de  l’eau  ; 


Multipliant  cette  distance  par  la  coupe  élémentaire,  on  aura  pour  1# 
moment  de  cette  coupe,  par  rapport  au  niveau  de  l’eaq. 
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ny  a*y*  , 

t * tr  dx  ’ 


ri  a 5 


d’où  il  suit  que  -j—  fy^dx  sera  la  somme  de  tous  les  momens  prise  par 

rapport  au  niveau.  Cette  somme  devant  être  égale,  au  moment  du  centre 
de  gravité  de  tout  le  corps  par  rapport  au  même  plan  du  ni^j ^ de  l’eau, 
si  nous  nommons  G cette  distance  HG,  et  Y levolume  du  corps,  nous 
aurons 


V • G = ~rrff  3flx  » 


d’où  nous  tirerons 


G = 


HülfyZdx. 


Mais  nous  avons  vu,  art.  577,  que  la  distance  mO  du  métacentre  au 
centre  de  gravité  O de  la  carène  était  donnée  par  la  formule 


m 


o — . 
3V  ’ 


si  l’on  compare  entre  elles  ces  expressions,  on  aura 


na' 


ou 

d'où  l’on  tirera 


mO  ::  —fyidxi^fr'dz. 
G : mO  ::  3 na*  : 2&3; 

m°  = ï, <4°S)- 


58o.  Pour  donner  une  application  de  cette  formule  , proposons-nous 
de  trouver  le  métacentre  d’un  parallélépipède  rectangle  ML.  Soit  donc 
AK  (fig.  235)  la  >ection  de  ce  corps  par  le  niveau  de  l’eau,  qui  sera  pa-  ^ 
rallèle  au  plan  1NL,  le  corps  s’enfoncera  dans  l’eau  d’une  certaine  quan- 
tité AIN  dépendante  de  la  charge  qu’il  supporte  , de  sorte  que  ce  ne  sera 
que  l’expérience,  art.  56i , qui  pourra  déterminer  la  hauteur  AN  delà 
carène  • mais  dès  que  l’un  connaîtra  cette  hauteur,  on  trouvera  faci- 
lement la  coupe  que  nous  avons  représentée  par  a’;  car  toutes  les  coupes 
parallèles  à BN  étant ‘égales  à ce  parallélogramme,  nous  aurons 

a*  = AB  x CE. 

i 

D'un  autre  côté,  la  demi -largeur  de  la  coupe  étant  égale  à \ AB, 
on  a 

, £ = £ AB  = AC  ; 


ig.  235. 


et  comme  tons  1rs  centres  de  gravité  des  coupes  de  la  carène  sont  distans 


5 C> 
002 
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?“  "‘VeaU  fF  de  !’*»“  d’une  «gale  4 ï CE,  il  en  sera  de  même 

I u centre  de  gravite  G de  la  carène;  de  sorte  que  nous  aurons 

n = G = i CE. 

- Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  tfoS)  , nous  obtien, Irons  pour  la 
distance  d^metacentre  m au  centre  de  gravite  O de  la  carène, 

2AC3 


mO 


3AB  x CE  ' 


ou,  en  remplaçant  AB  par  aAC  et  en  réduisant. 

AO 


m O = 


3CE’ 


Par  exemple,  s,  la  demi-largeur  du  parallélépipède  est  de  g mètres  et  la 
hauteur  de  là  caréné  de  4 mètres,  on  trouvera  que  la  hauteur  du  méta- 
centre  au-dessus  du  centre  de  gravité  de  la  carène  est  de  6™  a et  si  l’on 
en  retranche  la  hauteur  de  la  carène,  il  restera  a”  £ pour  la  distance  du 
metacentre  au  niveau  de  l’eau;  ce  qui  montre  qu’,1  ne  faudrait  que  le 
centie  de  gravite  du  parallélépipède  s’élevât  au-dessus  de  a-|. 

, 58'-  Pour  sec°nde  application  de  la  formule  tfoS) , considérons  une  ca- 

3 ‘ rrenC,  d°n‘ COt’Pe  Verlicille  ABE  («S-  ^3fi)  est  un  triangle  AEB  rec- 
tangle en  C ; ce  triangle  étant,  par  hypothèse,  une  figure  symétrique 

côté  AB  'j°SC0  ”■  D°nc’  Sl  P011  abaisse  la  perpendiculaire  CE  sur  lé 
AB  la  similitude  des  triangles  AEB,  AEC  prouve  que  AEC  est 
aussi  isoscele , et  que  la  hauteur  EC  est  égale  à la  moitié  de  la  base  AB  ' 

' ouc  les  quantités  q„,  entrent  dans  les  formules  (4o8)  sont  dans  ce  cas , ’ 

a2  = aire  triangle  = AG2 
n ■-=(;  = > CE, 
b = AC  = CE  j 

inconséquent,  en  mettant  ces  valeurs  dans  cette  formule,  elle  se  ré- 

no  = 

3 ’ 

et  si  l’on  retranche  de  cette  valeur  la  distance  de  O au  niveau  AB  de 
1 eau,  comme  O est  au  tiers  rie  FF  j,  ^ ,•  3 , , , de 

restera  1 FF  1 r ’ 1 Part,r  (^e  base  du  triangle,  il 

Donc  la  ’ P°Ur  / S,an“  ”lC  Aa  œ8lacenlre  a“  de  l’eau. 

<°Zl  1 7e  Car7  SrTétriq"e  dont  !a  base  est  “ triangle  rec- 
sust’n  7 7T  Claque  C0Upe  ’"«««'■««  autanfau-des. 
dessous  CaU  U CmU'e  dB  *'“'**  de  la  ^ «»- 

S8*-  S!  n0”S  'TPbqnons  la  formule  (4o8)  au  corps  régulier  dont  la 
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coupc  est  ABE,  nous  verrons  que  la  quantité  b est  ici  égalé  à AC,  et  que 
a a,  qui  expiiine  la  surface  de  la  coupe,  équivaut  h AC  X CE  = CE% 
et  qu’enfin  le  centre  de  gravité  de  la  coupe  étant  distant  du  niveau  de  l’eau 
d’une  quantité  égale  à 5 CE  , comme  tous  les  centres  de  gravité  des  autres 
coupes  en  sont  tous  distans  de  la  même  quantité,  il  doit  en  être  de  même 
du  centre  de  gravité  G de  tout  le  corps;  d’où  il  suit  que  G — i CE.  Subs- 
tituant ces  valeurs  dans  l’équation  (qoS) , on  aura  encore 

mO  = “ CE  ; 

d’où  l’on  conclura  que  la  même  propriété,  qui  est  énoncée  art.  58i,  a 
également  lieu  pour  le  métacentre  de  toute  la  carène. 

583.  Si  l’on  imagine  maintenant  que  le  poids  du  corps  soit  concentré 
h son  centre  de  gravité,  on  peut  déterminer,  par  la  théorie  du  pendule 
composé,  les  oscillations  de  ce  corps  autour  du  métacentre.  Pour  cela, 
changeons  la  position  des  axe  s des  coordonnées,  en  plaçant  l’origine  au 
centre  de  gravité;  il  suffira  ensuite  de  mettre  la  valeur  convenable  de  y t 
dans  la  formule  (33 7),  qui , comme  on  l’a  vu  page  3 22,  revient  h celle-ci  : 


fin  gy 


(4°9)  ; 


car,  ù l’aide  de  cette  équation,  on  pourra  parvenir  à connaître  la  vitesse 
angulaire  ce , et  ensuite  trouver  le  temps  t de  l’oscillation.  Mais  il  est 
à remarquer  que  l’axe  des  y,  employé  dans  cette  formule,  ayant  été 
placé  perpendiculairement  ù la  direction  de  la  pesanteur,  notre  axe  des 
x devient  l’axe  des  y de  la  formule  (4°0)i  par  conséquent,  l’ordonnée  y n 
qui  détermine  le  moment  du  centre  de  gravité  par  rapport  au  plan  des 
x,  z,  devra  être  remplacée  par  l’abscisse  ary,  qui  détermine  le  moment 
du  centre  de  gravité  par  rapport  au  plan  des  y,  z. 

584-  Pour  obtenir  la  valeur  de  cette  abscisse,  nous  avons  vu,  art  577, 
que  la  distance  du  métacentre  ni , au  centre  de  gravité  O de  la  carène, 
avait  pour  expression 

s>.  J y^dx 

~~ 3Ÿ~~’ 


appelons  A cette  quantité,  et  nommons  B la  distance  de  O en  G ^fig.  287),  .^3,, 

nous  aurons  donc 

G in  — A + B. 


Mais  il  faut  remarquer  que  le  point  G pouvant  tomber  au-dessus  de  O, 
art.  56ç;  on  peut  avoir  aussi 

G ni  = A — B ; 

par  conséquent  nous  comprendrons  les  deux  cas  en  écrivant 
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Gm— ArfcB. 


H 


Fig. 287.  Cela  pose,  l’angle  LmG  (fig.  287),  forme  par  la  verticale  mL  avec  la 
nouvelle  direction  de  cet  axe,  étant  représente'  par  0,  nous  aurons 

GL  &=  G m sin  0 ; 

remplaçant  le  sinus  par  l’arc,  parce  que  cet  arc  est  très  petit,  et  substi- 
tuant la  valeur  de  G m,  cette  équation  deviendra 

GL  = (A  dr  B)  0 ; 

mettant  cette  valeur  de  dans  la  formule  (409),  nous  obtiendrons 

da g (A  rh  B)  0 

dl  A2  -f-  a2  * 

585.  D’un  autre  côte',  la  vitesse  angulaire  u>  étant  celle  qui  correspond 
h l’espace  circulaire  0 décrit  avec  l’unité  pour  rayon  ; celte  vitesse  sera 

d& 

égale  à la  différentielle  de  cet  espace,  divisée  par  dt , c’est-à-dire  à;  — 

et  comme,  lorsque  le  temps  s’accroît,  l’arc  In  (fig.  2 3ç)  diminue,  on  doit 
supposer  dô  négatif.  (Voyez  la  note  de  l’art.  365).  On  aura  donc 


a 


dQ  //  i 


en  multipliant  ces  deux  équations  par  ordre,  cela  suffira  pour  éliminer 
dt , et  l’on  obtiendra 


g (A  ± B 


k1  -F  a2 


— 0t/0  -f-  céda  o j 


faisant,  pour  abréger, 


S (A  ± B)  _ 
A2  + a2  ~ 


E...  (4n), 


et  multipliant  par  2,  pour  qu’on  puisse  immédiatement  intégrer,  on 
aura 

2E  QdB  = 2ada  j 


effectuant  l’intégration  , il  viendra 


E0a  + u2  = C J 

d’où  l’on  tirera 

»=  V'C  — E02. 

Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (4io)  > on  trouvera 


üt  — • 

y'c  — E0a 

divisant  par  E,  sous  le  radical,  et  multipliant  en  dehors  par  V^E  , ectte 
équation  donnera 
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v/K  v/g  - «■  ’ 


et  donnera  en  l'intégrant 


d’où  l’on  tirera 

= cos  [(«_€')  V/Ë]. 

VC 

Il  sera  facile  de  déduire  de  là 

, 6 _ y/c  [cos  (t  - c/)  j/jj 
t/K 

586.  Lorsque  K sera  négatif,  le  radical  qui  affecte  le  second  membre 
de  cette  équation  devenant  une  quantité'  imaginaire,  la  valeur  de  l’arc  6 
décrit  par  ni  ( fig.  rfr)  cessera  d’ëtre  réelle , et  l’oscillation  ne  pourra  Fi„  „3 
plus  avoir  lieu;  mais,  pour  que  E soit  négatif,  il  faut  que  le  premier  ° * 
terme  de  1 équation  (qti)  se  détermine  négativement,  et  que  par  con- 
séquent l’on  ait 

A r±r  B = nombre  négatif; 

c’est  ce  qui  arrive  lorsque  B surpasse  A , et  comporte  le  signe  inférieur. 

Mais  nous  avons  vu,  art.  584,  que  B étant  la  valeur  de  la  droite  G m, 
cette  valeur , ait.  583,  n’était  négative  que  quand  le  centre  de  gravité  O 
de  la  carène  était  au-dessous  du  centre  de  gravité  G.  Il  suit  de  là  que  le 
corps  ne  peut  être  dans  une  position  d’équilibre  instantané  que  dans  ce 
cas;  car  c’est  le  seul  où  les  oscillations  peuvent  devenir  impossibles. 

Au  contraire,  lorsque  le  centre  de  gravité  O de  la  carène  sera  au-dessus 
du  centre  de  gravité  G du  corps,  la  valeur  de  B se  déterminera  positive- 
ment, et  celles  de  ô et  de  a>  seront  réelles;  d’où  il  soit  que  les  oscillations 
pourront  avoir  lieu:  et  comme  la  détermination  de  leur  durée  se  déter- 
mine absolument  par  le  même  moyen  que  nous  avons  employé  lorsque 
nous  avons  traité  du  pendule  composé  , nous  pourrons  en  conclure 
qu  elles  sont  d égale  durée.  Cela  suffit  pour  nous  faire  reconnaître  que 
lorsque  le  centre  de  gravité  de  la  carène  est  au-dessus  du  centre  de 
gravité  du  corps  plongé  dans  un  fluide,  ce  corps  est  dans  une  position 
‘ d’équilibre  stable. 


25 


Élé/n.  de  Mécanique . 


i 
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De  la  Balance  hydrostatique  , de  V Aréomètre  , 
de  la  Pesanteur  de  Vdir,  du  Siphon,  et  de 
V Élasticité  de  l’air . 

587.  Soit  M un  corps  dont  le  poids  est  P;  si  ce  corps 
est  plongé  dans  un  fluide , il  perdra  de  son  poids  une 
quantité  égale  au  volume  du  fluide  qu’il  déplace;  par  con- 
séquent, il  faudra  ôter  une  partie  P'  du  poids  P pour  ré- 
tablir l’équilibre  : ce  poids  enlevé  P'  sera  donc  égal  à celui 
du  volume  du  fluide  déplacé. 

Par  exemple,  si  M est  une  sphère  de  plomb  du  poids  de 
1 1 hectogrammes , et  qu’on  trouve , lorsqu’elle  est  plongée 
dans  un  fluide,  qu’elle  ne  pèse  plus  que  10  hectogrammes, 
on  en  conclura  que  la  gravité  du  plomb  est  à celle  de  ce 
fluide,  comme  11  est  à 1. 

Si  l’on  voulait  déterminer  la  pesanteur  spécifique  ou 
densité  d’un  fluide , celle  de  l’huile  d’olive , par  exemple  , 
on  plongerait  la  même  sphère  dans  ce  fluide , et  ayant 
trouvé  que  son  poids  est  réduit  à io^,o85,  on  conclurait 
que  le  volume  du  fluide  déplacé  est  égal  à oh,ÿi5\  et 
comme  en  plongeant  cette  sphère  de  plomb  dans  l’eau , 
on  a déjà  trouvé  que  le  volume  d’eau  déplacée  était  de  ih, 
en  comparant  les  volumes  déplacés  des  deux  fluides,  on 
trouverait  que  leurs  densités  sont  entre  elles  comme  1 est 
à o,gi5. 

Il  suit  de  ce  qui  précède  que  deux  corps  de  volumes  iné- 
gaux étant  mis  en  équilibre  dans  le  vide , cesseront  de  l’être 
lorsqu’ils  seront  plongés  dans  l’air;  car  le  plus  volumineux 
de  ces  corps  perdra  une  plus  forte  partie  de  son  poids  que 
l’autre. 

588.  L’aréomètre,  ou  pèse-liqueur,  est  un  instrument  qui 
fait  connaître  les  pesanteurs  spécifiques  des  fluides  ; il  est 
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composé  d’un  cylindre  de  verre  qui , dans  sa  partie  infé- 
rieure, est  soudé  à un  petit  globe  de  verre  rempli  de  mer- 
cure* l’autre  extrémité  de  ce  cylindre  est  terminée  par  un 
tube  gradué.  Lorsqu’on  plonge  l’aréomètre  dans  un  fluide, 
le  mercure  qui  sert  à le  lester  lui  fait  prendre  une  position 
verticale,  et  il  s’enfonce  d’autant  plus  clans  le  fluide,  que 
ce  fluide  a moins  de  densité.  Alors  la  division  du 'tube 
gradué  fait  connaître  la  pesanteur  spécifique  du  fluide.  Par 
exemple,  la  température  étant  à io  degrés  du  thermo- 
mètre de  Réaumur , si  l’on  plonge  l’aréomètre  dans  de 
1 eau  distillée,  le  niveau  du  fluide  efileurera  le  10e  degré 
de  l’aréomètre;  plongé  ensuite  dans  le  vin,  il  indiquera  le 
ne,  le  12e  ou  le  i3e  degré;  dans  l’eau-de-vie,  il  descendra 
encore  et  s’arrêtera  entre  1 5 et  20,  ou  entre  21  et  35,  selon 
que  cette  eau-de-vie  sera  simple  ou  rectifiée. 

^ D’après  ce  qui  précède,  on  voit  que  la  construction  de 
Pareometre  est  fondée  sur  ce  principe,  qu’un  corps  plongé 
dans  un  fluide,  perd  une  partie  de  son  poids  égale  à celui 
du  fluide  déplacé;  donc,  plus  le  fluide  aura  de  densité,  plus 
1 ai  eometre  diminuant  de  poids  surnagera. 


58q.  Galilée , le  premier,  reconnut  la  pesanteur  de  l’air; 
Toricelli,  son  disciple,  la  démontra  par  l’expérience  sui- 
vante. Soit  AB  (fig.  238)  un  tube  de  verre  situé  vertica-  p; 
lement  et  rempli  de  mercure;  si  l’on  renverse  ce  tube  de 
manière  quen  gardant  toujours  une  position  verticale,  la 
partie  inférieure  A prenne  la  place  de  la  partie  supérieure, 
et  que  l’on  plonge  ce  tube  (fig.  239)  dans  un  vase  plein  Y, 
de  mercure,  il  se  fera,  à la  partie  BE  du  tube,  un  vide 
qui  sera  occasioné  par  la  descente  du  mercure  qui  s’arrê- 
tera en  E lorsque  la  colonne  de  mercure  comprise  depuis  E 

jusqu’à  la  base  horizontale  CD  du  mercure  sera  d’environ 
28  pouces  , ou  de  o'n , 76. 


Cette  colonne  de  mercure  ne  se  soutient  que  par  la  près 


I 


388 


HYDROSTATIQUE. 


sioii  de  l’air  extérieur  qui,  pressant  la  surface  CD,  fait 
équilibre  au  mercure  renfermé  dans  le  tube. 

Les  fluides  qui  ont  des  densités  différentes  doivent  donc 
s’élever  à des  hauteurs  différentes;  c’est  ce  qu’on  a vérifié 
sur  l’eau.  En  effet  , l’eau  étant  d’une  densité  qui  est  à 
peu  près  i3  i fois  moindre  que  celle  du  mercure,  devra 
s’élever  à une  hauteur  qui  sera  en  raison  inverse  des  den- 
sités de  ces  fluides.  Ainsi  l’eau  s’élèvera  à une  hauteur  ex- 
primée par  28?°  X i3  -,  nombre  qui  diffère  peu  de  3o.Pieds, 
ou  io,m4,  hauteur  à laquelle  on  a reconnu  qu’une  pompe 
aspirante  pouvait  élever  l’eau. 

Dans  cette  pompe,  le  piston  qui  était  à la  surface  de 
l’eau  s’étant  élevé  jusqu’à  une  certaine  hauteur,  il  se  fait 
un  vide  dans  le  corps  de  pompe;  alors  l’eau  pressée  par  l’air 
environnant,  monte  dans  ce  vide  de  la  même  manière  que 
s’élève  le  mercure  dans  le  tube  de  Toricelli. 


590.  Le  mécanisme  du  siphon  s’explique  aussi  par  la 
pression  de  l’air.  On  appelle  siphon  un  tube  îecouibe  , 
dans  lequel  l’une  des  branches  est  plus  longue  que  l’autre. 
Fig.  240.  La  branche  EF  ( fig.  240)  qui  est  la  plus  courte,  est 
plongée  dans  un  vase  ABCD  plein  de  liqueur;  alors  si  en 
aspirant  l’air  par  l’ouverture  G,  on  fait  le  vide,  la  pres- 
sion de  l’air  agissant  sur  la  surface  BC  du  fluide  , fera 
monter  l’eau  dans  le  siphon , et  le  fluide  se  videra  par  la 
branche  FG. 

• ..au 

591.  L’air  est  un  fluide  élastique  qui  se  comprime  sen- 
siblement en  raison  directe  du  poids  qui  le  presse. 

Yoici  une  expérience  qui  va  le  prouver.  Soit  ABCE 
Fig.  241.  (fig.  241)  un  tube  recourbé  et  fermé  hermétiquement  au 
point  E : si  par  l’ouverture  A',  on  fait  entrer  du  mercure 
qui  remplisse  la  partie  du  tube  comprise  depuis  A jusqu’en 
D,  lorsque  AB  sera  de  76 centim*  (*),  le  mercure  DG  occu- 


(*)  On  suppose  que  l’expe'rience  soit  faite  h Paris,  où  la  hauteur 
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pera  la  moitié  de  ïa  branche  CE*,  et  si  l’on  verse  encore  du 
mercure  dans  le  tube  jusqu’à  ce  que  A' b soit  de  deux  fois 
rjQcentim.^  pespace  rempli  par  Pair  sera  réduit  au  tiers 
de  CE  ; et  ainsi  de  suite. 

Cette  expérience  prouve  la  compression  de  l’air  ; car 
lorsqu’il  n’y  avait  point  de  mercure  dans  le  tube,  l’air  CE 
faisait  équilibre  à une  colonne  d’air  de  même  poids  que 
celui  d’une  colonne  de  mercure  de  76 centinu  de  haut;  lors- 
qu’on verse  ensuite  du  mercure,  et  que  AB  est  de 
l’air  renfermé  dans  ED  fait  donc  équilibre  à un  poids  de 
deux  fois  rjfyentim.,  et  cet  air  n’occupe  plus  que  la  moitié  de 
CE.  On  voit  de  même  que  l’espace  E cl,  occupé  par  l’air, 
sera  réduit  au  tiers  de  EC  lorsque  BA'  sera  de  deux  fois 
76 cent-'j  ainsi  de  suite. 

Si  l’on  ôte  successivement  le  mercure  du  tube,  l’air  se 
rétablit  dans  son  état  primitif;  ce  qui  prouve  cette  nou- 
velle propriété  de  l’air,  qu’il  est  un  fluide  parfaitement 
élastique. 

Des  Pompes . 

692.  Une  pompe  est  une  machine  composée  d’un  tuyau 
qui,  à l’aide  du  ressort  de  l’air,  fait  monter  l’eau. 

11  y a trois  sortes  principales  de  pompes:  i°.  la  pompe 
aspirante,  20.  la  pompe  foulante,  3°.  la  pompe  aspirante 
et  foulante. 


moyenne  du  mercure,  dans  le  baromètre,  est  de  om.r~6 ; et  Ton  sent 
que,  dans  un  autre  lieu,  le  mercure  pourrait  n’ètre  pas  à la  même 
hauteur. 

Sous  le  Pont-Royal,  et  au  niveau  des  moyennes  eaux  de  la  Seine, 
lorsque  le  thermomètre  indique  120,  la  hauteur  moyenne  du  baromètre 
est,  d’après  M.  Biot  , de  om,76.  ]V1.  Sbuckhurg,  qui  a mesure  avec 
, beaucoup  de  précision  la  hauteur  moyenne  du  baromètre  h la  latitude 
de  45°  (division  nonag.)  , l’a  trouvée  de  om,'jG2Ç).  Le  thermomètre  était 
à ia°, 8. 


D* 


3gO  HYDROSTATIQUE. 

M2-  La  pompe  aspirante  ( fig.  242)  est  formée  de  rassem- 
bla ge  de  deux  tuyaux  ABCD,  CDHL  unis  ensemble,  et 
dont  le  premier  est  le  tuyau  d’aspiration,  et  le  second  le 
corps  de  pompe.  Le  jeu  du  piston  est  l’espace  MNHL  , 
dans  lequel  il  peut  se  mouvoir.  Voici  l’effet  de  la  pompe 
aspirante. 

Cette  pompe  étant  placée  de  manière  que  sa  partie  in- 
férieure AB  soit  au  niveau  de  l’eau,  si  l’on  élève  le  piston 
de  MN  en  HL,  il  se  fait  un  vide  dans  l’espace  ML;  l’air 
que  renferme  CN  s’y  précipite,  et,  devenu  moins  dense 
que  l’air  atmosphérique  renfermé  dans  le  tuyau  d’aspira- 
tion AD,  cet  air  atmosphérique  soulève  la  soupape  h,  et 
diminue  aussi  de  densité;  alors,  ne  pouvant  plus  faire  équi- 
libre à l’air  atmosphérique  qui  repose  sur  la  surface  ex- 
térieure du  fluide,  celui-ci  presse  cette  surface,  et  fait 
monter  l’eau  jusqu’en  A'B';  et  l’équilibre  se  rétablira , parce 
que  l’air  extérieur  sera  contrebalancé  par  la  colonne  d’eau 
AB',  jointe  à l’air  renfermé  dans  AL.  En  ce  moment,  la 
soupape  h ne  se  trouvant  plus  entre  deux  airs  de  den- 
sités différentes,  retombera  par  son  propre  poids,  et  se 
fermera.  Abaissant  de  nouveau  le  piston  de  HL  en  MN  , 
l’air  renfermé  dans  MD  se  condensera  de  plus  en  plus  , 
et  ne  tendra  qu’à  presser  encore  davantage  la  soupape  h. 
Ainsi  l’air  renfermé  dans  A'D  ne  pouvant  communiquer 
avec  celui  qui  est  au-dessus  de  la  soupape  h , conservera 
le  ressort  qu’il  avait  lorsque  le  piston  était  en  HL  ; par 
conséquent  la  colonne  d’eau  AB'  se  maintiendra  toujours 
à la  même  hauteur.  Nous  venons  de  voir  qu’à  mesure 
qu’on  faisait  descendre  le  piston,  l’air  qu’il  presse  contre 
CD  se  condensait.  Lorsque  ce  piston  sera  ramené  en  MN, 
il  aura  repoussé  dans  MD,  non-seulement  l’air  atmosphé- 
rique qui  y était  primitivement  contenu,  mais  encore  il  y 
aura  fait  entrer  une  partie  de  l’air  dont  la  colonne  d’eau 
AB'  tient  la  place.  Ainsi  l’air  contenu  dans  MD  devrait  être 
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plus  dense  que  l’air  atmosphérique  : il  11e  l’est  pas  cepen- 
dant , parce  qu’on  a pratiqué  dans  le  piston  une  soupape  1 
qui  s’ouvre  dès  que  l’air  contenu  dans  MD  a plus  de  res- 
sort que  l’air  atmosphérique  situé  au-dessus  du  piston. 

/ 

Elevant  pour  la  seconde  fois  le  piston  , une  partie  de  l’air 
contenu  dans  A D montera  dans  le  corps  de  pompe,  comme 
nous  l’avons  expliqué,  et  l’équilibre  sera  rompu  de  nou- 
veau. Pour  le  rétablir,  il  faudra  que  l’eau  monte  de  A'B 
en  A" B";  de  sorte  qu’après  un  certain  nombre  de  coups  de 
piston,  l’eau  parviendra  jusqu’à  la  soupape  h , la  soulèvera, 
et  entrera  dans  le  corps  de  pompe,  s’y  élèvera  successive- 
ment, et  sortira  par  l’ouverture  QR. 

5q3.  Examinons  maintenant  le  mécanisme  de  la  pompe 
foulante.  Dans  cette  pompe,  le  piston  MNP  (fig.  2Zj3  ) 
descendant  de  MN  en  HL,  s’enfonce  dans  le  fluide,  et  il 
se  fait  un  vide  dans  l’espace  ML  -,  alors  l’eau  qui  est  au- 
dessous  du  piston,  chargée  d’ailleurs  de  la  colonne  d’eau 
qui  presse  la  surface  du  fluide,  se  précipite  dans  ce  vide 
au  moyen  d’une  ouverture  faite  au  piston,  et  recouverte 
d’une  soupape  qui  se  ferme. 

Si  l’on  fait  ensuite  remonter  le  piston , lorsqu’il  sera 
revenu  en  MN,  l’eau  qui  repose  sur  la  base  de  ce  piston 
tiendra  la  place  d’une  partie  de  l’air  que  renfermait  l’espace 
MNCD;  par  conséquent,  cet  air  se  comprimera,  et  devenant 
plus  dense  que  l’air  atmosphérique , il  soulèvera  la  soupape 
h , et  sortira  par  cette  ouverture  jusqu’à  ce  qu’il  ait  repris 
la  densité  de  l’air  atmosphérique.  Ainsi,  à part  l’eau  qui 
repose  sur  le  piston,  tout  redeviendra  dans  le  même  état 
qu’avant  le  premier  coup  de  piston  ; par  conséquent , si 
l’on  fait  descendre  de  nouveau  le  piston  , l’eau  du  vase 
montera  encore  dans  la  pompe  ; et  ainsi  de  suite,  jusqu’à 
ce  que  l’eau  s’introduise  dans  le  corps  de  pompe  en  soule- 
vant la  soupape  k. 


3g2  HYDROSTATIQUE. 

5g4-  En  combinant  les  effets  cle  ces  deux  pompes,  on  a 
imaginé  la  pompe  aspirante  et  foulante.  Dans  cette  pompe, 
Fig.  244*  si  l’on  élève  le  piston  MNP  (fig.  244)?  l’eau,  en  pressant  la 
soupape  L,  montera  par  le  tuyau  ABCD,  et  pénétrera  dans 
la  partie  MCDEF.  Ainsi , au  bout  de  plusieurs  coups  de 
piston  , Peau  s’accumulera  dans  l’espace  MCDEF  ; le 
piston,  en  descendant  ensuite,  comprimera  l’eau,  et  la 
faisant  sortir  par  la  soupape  I,  l’introduira  dans  le  tuyau 
FGHK. 

595.  11  est  possible  que  îa  pompe  aspirante  ait  des  di- 
mensions telles , que  l'eau  ne  puisse  s’élever  au-delà  d’une 
certaine  hauteur.  Pour  connaître  dans  quel  cas  cela  peut 
arriver,  simplifions  le  problème,  et  considérons  une  pompe 
dans  laquelle  le  tuyau  aurait  partout  le  même  diamètre,  et 
supposons  que  l’eau  se  soit  élevée  jusqu’au  plan  horizontal 
Fig*aj5.  dont  ZX  (fig.  24$)  est  le  profil,  et  que  le  piston  ne  se 
meuve  que  dans  l’espace  compris  entre  HL  et  MN;  nom- 
mons 

a le  jeu  LN  du  piston, 
b la  longueur  LB, 
x la  distance  de  L en  X. 

Lorsque  le  piston  s’est  élevé  de  MN  en  HL,  il  a parcouru 
toute  sa  course;  alors  l’air  qui  était  d’abord  contenu  dans 
ZN,  occupe  l’espace  ZL,  et  par  conséquent  diminue  de 
ressort  dans  le  rapport  de  NX  à LX;  de  sorte  que  si  R 
était  le  ressort  de  l’air  atmosphérique  contenu  dans  NZ  , 
le  ressort  Pd  de  l’air  raréfié  contenu  dans  ZL,  sera  donné 
par  la  proportion 

ex  : NX  ::  r : iv, 

ou 

x l x — a :*  R : Pd; 

donc 


x 
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Cela  posé.  Pair  contenu  clans  1NZ  étant  de  même  densité 
que  celui  de  l’air  extérieur,  son  ressort  R doit  ctre  me- 
suré par  une  colonne  d’air  dont  la  base  c équivaudrait  au 
cercle  qui  aurait  MN  pour  diamètre,  et  dont  la  hauteur  se- 
rait de  32  pieds,  c’est-à-dire  de  10^,4.  Soit  h cette  hau- 
teur, donc 

R.  = ch. 


Si  l’on  met  cette  valeur  dans  l’équation  précédente,  on 
trouvera 


X ch. 


Or,  il  est  évident  que  le  ressort  R'  de  l’air  renfermé  dans 
ZL,  joint  à l’eau  qui  occupe  le  cylindre  ABZX,  doit 
contrebalancer  la  pression  de  l’air  atmosphérique.  La  co- 
lonne d’eau  renfermée  dans  le  cylindre  ABZX  a pour 
volume  le  produit  de  la  hase  c par  la  hauteur  BX  ou 
cX  (b  — x).  A l’égard  de  la  pression  de  l’air  atmosphé- 
rique, elle  sera  représentée  par  ch\  par  conséquent,  nous 
aurons 

X ch  -f-  [h  — x)  c =■  ch  ; 


supprimant  le  facteur  commun  c,  il  restera 

h Ç^T—^+b—x  — h. 

Dans  ce  cas,  il  y aura  équilibre  entre  l’air  extérieur  et  la 
colonne  d’eau  ; mais  si  l’eau  doit  monter  , il  faudra  que 
la  pression  de  l’air  extérieur  l’emporte  sur  celle  de  l’eau 
renfermée  dans  le  cylindre  ABZX  et  de  l’air  compris  dans 
ZL,  et  que  l’on  ait,  par  conséquent, 
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en  représentant  par  2 l’excès  du  second  membre  de  cette 
inégalité  sur  le  premier , on  aura 

h — ^ -f- b — x -{-  z = h. 

Chassant  le  dénominateur  x et  réduisant,  on  obtiendra 


— ah  -f*  bx  — a;2  -f-  x z = o , 
d’où  l’on  tirera 

b -f-  2 


x 


v/C-ï-J-"- 


2 V \ 2 

Si  l’on  fait  zz=  o , l’eau  s’arrêtera  en  ZX,  et  l’on  aura 


x 


b 

2 


4 


— ah. 


Ces  deux  valeurs  de  x seront  toujours  réelles , si 


. b 2 


4 


surpasse  ah  : lorsque  cette  condition  sera  remplie , l’eau 
pourra  s’arrêter  en  deux  points;  mais  il  n’en  sera  pas  de 
\ . b2, 

même  si  ah  surpasse  -7  ; car  alors  les  deux  racines  de  x 

4 

étant  imaginaires,  l’eau  ne  pourra  s’arrêter,  et  la  pompe 
aura  tout  son  effet. 


596.  A l’égard  de  la  pompe  foulante,  on  élèvera  toujours 
l’eau,  avec  cette  pompe,  à la  hauteur  que  l’on  voudra, 
pourvu  que  la  force  motrice  soit  proportionnelle  à l’effort 
que  supporte  le  piston.  Supposons  que  l’eau  soit  montée 
243.  dans  la  pompe  jusqu’en  EF  (fig.  2.43),  le  niveau  du  fluide 
environnant  se  trouvera  au-dessous.  Or,  il  peut  arriver 
deux  cas  : ou  le  piston  est  au-dessous  du  niveau  de  l’eau  en- 
vironnante, ou  il  est  au-dessus.  Dans  le  premier,  soit  ab 
le  niveau  de  l’eau  environnante;  le  piston  MNP  n’est  point 
chargé  de  Veau  comprise  entre  MN  et  ab,  parce  que  cette 
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eau  est  contrebalancée  par  le  fluide  extérieur;  donc  le 
piston  ne  soutient  que  l’eau  renfermée  entre  ab  et  EF.  Or, 
le  poids  de  cette  colonne  d’eau  s’évalue  par  celui  d’un  cy- 
lindre d’eau  dont  la  base  serait  la  surface  MN  du  piston, 
et  dont  la  hauteur  serait  égale  à la  distance  des  deux  plans 
EF  et  ab. 

597.  Mais  si  le  niveau  est  en  a b'  et  le  piston  au-dessus 
(fig.  243),  soit  P le  poids  de  la  colonne  d’eau  comprise  Fig- 243. 
entre  MN  et  ab'\  cette  colonne  d’eau  n’étant  soutenue  que 
par  l’air  extérieur  qui  presse  l’eau  environnante,  dimi- 
nuera de  son  poids  P le  ressort  de  l’air  extérieur.  Ainsi 
le  ressort  de  l’air  atmosphérique  qui  est  au  - dessus  du 
piston  surpassera  de  P le  ressort  de  l’air  extérieur.  Cet 
excès  de  pression  agira  sur  la  base  MN  du  piston.  L’effet 
sera  donc  le  même  que  si  le  piston  supportait  le  poids  P 
de  la  colonne  d’eau  comprise  entre  a b'  et  MN  ; et  comme 
d’une  autre  part  le  piston  est  surchargé  d’une  colonne  d’eau 
qui  s’étend  depuis  MN  jusqu’en  EF,  il  en  résulte  que  la  base 
MN  supportera  une  pression  mesurée  par  le  cylindre  dont 
MN  serait  la  hase  , et  qui  aurait  pour  hauteur  la  distance 
comprise  entre  les  plans  a b'  et  EF. 

Ainsi,  pourvu  qu’on  emploie  un  effort  suffisant,  on  élè- 
vera toujours  l’eau  à la  hauteur  que  l’on  voudra,  au  moyen 
de  la  pompe  foulante. 

Du  Baromètre . 

598.  Le  baromètre  est  un  tube  recourbé  ABC  (fig.  2.46) , Fig,  146. 
rempli  de  mercure  dans  la  partie  NMBEF  de  sa  capacité; 
l’extrémité  supérieure  AMN  de  ce  tube  est  vide  d’air  et  en- 
tièrement close  en  A , tandis  que  l’autre  extrémité  C est  ou- 
verte. Si  par  la  surface  FE  on  mène  un  plan  qui  coupe  le 
tube  en  un  point  D,  la  colonne  de  mercure  comprise  depuis 
D jusqu’en  M sera;  comme  on  l’a  vu,  d’environ  o.fy0uces  ou 
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iom,4  de  hauteur,  et  mesurera  le  poids  d’une  colonne  at- 
mosphérique de  même  base. 

5gg.  Le  baromètre  fait  connaître  la  plus  ou  moins  grande 
densité  de  l'atmosphère  ; car  lorsque  l’air  augmente  de  den- 
Fig.246.  site,  la  surface  FE  (fig.  2./\6)  du  mercure  éprouvant  une  plus 
grande  pression,  il  faut  une  plus  grande  colonne  de  mer- 
cure pour  faire  équilibre  à cette  pression  : ainsi  le  mercure 
s’élève  davantage  dans  le  tube.  Par  la  même  raison,  la  co- 
lonne de  mercure  doit  s’abaisser  lorsque  l’air  atmosphé- 
rique devient  plus  léger. 

600.  D’après  ces  observations,  le  baromètre  peut  être 
employé  à mesurer  la  hauteur  d’une  montagne  , ou  en 
général  la  hauteur  verticale  d’un  pays  au-dessus  de  la  sur- 
face de  la  terre.  Pour  cet  effet , soient 

h la  hauteur  du  mercure  à la  surface  de  la  terre, 
h!  la  hauteur  du  mercure  au  haut  de  la  montagne, 

ç et  g les  densités  de  l’atmosphère  correspondantes  à h et 
à h'.  Nous  avons  vu,  art.  55i , que  l’équation  générale  des 
fluides  pesans  était 

dp  = çgdz  (*)  ; 

supposons  que  le  plan  des  x , y soit  horizontal,  et  pla- 


(*)  Pour  parvenir  directement  à ce  résultat,  considérons  une  colonne 
Fig. 247.  atmosphérique  (fig.  247  ) dont  la  base  AB  est  l’unité  de  surface:  la 
pression  que  cette  base  supportera  sera  mesurée  par  le  poids  de  la 
colonne  atmosphérique  CABD;  par  conséquent,  la  pression  élémen- 
taire dp  peut  être  représentée  par  le  poids  d’une  tranche  dont  dz  serait 
la  hauteur  infiniment  petite.  Or,  la  base  de  cette  tranche  étant  égale 
h l’unité  de  surface,  son  volume  sera  exprimé  par  dz , et  sa  masse  par 
pdz\  donc  en  multipliant  cette  expression  par  g,  on  aura  gp dz  pour 
le  poids  qui  mesurera  la  pression  dp.  Observons  que  cette  démonstra- 
tion a lieu,  quelle  que  soit  la  forme  de  la  base  plane  AB,  que  nous  avons 
prise  pour  unité  de  surface. 
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çons-lc  à la  surface  de  la  terre.  Lorsqu’on  s’élèvera  dans 
l’atmosplière , la  densité  deviendra  ( , et  2 croîtra,  tandis 
que  p diminuera  : il  faut  donc,  d’après  la  note  de  l’ar- 
ticle 4^9 , prendre  dp  et  dz  de  signes  contraires;  ce  qui 
nous  donnera 

dp  — ç' ’gdz ...  (4 1 2). 

n 

Si  les  lieux  des  observations  sont  peu  distans,  on  pourra 
regarder  la  pesanteur  g comme  constante,  et  en  intégrant 
dans  cette  hypothèse,  on  aura 

dp 


- *//•••  (4l3)- 


Or,  la  température  étant  supposée  constante,  nous  avons 
vu,  art.  548,  que  la  pression  p était  proportionnelle  à sa 
densité,  condition  exprimée  par  l’équation 

P — 

en  faisant  donc  varier  p et  ( dans  cette  équation,  nous  en 
tirerons 

dp  = Y\d(  : 

substituant  cette  valeur  de  dp  dans  Téquation  (4i3),  nous 
trouverons 

s=_e  r*L. 

gJ  ? 

effectuant  l’intégration  indiquée,  il  viendra 

z = — ~ log  ç -f-  C. 

Pour  déterminer  la  constante,  observons  que  lorsque 
z — o , la  densité  est  celle  qui  a lieu  à la  surface  de  la 
terre , où  nous  avons  placé  le  plan  des  x , y.  Cette  densité 
sera  donc  celle  que  nous  avons  désignée  par  ç.  Ainsi  l’é- 
quation précédente  nous  donnera 
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n 


O = l°g  € + G J 


g 


éliminant  G entre  cette  équation  et  la  précédente , nous 
aurons 

S S (log  Ç — log  $')  , 

s 

ou 

Z ===  — log 

g 


Or,  les  densités  étant  proportionnelles  aux  pressions,  elles 
le  sont  aussi  aux  hauteurs  observées  h et  h donc 


h : lî  ::  ç : 

tirant  de  cette  proportion  la  valeur  de  ç,  et  la  substituant 
dans  celle  de  z , on  obtient 

17  . h 
2 = — log  T. 

g h 


Le  logarithme  indiqué  appartenant  au  système  népérien , 

X 

si  nous  représentons  par  Log  —,  le  logarithme  tabulaire  de 


h 


et  par  M le  module  2,3o2585o9,  nous  savons  que 


h 

Fon  a 


TT  T ^ , h 

M , Log  —,  = log  —,  5 


h 


substituant  il  viendra 

Mn  h 

zz=— rLo§v--- 

g 

601.  Pour  déterminer  la  constante  n qui  est  la  pression 
sur  l’unité  de  densité  du  fluide,  nous  remarquerons  qu’à 
l’origine  la  densité  étant  ç , cette  densité  n’est  autre  chose 
qu’un  cube  d’air  dont  l’une  des  faces  serait  égale  à l’unité 
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de  surface;  la  pression  qui  agit  sur  ce  cube  doit  être  me- 
surée par  la  colonne  d’air  qui,  à la  surface  de  la  terre, 
reposerait  sur  l’unité  de  surface  : or,  cette  colonne  d’air 
est  égale  à une  colonne  de  mercure  qui  s’élèverait  à une 
hauteur  h.  Si  nous  appelons  ç"  la  densité  du  mercure  , 
la  masse  de  cette  colonne  sera  représentée  par  hç" . Mul- 
tipliant ce  produit  par  la  pesanteur  g,  le  poids  de  la  co- 
lonne de  mercure,  au  bas  de  la  montagne,  sera  donc  re- 
présenté par  ghç  : telle  sera  la  pression  sur  la  densité  ç. 
Pour  en  déduire  la  pression  n sur  l’unité  de  densité,  il 
suffira  d’établir  la  proportion 


d’où  l’on  tirera 


i ::gh{:n- 


n 


«V. 

î 


substituant  cette  valeur  dans  la  formule  (4i4)>  ^ viendra 

Mlle  T h 

* I j O0*  - — • 

K > 


prenant  pour  unité  la  densité  du  mercure,  cette  formule 
se  réduira  à 

Mh  „ h 

U 


z = — Log£...  (4i5). 


602.  Si,  dans  deux  pays,  la  hauteur  h du  mercure  est  la 
même , et  que  la  pesanteur  dans  l’un  étant  prise  pour 
unité,  devienne  dans  l’autre  1 — Js,  le  mercure  que  ren- 
ferme le  baromètre  dans  le  second  pays  deviendra  plus 
léger  ou  plus  lourd , selon  que  & sera  positif  ou  négatif. 
Pour  fixer  lés  idées,  supposons  & positif;  alors  1 — £ 
sera  une  quantité  plus  petite  que  l’unité  , parce  que  la 
variation  de  la  pesanteur  étant  peu  sensible  , on  est  en 
droit  de  supposer  que  la  variation  de  pesanteur  est  au- 
dessous  de  l’intensité  de  la  pesanteur  qui  a lieu  à la  la- 
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titude  de  5o°.  Cela  posé,  la  colonne  de  mercure,  dans 
le  pays  ou  la  pesanteur  est  i — devenant  plus  légère  , 
fera  supporter  une  moindre  pression  à la  colonne  d’air 
qu’elle  contrebalancera  et  qui  diminuera  aussi  de  densité. 
Or,  en  supposant  que  l’élasticité  de  l’air  soit  proportion- 
nelle à la  pression  qu’il  supporte,  cette  pression  sera  me- 
surée par  le  poids  de  la  colonne  h de  mercure;  et  comme 
le  rapport  des  gravités  des  deux  pays  est  exprimé  par.  . . . 
i i i — ce  rapport  sera  aussi  celui  des  poids  des  co- 
lonnes de  mercure  dont  la  hauteur  commune  est  h.  Ainsi, 
en  appelant  d la  densité  de  l’air  dans  le  pays  où  la  pesan- 
teur est  i — nous  aurons 

i : i — ^ g ! d; 

d’où  nous  tirerons 

% (i  — 

Cette  valeur  devra  remplacer  la  densité  de  l’air  dans  la 
formule  (4i5),  pour  qu’elle  se  rapporte  au  pays  où  la  pe- 
santeur est  i — d",  et  cette  formule  deviendra 


M h 


e(«  — *) 


T h 

Log  £7- 


(4«6). 


En  comparant  les  résultats  des  observations  faites  en  dif- 
férens  lieux  à l’aide  du  pendule,  on  a trouvé  que  si  l’on 
supposait  la  pesanteur  égale  à l’unité,  à la  latitude  de  5o° 
(div.  décim.) , la  différence  ^deviendrait  o, 0028871  cos  2-J/, 
lorsqu’on  passerait  dans  un  pays  dont  la  latitude  serait  4/* 
Mettant  cette  valeur  de  dans  la  formule  (4i6),  on  obtient 

MA  Loir  ~ 

/z 

Ç ( I 0,002837  1 cos  24)° 

D’après  cette  valeur,  on  voit  que  ^ est  une  très  petite  frac- 
tion ; par  conséquent  , si  dans  l’équation  (4 16)  on  remplace 
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J par  son  développement  è -f-  -f.  «f3  -f-  etc.,  donné 

par  la  division  , et  qu’on  néglige  les  termes  cèa,  etc. , 
comme  très  petits  devant  on  pourra  mettre  i -{-  ch  au 

lieu  de  — ^ ; alors  la  valeur  de  z deviendra 


M/i  h 

s = — C1  4*  0,0028371  eos24)  Log  ^. . . (417). 

6o3.  Pour  modifier  cette  formule  convenablement  au  cas 
où  l’on  a égard  à la  variation  de  la  température,  nous  re- 
marquerons que,  d’après  diverses  expériences,  M.  Gay-Lussac 
a trouvé  que  dans  l’intervalle  de  o à ioo°  du  thermomètre 
centigrade,  un  air  parfaitement  sec  se  dilatait  de  0,0037 5 
par  degré  du  thermomètre;  mais  en  ayant  égard  à l’humi- 
dité qu’il  peut  contenir,  on  a fixé  la  dilatation  de  ce  fluide 

s • I T 

à environ  par  degré.  Il  a été  aussi  reconnu  que,  dans  les 


mêmes  circonstances,  le  mercure  se  condensait  de  1 

54l2 

par  degré.  Ainsi  un  volume  d’air  représenté  par  i à la  tem- 
pérature o,  deviendra  i + —-lorsque  le  thermomètre  mon- 

tera  au  degré  n\  et  comme  la  densité  d’un  fluide  est  en  rai- 
son inverse  du  volume  qu’il  occupe,  il  suit  de  là  que  la  den- 
sité de  l’air  à la  température  n , sera  exprimée  par 


par  conséquent,  si  nous  prenons  pour  n un  terme  moyen 
entre  les  températures  t et  t'  à la  surface  de  la  terre  et  au 


sommet  de  la  montagne,  nous  remplacerons  rc 

la  densité  de  l’air  deviendra 
Ëlèrru  de  Mécanique. 


t -f-  t 

par -,  et 
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^ 02 


t -f-  t' 
I -f  - 


(4i8). 


5oo 


Le  mercure  se  condensant  à mesure  qu’on  s’élève  sur  la 
montagne,  et  que  le  thermomètre  s’abaisse  par  le  refroidis- 
sement de  l’air,  la  colonne  de  mercure  observée  au  sommet 
de  la  montagne  est  moins  haute  que  celle  qui  aurait  eu 
lieu  si  la  température  fût  demeurée  constante:  ainsi,  d’a- 
près l’observation  précédente  , il  faudra  , pour  avoir  la 
hauteur  du  baromètre  dans  l’hypothèse  de  la  température 

li! 

constante , augmenter  h!  de  — répété  autant  de  fois 

qu’il  y a d’unités  dans  la  différence  des  températures  du 
mercure  à la  surface  de  la  terre  et  au  sommet  de  la  mon- 
tagne. Or,  si  nous  appelons  T et  T'  ces  températures,  elles 
seront  indiquées  par  un  thermomètre  en  contact  avec  un 
baromètre  (*),  et  nous  devrons,  au  lieu  de  //,  mettre  dans 
la  formule  (4 1 7^)  ? quantité 

h'  (T  — T) 


//  + 


5/j  12 


substituant  donc  dans  l’équation  ( 4 17)  cette  valeur,  et  rem- 
plaçant g par nous  obtiendrons 


1 + 


t+f 

5412 


MA/  , t+t 

— ( 1 -| — — 

Ç \ 000 


t 

• J (1  -f-  0,002837 1 cos  24)  Log  — 
' h! 


(■ 


604.  Supposons  que  l’observation  qui  détermine  la  hau- 
teur h du  mercure , soit  faite  à la  latitude  de  5o°  au  bord 


Il  est  h observer  qu’en  se  transportant  dans  un  lieu,  le  mercure  du  ba- 
romètre ne  s’y  met  pas  de  suite  à la  température  de  l’air  environnant} 
c’est  pourquoi  nous  faisons  une  différence  entre  t'  et  T",  et  entre  t et  T» 
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de  la  mer,  c’est-à-dire  à la  surface  de  la  terre, 

cos  2^  = o , 

et  la  formule  précédente  nous  donnera 


4o3 

on  aura 


ma 

? 


( 


i -f- 


t -f-  £ 

5 oo 


) LoS  - 

h! 


...  (4-iq). 


f T — T'\ 

(,  + _5ïir) 
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Si  Ion  mesure  trigonométriquement  z,  et  que,  par  un 
résultat  moyen  entre  plusieurs  observations,  on  détermine 
h , t,  /,  T,  T',  le  second  terme  de  l’équation  (419)  sera 
entièrement  déterminé,  et  fera  connaître  la  valeur  de  la 
. MA  * 

constante  — On  a trouvé  que  cette  constante  est  égale 

au  nombre  i8393  mètres.  Mettant  cette  valeur  à la  place  de 
MA 

— - dans  la  valeur  de  s,  on  aura  la  formule  suivante, 


z rrr 


t -f-  /\ 

1 +0,00283  7 1 cos  2+  Log  — 

h' 


h 


T— TV 
54!  J 


Ceux  qui  s’occupent  d’observations  météorologiques,  l’em- 
ploient ordinairement  pour  mesurer  les  hauteurs  verticales, 
à l’aide  du  baromètre. 
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QUATRIÈME  PARTIE 


H Y DRO D Y N AMIQÜ  E . 


De  l’écoulement  d’un  fluide  pur  un  orifice  ho- 
rizontal, dans  l’hypothèse  du  parallélisme  des 

tranches . 

i 

6o5.  Lorsqu’un  fluide  contenu  dans  un  vase  sort  par  une 
ouverture  pratiquée  au  fond  de  ce  vase,  il  a été  constaté  par 
l'expérience  que  la  surface  extérieure  du  fluide  se  main- 
tenait sensiblement  dans  une  situation  horizontale,  tout 
comme  si  le  vase  n’était  pas  percé.  Par  conséquent,  si  Ion 
imagine  que  la  masse  du  fluide  soit  divisée  en  tranches 
horizontales , ces  tranches  conserveront  sensiblement  leur 
parallélisme  à mesure  qu’elles  s’abaisseront  et  que  le  vase  se 
videra  • et  les  molécules  qui  les  composent  seront  censees 
descendre  verticalement.  Ce  n’est  pas  qu’en  examinant  la 
chose  à la  rigueur , ces  molécules  ne  soient  soumises  a 
des  mouvemens  horizontaux  qui  s’opposent  à cette  di- 
rection verticale.  En  effet,  si  le  vase  n’a  pas  la  forme  d un 
cylindre , une  tranche  ne  peut  prendre  la  place  de  eel  e 
sur  laquelle  elle  repose , sans  augmenter  ou  diminuer  sa 
largeur  aux  dépens  de  son  épaisseur,  et,  par  conséquent, 
sans  que  les  molécules  qui  la  composent  n’éprouvent  des 
mouvemens  dans  le  sens  horizontal.  D’ailleurs,  outre  ces 
mouvemens  dus  à la  forme  du  vase,  les  molécules  qui  sont 
situées  proche  de  l’ouverture  manquant  d’appui , y forment 
une  espèce  d’entonnoir  qui  tend  à écarter  de  la  direction 
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verticale  les  molécules  environnantes;  mais  nous  ferons  ab- 
straction de  toutes  ces  circonstances  qui  compliqueraient 
trop  le  problème,  et  qui  d’ailleurs  ne  sont  que  d’une  faible 
influence  lorsque  le  vase,  comme  cela  se  rencontre  sou- 
vent , est  d’une  forme  qui  diffère  peu  de  celle  d’un  cy- 
lindre. 

606.  Supposons  donc  que  l’ordonnée  z (fig.  248)  mesure  Fig.  348. 
la  distance  mO  de  l’une  des  tranches  du  fluide  à un  plan 
horizontal  AB,  suivant  lequel  nous  placerons  celui  du  ni- 
veau; la  surface  interne  du  vase  étant  donnée  par  l’équation 
f(x,  y y z)=.  o,  nous  en  déduirons  l’aire  s de  la  tranche 
qui  répond  à l’ordonnée  s.  Par  conséquent,  en  multipliant 
cette  aire  par  l’épaisseur  dz , nous  aurons  s dz  pour  le  vo- 
lume de  cette  tranche.  Cela  posé,  il  est  facile  de  voir  que 
toutes  les  molécules  qui  la  composent  ont  la  meme  vitesse  ; 
car,  dans  notre  hypothèse,  elles  arrivent  en  même  temps, 
par  un  chemin  vertical  , au  plan  horizontal  qui  sert  de 
base  à cette  tranche.  Au  contraire,  la  vitesse  cessera  d’être 
constante  lorsque  nous  la  considérerons  dans  deux  tranches 
différentes;  en  effet,  le  fluide  étant  incompressible,  une 
tranche  quelconque  ne  peut  descendre  dcw  la  hauteur  dz 
dans  l’instant  dl , sans  qu’il  ne  sorte  par  l’orifice  une  quan- 
tité de  fluide  égale  au  volume  de  la  tranche  qui  est  dispa- 
rue. Or,  si  nous  appelons  u la  vitesse  qui  a lieu  à l’orifice 
EF  (fig.  248}  et  1c  l’aire  de  cet  orifice  : comme  la  vitesse  est  Fig  248. 
en  général  exprimée  par  l’espace  divisé  par  le  temps,  l’es- 
pace vertical  parcouru  dans  l’instant  de  sera  égal  à udt  ; 
donc,  en  multipliant  l’aire  k par  la  hauteur  verticale  udt , 
nous  aurons  huât  pour  le  fluide  écoulé  par  l’orifice  dans 
l’instant  dt.  Egalant  à cette  quantité  la  valeur  de  la  tranche 
disparue  , il  viendra 

sdz  ~ kudt . . . (420)  ; 
cette  équation  nous  donne 


4o 6 
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ku  ■=.  S • * (421). 

dt 

607.  Au  bout  du  temps  2,  la  vitesse  de  la  tranche  dont 
s est  la  superficie , étant  v , a pour  expression  la  differen- 
tielle  de  l’espace  vertical  divisée  par  celle  du  temps,  c’est- 

dz 

à-dire  — . Remplaçant  donc  cette  fraction  par  v , dans  l’é- 
quation (421)  , on  aura 

ku  — sp  . . . (422). 

Cette  équation  nous  dit  que  les  vitesses  u et  v doivent  être 
en  raison  inverse  des  aires  k et  s\  ce  qui  est  d’ailleurs  ma- 
nifeste, car  plus  l’aire  est  étendue,  moins  la  vitesse  né- 
cessaire pour  que  la  tranche  s’écoule  doit  être  grande. 

608.  Au  bout  du  temps  dt  la  vitesse  v deviendra  ^ dt\ 

mais  si  les  molécules  n’agissaient  pas  les  unes  sur  les  au- 
tres, la  force  accélératrice  qui  les  sollicite  étant  g,  on  aurait 

— g\  ce  qui  donnerait  gdt  pour  la  vitesse  dv\  et,  comme 

chaque  tranche  perd  toute  la  vitesse  qu’elle  aurait  si  les  par- 
ticules du  fluide  étaient  libres,  moins  celle  qui  lui  reste,  la 
vitesse  perdue  par  une  molécule  de  la  tranche  dont  s est  la 

superficie , sera  donc  gdt  — Par  conséquent  la  force 

accélératrice  due  à cette  vitesse  aura  pour  expression 


g — 


dv 

dt' 


Or,  par  le  principe  de  d’Alembert,  le  système  se  mettrait 
en  équilibre  si  chaque  tranche  du  fluide  était  sollicitée  t 
non  par  la  vitesse  gdt  due  à la  pesanteur,  mais  par  la 

dv 


vitesse 


perdue  Çg  — — dt  qui  lui  correspond  ; cette  hy- 


pothèse convertit  l’équation  dp  = çgdz , art.  552  , en 
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dz.  . . (423). 


La  différentielle  dp , qui  entre  dans  cette  équation  , 
n’étant  qu’un  signe  d’opération , il  faut  la  remplacer  par  sa 
valeur  donnée  par  l’équation  (422),  de  laquelle  on  tire 


v — — . . . (424)* 


609.  Le  second  membre  de  cette  équation  contient  deux 
variables  de  nature  différente,  savoir  : la  vitesse  u qui  a 
lieu  à l’orifice,  et  qui  est  une  fonction  du  temps;  et  la  su- 
perficie s qui  dépend  non-seulement  de  l’ordonnée  z,  mais 
encore  du  temps,  puisque  l’ordonnée  s décroît  elle  - même 
avec  le  temps. 

Nous  différentierons  donc  le  second  membre  de  l’équa- 
tion ( 424  ) en  traitant  u comme  une  fonction  de  t , et  s 
comme  une  fonction  de  la  fonction  2 de  t.  Modifiant  con- 
venablement h cette  hypothèse  la  différentielle  de  l’équa- 
tion (424)>  différentielle  qui  en  général  est 


ou  plutôt 


dp  ■=.  — du  -| - ku  d 

s s 


kdu  . ds 

dp  = ku  — , 

s s 


nous  l’écrirons  ainsi  : 


7 k du  -,  ku  ds  dz  , 
av  = — dt -- — — dt. 


dt 


dz  dt 


Tirant  de  cette  équation  la  valeur  de  et  la  substituant 
dans  l’équation  (423)  , nous  obtiendrons 

k du 


d*  ^ ; 

éliminant  — au  moyen  de  l’équation  (420),  ü restera 


dP  = ((gdz-t-£dz  + 


ku  ds  dz 
— - — — 7—  dz 
sa  dz  dt 
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dp  = i(gdz-k£  ~ + A*»*  £). 

610.  Nous  intégrerons  cette  équation  par  rapport  à z f 
et  nous  remarquerons  préliminairement  que  z n’a  pu  va- 
rier sans  que  s ne  variât  aussi,  mais  qu’il  n’en  est  pas  de 

meme  de  u et  de  — qui  sont  les  valeurs  particulières  que 

etc 

prennent  les  quantités  v et  ^ qui  correspondent  à l’o- 


du 


rifice.  Ces  quantités  inconnues  u et  — peuvent  donc  être 

regardées  comme  constantes,  tout  aussi  bien  que  les  va- 
leurs a et  b qu’admettent  dans  une  courbe  les  variables  x 
et  y en  un  lieu  déterminé. 

61 1.  En  regardant  ainsi,  dans  cette  intégration,  u et 


du 

dt 


comme  des  constantes,  on  voit  que  toutes  les  intégrales 

qu’on  doit  prendre  se  réduisent  à des  fonctions  de  s,  et 
par  conséquent  se  rapportent  aux  dimensions  du  vase. 

Mais  quand  nous  aurons  trouvé  toutes  ces  intégrales,  nous 

du  . . 

pourrons  ensuite  traiter  u et  comme  des  variables  ; ce 

sera  comme  si  les  fonctions  de  2,  déterminées  par  l’inté- 
gration, nous  eussent  été  données  immédiatement,  et  que 
nous  eussions  établi  l’équation  entre  ces  fonctions  et  les 
quantités  inconnues 

du 

u et  — . 
dt 

612.  En  effectuant  ces  intégrations,  nous  trouverons 

'-«(«— «•••  «*»> 

Comme  la  vitesse  u entre  dans  cette  équation , et  qu’elle 

dz 

est  égale  à ce  que  devient  à l’orifice,  on  voit  qu’elle  est 
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en  général  une  fonction  du  temps.  Par  conséquent,  en  re- 
gardant u comme  constant,  c’est  admettre  tacitement  que 
le  temps  est  constant  dans  notre  intégrale;  d’où  il  suit  qu’on 
doit  en  général  supposer  que  G est  une  fonction  du  temps. 

6i3.  Pour  déterminer  cette  constante,  soit  II  la  pression 
qu’éprouve  la  surface  supérieure  CD  du  fluide  (lig.  249)  , F 
surface  que  nous  désignerons  par  /,  et  que,  pour  plus  de 
généralité,  nous  ne  supposerons  pas  passer  par  le  plan  AB  ; 

/dz 

— de  manière  qu’elle  s’éva- 
nouisse en  s , cette  surface  sr  correspondra  à une  ordonnée 
z représentée  par  OL.  L’équation  (425)  donnera , dans  cette 
hypothèse, 

C — n — g Çgz'< 


k7u7'' 


2 S 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (4^5)  , on  obtiendra 


■ kdu  Cdz  , / 1c 7 

p=a+t\j (*-*) - -37 J 7+^ (s- 


614.  Cette  pression  est  exercée  sur  le  point  quelconque 
du  vase  dont  la  distance  au  plan  ÀB  est  z.  Si  l’on  veut 
avoir  celle  qui  a lieu  à l’orifice,  désignons-la  par  O ; et 
comme  dan>  ce  cas  2 reçoit  une  valeur  déterminée  On, 

o 7 

que  nous  représenterons  par  z"  et  pour  laquelle  s devient 
h , il  faudra  prendre  l’intégrale  entre  les  limites  z ~ z et 
z~z"\  appelant  N cette  intégrale,  et  substituant  ces  va- 
leurs dans  l’équation  (426),  nous  obtiendrons 


a — n = s [y  0"  — 2)  — 37  + ï “*  (7s  — ')]]• 

61 5.  Cette  équation  donnera  la  valeur  de  la  pression  £2 
à l’orifice;  le  premier  membre  exprime  la  différence  des 
* pressions  à l’orifice  et  au  niveau  de  l’eau.  Supposons  que  ces 
pressions  soient  égales,  comme  cela  a lieu  lorsqu’elles  sont 
exercées  seulement  par  le  poids  de  l’atmosphère,  n — n 
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se  réduit  à zéro,  le  facteur  commun  ç s’évanouit,  et  il  reste 


^(Z"_  /)  - kN  £ + I »■  - <)  = O ; 

et  comme  la  surface  supérieure  s'  est  plus  grande  que  la 

A3 

surface  k de  l’orifice,  la  fraction  --  sera  moindre  que  Pu- 
ât 1 

nité  y par  conséquent , pour  que  la  quantité  qui  est  multi- 
pliée par  - u?  représente  une  quantité  positive , nous  écri- 
rons ainsi  l’équation  précédente, 

g(z—  z')  — — ~^=0...  (427). 

616.  On  peut  introduire,  dans  cette  équation,  la  distance 
verticale  de  l’orifice  au  niveau  MN,  en  faisant 

z — - z = h. . . (428)  , 

et  alors  elle  devient 

du  / A2 


gh  — kN  , 
dt 


/ k2\ 

— k u*  (429)- 


La  quantité  h,  qui  entre  dans  cette  équation,  représentant 
Fi£.a5o.  la  distance  EP  (fig.  25o)  de  l’orifice  au  niveau  de  l’eau  MN, 
h est  constant  lorsque  le  fluide,  réparant  ses  pertes,  se  main- 
tient toujours  à la  même  hauteur-,  mais  h est  variable  lorsque 
le  niveau  de  l’eau  s’abaissant  par  degrés , le  vase  se  vide  en- 
tièrement. 

617.  Dans  ce  dernier  cas,  on  voit  que  le  niveau  MN 
se  rapprochant  de  E , les  abscisses  EP  = h se  comptent 
du  point  E,  tandis  que  le  temps  se  compte  du  point  O. 
Pour  éviter  cet  inconvénient  d’avoir  deux  origines,  et  afin 
que  le  temps  ne  se  détermine  pas  négativement , nous 
prendrons  pour  abscisse,  non  EP  = h , mais  OP  — z ; dans 
ce  cas , il  suffira  d’employer  l’équat.  (427)>  en  regardant  z 
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comme  variable  et  z"  comme  constant,  car  alors  zn , qui 
exprime  la  distance  du  niveau  primitif  au  point  E , sera 
constante,  tandis  que  la  distance  OP,  représentée  par  z , 
variera  continuellement.  Faisons  EO  = a , PO  = z , et  F 
EP  =zhy  nous  aurons  la  relation  • 

h = a — z...  (43o), 


et  l’équation  (429)  deviendra 


618.  Lorsque  le  niveau  du  fluide  reste  toujours  à la 
meme  hauteur,  h est  constant.  Il  en  est  de  même  de  l’in- 
tégrale N,  qui  devient  alors  une  fonction  de  constantes  , 
puisqu’on  y remplace  les  variables  par  des  valeurs  déter- 
minées; l’équation  ( 429)  peut  alors  s’employer  sans  que 
l’on  ait  à craindre  l’inconvénient  dont  on  a parlé  art.  617, 
et  comme,  à part  t et  u,  elle  ne  renferme,  dans  notre  hy- 
pothèse, que  des  constantes,  on  peut  la  mettre  sous  cette 
forme 


on  en  tire 


, du 

a — b _ e u?  o : 

dt 


dt  = 


bdu 


a — eu * 


Cette  équation  s’intégre  facilement  par  la  méthode  des 
fractions  rationnelles.  En  effet,  en  supposant  b—b'c  et 
a — a*c,  c devient  facteur  commun,  et  en  le  supprimant 
il  reste 

, b'  du 


équation  qui  se  décompose  ainsi  ( Élèmens  de  Calcul  dif- 
férentiel, page  2o3)  : 
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, du  — -,  du 

y la  , la 

dt~— f-  — 


t . ( / > 

a -f-  u a — u 
et,  qui,  intégrée  par  logarithmes,  donne 

b*  h ' 

t = —~,  log  {a  -f-  u) r log  [a  — u), 


1 a 


‘la 


ou 


La  constante  se  détermine  en  supposant  que  la  vitesse  du 
fluide  soit  nulle  à l’origine  du  temps,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  que  le  fluide  parte  du  repos;  car  alors  u — o 
et  t ~ o réduisent  l’équation  précédente  à 

— t log  i -+-  G — o , 

2 a 

c’est-à-dire  à 


Supprimant  donc  la  constante,  il  restera 


b'  a - f-  u 
t~ — , loi 


>S  / 


2 a ~ a — u 

cette  équation  déterminera  la  vitesse  u lorsque  le  temps 
sera  donné. 

Quand  on  aura  ainsi  trouvé  la  vitesse,  on  en  mettra 
la  valeur  dans  l’équation  ( ^i5  ) , pour  avoir  la  pression 
sur  l’unité  de  surface. 


619.  Dans  le  cas  ou  le  vase  se  vide  successivement,  le 
niveau  de  l’eau  s’abaisse  à mesure  que  l’eau  s’écoule  , et 
il  faut  regarder  la  quantité  h , qui  entre  dans  l’équa- 
tion (429)  , comme  variable  ; mais  nous  avons  vu  que , 
dans  ce  cas,  art.  617,  il  valait  mieux  employer  l’équa- 
tion (43i),  qui,  par  2 employé  au  lieu  de  h,  évite  l’in- 
convénient que  t soit  négatif. 
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Nous  avons  donc  trois  variables,  t , u et  z,  par  con- 
séquent, cette  équation  ne  suffit  pas  pour  la  solution  du 
problème  : nous  nous  en  procurerons  une  seconde  en  ayant 
recours  à l’équation  (420)>  dans  laquelle  nous  changerons 
s en  s' , puisque  s est  la  surface  du  niveau , et  nous  au- 
rons 


, dz 

feu  = s 

dt 


(432). 


620.  Cette  équation  renfermant  encore  trois  variables, 
nous  ne  pourrons  immédiatement  l’intégrer , mais  elle  nous 
servira  à éliminer  z.  Pour  cet  effet,  nous  remarquerons  que 

dz 

puisqu’elle  ne  contient  que  le  coefficient  différentiel  — , 


nous  pourrons  obtenir  une  équation  qui  sera  du  même 
ordre  en  z,  si  nous  différentions  l’équation  (43i),  ce  qui 
nous  donnera 


par  conséquent , en  éliminant  — , nous  aurons 
ku  d*u  du  / k*  \ 

— U —r~  ( I 7-)  = 

6 s dt*  dt  \ s * J 


O. 


Cette  équation  du  second  ordre  donne  la  relation  qui  existe 
entre  le  temps  et  la  vitesse,  et  n’est  intégrable  que  par  des 
moyens  approximatifs. 

621.  Lorsque  l’orifice  est  très  petit,  on  peut  regarder 
les  termes  affectés  de  k comme  nuis  ; cette  hypothèse  ré- 
duit l’équation  (426)  à 

p — n -f- ?£•  (z  — z)j 

et  comme  z — z est  représenté  (fig.  249)  par  On  — nL,  Fig.249. 
c’est-à-dire  par  nL , on  voit  que  z — ■ z n’est  autre  chose 
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que  la  distance  dont  le  point  n>  qui  a z pour  ordonnée,  est 
éloigné  du  niveau  de  Peau.  Donc  la  pression  p,  qui  a lieu 
sur  l’unité  de  surface  d’un  point  n , est  égale  à la  pression 
n qui  est  exercée  au  niveau  de  l’eau , plus  à la  pression  d’une 
colonne  d’eau  mesurée  par  la  distance  de  ce  point  au  ni- 
veau du  fluide. 

622.  Il  est  à remarquer  que  cette  pression  ne  diffère  pas 
de  celle  que  supporterait  l’e  point  n si  le  fluide  était  en 
repos. 

Si  l’on  supprime  de  même  les  termes  affectés  de  k dans 
l’équation  (429),  on  la  réduira  à 

gh  — = o ; 

et  l’on  en  déduira 

u = \/ o.gh . . . (433). 

Ce  qui  nous  apprend  que  lorsque  l’eau  s’échappe  par  un 
petit  orifice , la  vitesse  qu’elle  acquiert  est  celle  qui  est 
due  au  niveau  de  Peau;  et  comme  011  a vu,  art.  3 16  , 
qu’un  mobile  qui  est  lancé  de  bas  en  haut  doit  en  tom- 
bant ( abstraction  faite  de  la  résistance  des  milieux  ) re- 
monter a la  hauteur  de  laquelle  il  est  parti , il  s’ensuit 
que  si,  à l’aide  d’un  tuyau,  on  change  le  sens  de  la  di- 
rection du  fluide,  il  remontera,  à l’instant  de  sa  chute,  à 
la  hauteur  qu’il  avait  avant  d’avoir  été  mis  en  mouvement. 

623.  La  vitesse,  au  lieu  d’être  verticale,  deviendra  ho- 
rizontale lorsque  l’orifice,  que  nous  supposons  toujours  très 
petit , sera  vertical.  Si  l’on  veut  connaître  la  courbe  qu’en 
ce  cas  le  fluide  décrit  dans  le  vide , l’angle  qu’on  a dé- 
signé par  u , art.  420 1 étant  nul , on  aura  tang  a — o , 
cos  = 1 , et  la  formule  289  se  réduira  à 

4/rr 

ce  qui  est  l’équation  d’une  parabole  dont  l’axe  se  trouve 
dans  une  position  verticale. 
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624.  La  vitesse  u peut  servir  à trouver  la  masse  d’eau 
qui  s’est  écoulée  dans  le  temps  t,  et  qu’on  appelle  la  dé- 
pense du  réservoir.  Pour  cela,  il  faut  remarquer  qu’il  n’a 
pu  sortir  de  l’eau  de  ce  réservoir  que  parce  que  la  tranche 
du  fluide  qui  était  en  CD  (fig.  25o)  vient  en  un  lieu  plus  bas  Fig.rôo. 
MN.  Or,  pour  que  cela  soit  possible,  il  faut  qu’il  soit  sorti  du 
vase  une  quantité  d’eau  égale  à la  somme  des  tranches  com- 
prises entre  CD  et  MN.  Cet  espace  formera  un  volume  qu’il 
est  facile  d’évaluer.  En  efîet,  en  représentant  par  s la  tranche 
élémentaire,  et  par  dz  sa  hauteur,  l’intégrale  fsdz  prise 
entre  les  limites  CD  et  MN,  sera  donc  égale  à la  somme  de 
toutes  ces  tranches,  et  par  conséquent  équivaudra  au  vo- 
lume du  fluide  qui  s’est  écoulé.  Désignons  par  Q la  dé- 
pense d’eau  ; on  aura  donc 

Q —fsdz...  (434); 

mais  l’équation  (420)  nous  donne , 

sdz  =.  kudt. 

Substituant  cette  valeur  dans  celle  de  Q , nous  obtiendrons 

Q = [kudt. 

Cette  valeur  de  la  dépense  d’eau  peut  se  déduire  immé- 
diatement de  celle  de  la  vitesse , car  cette  vitesse  nous 
fournit  le  moyen  de  trouver  l’espace  parcouru  dans  l’ins- 
tant dt . En  elFet , en  nommant  de  cet  espace,  nous  avons 

udt  = de  j 

il  ne  s’agit  donc  plus  que  de  multiplier  udt  par  k pour 
avoir  le  volume  du  petit  fllet  qui  s’est  écoulé  dans  l’ins- 
tant dt,  et  qui  par  conséquent  aura  pour  expression  kudt. 
Prenant  l’intégrale,  nous  aurons  donc  [kudt  pour  l’eau  qui 
s’est  écoulée  dans  le  temps  t. 

Nous  effectuerons  l’intégration  après  avoir  remplacé  u 
par  sa  valeur  \/ igh  tirée  de  l’équat.  433  , et  nous  trou- 


verons 


4i6 


HYDRODYNAMIQUE. 


Q = k \/ ig  f\/ h.dt,  . . (435). 

625.  11  se  présente  ici  deux  cas,  savoir  : h constant  et 
h variable  ; le  premier  a lieu  lorsque  l’eau  est  constam- 
ment maintenue  à la  même  hauteur.  L’équation  précé- 
dente s’intégre  alors  facilement,  car  la  hauteur  h du  ni- 
veau au-dessus  de  l’orifice  étant  remplacée  par  une  cons- 
tante a , nous  aurons  en  intégrant 

Q ~ ht  \/ 2ga  -f-  C. 

Nous  déterminerons  la  constante  par  l’hypothèse  qu’à  l’o- 
rigine du  temps  la  quantité  Q d’eau  écoulée  soit  nulle  , 
ce  qui  nous  donnera 

C — o • 

et  l’équation  précédente  se  réduira  à 

Q — k 2 g.  t\/  a.  . . (436). 

626.  Si  le  petit  orifice  k est  un  cercle  dont  le  rayon 
soit  r,  et  qu’on  désigne  par  1 l ir  le  rapport  du  diamètre 
à la  circonférence , on  aura 

h — Trr1 , 

et  par  conséquent  la  formule  (436)  deviendra 

Ç)  — n\/2g.tr*\/a...  (437). 

Nous  écrivons  en  premier  lieu  la  quantité  tt  \/ 2 gy  qui  est  la 
même  pour  tous  les  problèmes , et  que  l’on  déduira  facile- 
ment des  valeurs  suivantes,  art.  384: 

5t  = 3,i4i59,  g-  = 9m,8o867,  ou  30^19546; 

on  mettra  ensuite  dans  la  formule  (437)  les  valeurs  de  r, 
de  t et  de  a,  qui  conviennent  au  cas  particulier  que  l’on 
examine.  Le  diamètre  de  l’orifice  peut  être  exprimé  en 
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deci  métrés , et  la  liautcur  du  fluide  en  mètres;  et  l’on 
sent  qu’il  faut  alors  tout  réduire  en  mètres  ou  en  décimè- 
tres, pour  n’employer  que  la  même  unité  linéaire. 

627.  Nous  ferons  une  observation  analogue  sur  l’unité  de 
temps,  qui,  étant  tacitement  adoptée,  exige  que  nous  ré- 
duisions le  temps  en  secondes.  En  effet,  lorsque  nous  avons 
traité  du  mouvement  varié  , nous  avons  déterminé  g-  en  pre- 
nant la  seconde  de  temps  pour  unité;  c’est  un  facteur  qui 
entre  dans  la  valeur  de  g , et  que  nous  avons  fait  dispa- 
raître, art.  3o4,  lorsque  nous  avons  supposé  /=  1 dans  î’é— 
quation  (i33)  ; rétablissant  ce  facteur,  nous  aurons 

3o , iq5zi6 
, é (i"y  ’ 

par  conséquent  la  valeur  de  t qui  entre  dans  notre  formule 
revient  à 

t 

une  seconde  de  temps  ’ 

quantité  qui  n’est  qu’un  nombre  abstrait.  Voilà  pourquoi 
h seul  détermine  la  nature  des  unîtes  de  notre  formule. 

G28.  Loi sque  1 on  aura  trouve  la  valeur  de  Q en  décimé— 
ucs  cubes,  comme  le  décimètre  cube  pese  un  kilogramme, 
on  aura  donc  le  poids  du  volume  d’eau  exprimé  en  kilo- 
gi  animes  ; mais  si  Ion  opérait  à l’aide  des  anciennes  me- 
sures, il  faudrait,  pour  évaluer  le  poids  du  volume  d'eau, 
lédune  en  livres  le  nombre  de  pieds  cubes  qu’il  exprime  , et 
pour  cela,  il  suffirait  de  multiplier  le  nombre  de  pieds  cu- 
bes obtenus  par  70,  valeur  de  livres  d’un  pied  cube  d’eau. 

f)?cj  La  foi  mule  4^7  fournit  le  moyen  de  résoudre 
le  problème  inverse,  c’est-à-dire  de  trouver  le  temps  de  l’é- 
coulement d un  fluiue  qui  se  maintient  toujours  à la  même 
hauteur;  car  cette  formule  nous  donne 
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<=—7=5—7*....  (438). 

X Y 2g.  r1  \/  « 

63o.  Pour  en  donner  une  application,  supposons  que  îe 
vase,  maintenu  toujours  plein, soit  un  cylindre  droit  qui  ai!  b 
pour  rayon  de  sa  base,  et  qu’on  demande  en  quel  temps  l’eau 
écoulée  sera  de  même  volume  que  celle  qui  est  renfermée 
dans  le  vase. 

Dans  ce  cas , toutes  les  sections  horizontales  étant  égales 
à vb*,  l’équation  (434)  donnera 

Q fn-b^dz, 

et  par  conséquent 

Q r=  7rb2z,  -{-  C j 

et  en  prenant  l’intégrale  depuis  l’orifice  jusqu’au  niveau,  il 
faudra  remplacer  3 par  a,  et  l’on  trouvera 

Q =9T  ab*. 

Mettant  cette  valeur  dans  l’équation  (438)  , on  obtiendra 

nab*  

k • ?’2  a 

ou  , en  réduisant, 

\/  a 

t~  7=r. 

rû  y 2 g 

63 1 . Si  l’on  suppose  un  second  vase  qui , ainsi  que  le  pre- 
mier , se  maintienne  toujours  plein , et  qu’on  nomme  Q'  sa 
dépense  d’eau  , kf  son  orifice  et  a' la  hauteur  de  son  niveau 
au-fessus  de  l’orifice,  l’équation  (436)  nous  donnera  pour 

ce  cas  ___ 

Q'  — k'  \/  2g . t ]/  a!  . 

Si  l’on  compare  ensuite  la  même  équation  (436)  a cette 
dernière,  on  établira  la  proportion 
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Q : Q'  ::  H /â.t\/Yg-.  y v'^.tx/^-, 

r £y  y 


et  en  supprimant  le  facteur  commun,  cette  proportion  de- 
viendra 

Q : Q'  ::  k v/â  : y t/Z 

Ce  qui  nous  montre  que  lorsque  les  orifices  h et  k'  ont  la 
même  ouverture,  les  dépenses  d’eau  sont  comme  les  ra- 
eincs  carrées  des  hauteurs. 

632.  L’équation  (436)  va  nous  conduire  à un  autre  théo- 
îeme.  Pour  cela  nommons  li  la  hauteur  de  laquelle  tombe 
un  mobile  dans  le  temps  t ; nous  aurons 

d’où  nous  tirerons 


Mettant  cette  valeur  dans  l’équation  (436) , nous  obtiendrons 

Q = 2 k [/ ak . 

Or,  l/ ah  étant  une  moyenne  proportionnelle  entre  a et  h , 
cela  nous  apprend  que  la  dépense  d’eau  est  égale  au  double" 
du  volume  d'un  cylindre  dontla  hauteur  serait  une  moyenne 
proportionnelle  entre  la  hauteur  du  niveau  et  la  hauteur  de 
laquelle  un  corps  grave  descend  dans  le  temps  t. 

633.  Considérons  maintenant  h comme  variable.  Dans  ce 
ras,  ayant  égard  à l’observation  de  l’article  617,  on  rem- 
placera h par  a z dans  l’équation  (433),  ce  qui  donnera 


u 


et  en  substituant  cette  valeur  de  u dans  l’équation  (432).  on 
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ou , en  décomposant  le  radical  en  deux  facteurs, 


dt= _tdz  ^=— . . ■ (43g). 

k {/  2 g CL Z 

La  quantité  s qui  entre  dans  cette  équation  représente  îa 
surface  de  niveau  qui  s’abaisse  à mesure  que  la  variable  z aug- 
mente.  C’est  une  fonction  de  z,  qu’on  doit  éliminer  au  moyen 
de  l’équation  de  la  surface  interne  du  vase;  autrement  nous 
aurions  trois  variables  dans  notre  équation,  et  l’intégration 
deviendrait  impraticable.  Quand  on  aura  donc  substitué  la 
valeur  de  s'  et  intégré,  on  connaîtra  z en  fonction  de  t-,  et  si 
l’on  retranche  de  a cette  valeur  de  z,  on  aura  celle  de  h.  qu’on 
substituera  dans  la  formule  (435) , et  en  effectuant  une  nou- 
velle intégration , on  obtiendra  la  dépense  Q du  réservoir. 

634-  Prenons  pour  exemple  un  vase  dont  la  surface  in- 
terne serait  celle  d’un  paraboloïde  de  révolution.  Cette  sur- 
face étant  engendrée  par  la  rotation  de  l’arc  de  parabole 
Fig. a5i.  AD  (fig.  2.5 1)  autour  de  l’axe  AB,  si  l’on  nomme  ci  la  dis- 
tance AB  de  l’orifice  au  niveau  primitif,  il  y aura  entre  l’abs- 
cisse PB  = z et  l’ordonnée  PM  =jr  îa  relation 


y/2  “ p{a  — Z ) , èquat.  de  la  parab.  rapportée  à Vorig.  B. 

Donc,  en  représentant  par  î : tt  le  rapport  du  diamètre  à la 
circonférence , le  cercle  décrit  par  PM  ayant  pour  expres- 
sion 5ry2  , équivaudra  à 7rp  (a  — z)  ; par  conséquent  nous 
aurons 

s'  = %p  (a  — z) . . . (44°)* 


Mettant  cette  valeur  dans  l’équation  (439),  il  nous  faudra 
intégrer  celle-ci 


{a  — z) 

y/  a ■ — z 


de  l’écoulement  d’un  fluide.  /J2î 

ou,  en  réduisant, 

7T  H 1 

dt  = — (a  — z)  a dz  : 

M /2g 

635.  Pour  parvenir  à intégrer  cette  équation , comme  dz 
est,  au  signe  près,  la  différentielle  de  la  quantité  qui  est 
comprise  entre  les  parenthèses,  nous  supposerons  ( Elèm . de 
Calcul  intègralj  art.  271)  a — z~  x,  ce  qui  nous  donnera 


2 1 3 

f (a  — z)2  dz  = — f x 2 dx  = — § x2  -f-  C ; 

remettant  pour  x sa  valeur , on  aura  donc 

/ (a  — z)2  dz—  — f (a  — z)2  -f  C, 


et  par  conséquent 

1 — — f (a  — 2)24-c...  (440, 

«K  2 g- 

on  détermine  la  constante  C en  supposant  que  / soi t nul  à 
l’origine  des  z,  car  alors  en  faisant  2 = 0 et  t — o,  dans  l’é- 
quation (440?  on  obtient 

3 

r — i . 

3 Wh 


mettant  cette  valeur  dans  l’équation  (440  ? nous  aurons 
enfin 


Pour  connaître  maintenant  la  dépense  d’eau,  nous  tirerons 
d’abord  de  cette  équation 


cette  valeur  étant  introduite  à la  place  de  h dans  l’équa- 
tion (4 35) , la  convertira  en 


4 22 


hydrodynamique. 


Q = h V'^gf '(£  — I dL 

Cette  équation  s’intégrant  par  le  même  procédé  que  nous 
avons  employé,  art.  635,  nous  ne  nous  y arrêterons  pas. 

636.  Cherchons  encore  le  temps  de  l’écoulement  d’un  vase 
dont  la  surface  interne  serait  celle  d’un  cylindre  droit,  et 
qui  se  viderait  sans  réparer  ses  pertes.  Soit  b le  rayon  de 
la  section  du  cylindre  par  un  plan  perpendiculaire  à son 
axe,  nous  aurons  s'  = 7rb*}  et  i’équat.  (4^9)  nous  donnera 

^ 07  b2  dz 

k V ?-g  J | / a — z 

Faisant  encore  a — z — h , intégrant  l’équation  transfor- 
mée, et  remettant  ensuite  la  valeur  de  h , nous  trouverons 


2ît£T  y 

t = — — S/  ci  — — z -4-  C ; 


k \/ 


*g 


déterminant  la  constante  par  la  supposition  que  z et  t soient 
nuis  en  même  temps , on  a enfin 


7 2 

* = y— Wa  — V a—z). . . (442). 
k y 2g 

prenant  l’intégrale  depuis  le  point  où  2=0  jusqu’à  celui 
où  z — a,  on  a pour  l’écoulement  total 

t — V «.  • • (443)- 

k y 2 g 

Si  l’on  suppose,  comme  dans  l’art  626,  que  l’orifice  soit  un 
cercle  qui  ait  r pour  rayon,  on  aura  k = 7nfi  ; cette  va- 
leur réduit  l’équation  (443)  à 


Dû  l’écoulement  d’un  Fl-ULDE. 

En  comparant  cette  valeur  à celle  que  l’on  a obtenue,  ar- 
ticle 629,  on  voit  que,  dans  l’hypothèse  actuelle,  le  vase  de- 
meure le  double  de  temps  à s’écouler. 

63n.Les  formules  (442)  et  (44 peuvent  servir  à construire 
une  clepsydre  ou  horloge  d’eau.  Pour  cet  effet,  lorsque  l’on 
aura  déterminé  la  longueur  du  temps,  par  exemple,  12  heu- 
res, on  réduira  ce  temps  en  secondes  ; ce  qui  donnera  1 2(60)* 
ou  12.3600  secondes;  et,  en  substituant  cette  valeur  de  t 
dans  la  formule  (443),  nous  pourrons  disposer  arbitrairement 
de  trois  des  quantités  k , b et  a.  Supposons  donc  que  les  deux 
premières  soient  données,  la  formule(443)  déterminera  alors 
la  hauteur  a de  la  clepsydre;  il  ne  s’agira  plus  que  de  di- 
viser convenablement  cette  hauteur.  Pour  cela,  on  tirera  de 
la  formule  (442) 


et  en  donnant  à z les  valeurs  successives  1 , 2,  3,  etc.,  on 
aura  les  valeurs  qui  correspondront  à 11,  à 10,  à g heu- 
res, etc.,  et  qui  devrout  être  comptées  depuis  l’orifice.  II 
n’est  pas  besoin  d’avertir  qu’il  peut  y avoir  des  clepsydres 
de  toutes  les  formes. 

638.  Il  est  utile  d’observer  que  lorsqu’on  sera  arrivé  à la 
dernière  division  , à partir  de  haut  en  bas,  l’entonnoir  dont 
nous  avons  parlé,  art.  6o5  , pourra  influer  sur  les  résultats; 
c’est  pourquoi  il  est  convenable  de  11e  faire  usage  que  des  onze 
premières  divisions. 

639.  En  général , les  conditions  du  parallélisme  des  tran- 
ches et  de  l’égalité  de  vitesse  des  molécules  d’une  même 
tranche,  cessent  d’ètre  observées  lorsqu’on  s’approche  d’en- 
viron quatre  ou  cinq  pouces  d’un  orifice  horizontal.  C’est 
alors  que  les  molécules  du  fluide  prennent  des  directions  plus 
ou  moins  inclinées,  et  que  l’espèce  d’entonnoir  dont  nous 
avons  parlé,  art-  6o5,  se  forme,  Lorsque  le  niveau  du  fluide 
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est  à une  grande  distance  de  l’orifice,  ce  niveau  paraît  sen- 
siblement horizontal  ; et  si  l’entonnoir  ne  paraît  pas , c est 
que  la  vitesse  étant  d’autant  plus  grande  que  la  colonne  d’eau 
est  élevée,  cette  vitesse  est  cause  que  les  molécules  du  fluide, 
qui  d’ailleurs  se  succèdent  immédiatement,  remplissent  de 
suite  le  vide  qui  a lieu. 

Cet  entonnoir  est  beaucoup  moins  apparent,  ou  plutôt 
ne  se  forme  qu’à  demi  dans  les  orifices  latéraux  ; encore 
faut- il  que  le  niveau  de  l’eau  soit  parvenu  à peu  près  à fleur 
de  l’orifice.  C’est  alors  que  ce  niveau  perd  un  peu  sa  direc- 
tion horizontale,  pour  s’enfoncer  légèrement  du  côté  de 
l’orifice. 

Cette  tendance  des  particules  aqueuses  vers  l’orifice,  du 
côté  duquel  elles  éprouvent  une  moindre  pression  , est 
cause  que  le  jet  se  rétrécit  par  degrés  en  sortant  de  l’orifice, 
et  prend  la  forme  d’une  pyramide  ou  cône  tronqué,  dont  la 
plus  grande  base  se  trouve  à l’orifice.  C’est  ce  qu’on  appelle 
la  contraction  de  la  veine  fluide. 

Dans  un  orifice  circulaire, la  section  de  la  plus  grande  con- 
traction, c’est-à-dire  la  plus  petite  section  de  la  veine  fluide, 
est  distante  de  l’orifice  d’environ  un  demi-diamètre  de  cet 
orifice. 

6/|0.  La  contraction  de  la  veine  fluide  existe  aussi  bien 
lorsque  l’orifice  est  latéral  que  lorsqu’il  est  horizontal;  mais 
il  y a cette  différence,  que,  dans  ce  dernier  cas,  la  veine  fluide 
conserve  la  meme  grosseur  dans  toute  sa  longueur,  tandis 
que,  lorsque  l’ouverture  est  latérale,  cela  n’a  lieu  que  dans 
un  orifice  très  petit.  Il  résulte  de  cette  observation  que  si 
l’on  pouvait  mesurer  parfaitement  la  section  perpendicu- 
laire à la  veine  contractée,  on  pourrait  regarder  cette  sec- 
tion comme  le  véritable  orifice.  S’il  est  difficile  de  l’évaluer 
avec  exactitude,  du  moins  est- il  constant  que  la  formule 
donnée  par  l’expérience  ne  diffère  de  celle  que  la  théorie 
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a trouvée  que  par  la  valeur  de  £.  Ainsi  en  représentant  par 
MA  l’orifice  déterminé  par  l’expérience,  on  doit  avoir  pour 
la  dépense  effective  d’un  petit  orifice, 

Q — MA  ^ V a f 

au  lieu  de 

Q — A f/ 2 g.t  \/  a . 

L’expérience  a aussi  prouvé  que  ce  nombre  M était 
le  même  pour  deux  petits  orifices  percés  dans  de  minces  pa- 
rois. En  effet,  en  désignant  par  Q',  par  A'  et  par  a la  dé- 
pense, l’orifice  et  la  hauteur  d’un  second  orifice  de  ce  genre, 
on  aurait,  dans  cette  hypothèse, 


Q \ Q'  il  MA  V7 V// a * MA'  l/ 2 gt  y' a , 

proportion  de  laquelle  on  conclurait  que  les  dépenses  ef- 
fectives des  deux  orifices  sont  entre  elles  comme  les  pro- 
duits A [/a  et  Ii  \ / a des  aires  des  orifices  par  les  racines  car- 
rées en  hauteur  : c’est  aussi  ce  que  confirme  l’observation, 
qui , en  ce  point,  s’accorde  avec  la  théorie. 

642.  L’abbé  Bossut  a trouvé  que  ce  nombre  M était  à peu 

5 62 

près  de  x,  ou  , plus  exactement , de  . C’est  par  cette  frac- 

1 o 100  1 

tion  qu’il  faut  multiplier  la  constante  A , pour  que  le  résultat 
donné  par  le  calcul  soit  celui  qu’avoue  l’expérience.  Ainsi  la 
dépense  trouvée  par  le  calcul  pour  un  vase  toujours  plein 
étant,  équation  (435),  page  41^? 

Ozz.  k\/ zg.t  y/ a , 


la  dépense  corrigée,  ou  celle  que  donne  l’expérience,  sera 

Q = (o, 62)  A \/ ig.t \/ a • 

Q = (4 ,818)  kt\/  a 7 
en  remplaçant  y 9.g  par  sa  valeur. 


ou  plutôt 
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Cette  formule  est  encore  applicable  aux  petits  orifices 
latéraux. 

A l’égard  d’un  vase  qui  se  vide  graduellement,  on  ne 
peut  rien  statuer  aux  approches  de  l’orifice;  mais  si  l’on  ne 
mesure  la  dépense  d’eau  que  jusqu’à  une  certaine  hauteur 
au-dessus  de  l’orifice,  la  même  correction  pourra  s’appli- 
quer à la  formule  (43q)  , qui  deviendra 

d s dz 

(0,62)  k S/lg\/ a — z 

et  à l’aide  de  laquelle  on  déterminera,  comme  on  l’a  vu, 
le  temps  et  ensuite  la  dépense  d’eau. 

643.  Jusqu’à  présent,  dans  ce  qui  concerne  ces  correc- 
tions, nous  avons  supposé  que  les  orifices  11e  pénétraient  que 
de  minces  parois  , parce  que  c’est  encore  un  fait  appuyé  sur 
l’expérience,  que  de  deux  orifices  qui  répondent  à des  hau- 
teurs égales,  celui  qui  a le  moins  d’épaisseur  fournit  la  dé- 
pense la  plus  grande. 

Voilà  pourquoi  lorsque  l’eau  sort  par  des  tuyaux  addi- 
tionnels, la  correction  que  nous  avons  fait  connaître  pour 
de  minces  orifices  n’est  plus  applicable  ici.  Un  tuyau  de  ce 
genre  est  ordinairement  très  court,  comme  de  deux  à trois 
pouces:  mais  il  faut  que  l’eau  coule  sur  ses  parois  avant 
que  de  sortir,  autrement  011  tomberait  dans  le  cas  des  ori- 
fices ordinaires.  Or,  pour  que  beau  puisse  couler  de  la  sorte, 
il  faut , suivant  l’abbé  Bossut,  que  le  tuyau  ait  au  moins  une 
longueur  double  de  celle  de  son  diamètre.  Le  même  géo- 
mètre a reconnu  que  lorsque  l’eau  sort  à plein  tuyau,  ou, 
suivant  l’expression  technique,  à gueule  bèej  la  contraction 
de  la  veine  fluide  avait  toujours  lieu  à l’entrée  du  tuyau  , et 
non  à sa  sortie  où  l’eau  prend  une  forme  cylindrique. 

Cette  contraction  est  assez  forte  pour  augmenter  beaucoup 
la  dépense  d’eau , malgré  les  effets  du  frottement. 
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Au  reste,  on  a encore  observé , dans  les  tuyaux  de  ce  genre, 
que  les  dépenses  d’eau  étalent  encore  proportionnelles  aux 
produits  des  orifices  par  les  hauteurs  correspondantes;  mais, 
d’après  ce  que  nous  venons  de  faire  observer  que  la  dépense 
d’eau  de  ce  tuyau  est  plus  forte , on  conçoit  que  le  nombre  AI 
ne  peut  plus  être  le  même.  L’abbé  Bossut  a encore  reconnu 
que  pour  ces  tuyaux  additionnels  le  nombre  AI  était  égal 

1 3 8 1 

à -77, ou,  plus  exactement,  à environ  — Ainsi  la  formule 

ib  r 100 

(436)  qui  a lieu  pour  évaluer  la  dépense  d’eau  d’un  réser- 
voir toujours  plein,  étant  corrigée  pour  des  tuyaux  addition- 
nels, deviendra 

Q = (0,81)  [/  2g . kt  [/  a ; 

et  comme  ces  tuyaux  sont  ordinairement  cylindriques,  ils 
ont  un  cercle  pour  section.  Nommant  r le  rayon  de  ce  cer- 
cle, k pourra  être  remplacé  par  7rr 2,  et  si  l’on  calcule  la  va- 
leur de  la  constante  (0,81)  %\/ 2 g,  on  trouvera 

Q=  (4>9438)  r'tV «• 

A l’égard  d’un  vase  qui  se  vide,  on  agira  comme  nous  l’a- 
vons fait  pour  les  orifices  pratiqués  dans  de  minces  parois. 

Equations  générales  du  mouvement  des  fluides . 

6{j.  Soient  x,  y,  z trois  coordonnées  rectangulaires  qui,  en  prenant 
des  valeurs  particulières,  déterminent  tous  les  points  d’une  masse  de 
fluide.  Si  cette  masse  est  en  mouvement,  les  valent  s qui  se  rapportent 
à un  même  point  doivent  changer  continuellement;  de  sorte  que  la  po- 
sition de  ce  point  doit  dépendre  des  quatre  variables  x , y,  z et  t.  Si 
l’on  savait  quelle  est  cette  position  à l’expiration  du  temps  t , et  qu’on  eût 
le  moyen  de  déterminer  la  vitesse  Y du  point  donné  en  fonction  des  quatre 
variables  x,  y,  z ei  t , celte  vitesse  serait  connue.  11  en  serait  de  même 
de  la  densité  p du  fluide  en  ce  lieu,  et  de  la  pression  p qui  pourrait  être 
communiquée  au  point  x , y,  z par  diverses  forces  accélératrices. 

645  Les  quantités  V,  p et  p seront  donc  les  inconnues  du  problème, 
et  devront  se  déterminer  en  fonction  des  coordonnées  r , y,  z cl  du 
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temps  t ; mais  h l’egard  de  V,  il  est  à observer  que  l’intensité  V de  ia  vitesse 
ne  suffit  pas,  et  qu’il  est  necessaire  d’en  avoir  la  direction,  ce  qui  exige 
encore  que  l’on  connaisse  les  angles  9 et  6'  que  celte  direction  fait  avec 
des  pai allèles  à deux  des  axes  coordonnes.  Il  faudra  donc  ajouter  ces 
deux  nouvelles  inconnues  au  problème  ; mais  au  lieu  des  trois  variables. 
V,  9 et  6',  nous  pourrons  prendre  les  composantes  u,  v,  tv  de  la  vitesse 
parallèlement  aux  trois  axes  coordonnes.  Ainsi,  le  problème  general  dont 
nous  cherchons  la  solution  comporte  ces  cinq  inconnues,  p,  p,  u , o,iv, 
et  par  conséquent  nécessite  cinq  équations  pour  les  déterminer.  Il  nous 
sera  donc  permis  de  traiter  p,  p,  u,  v,  w comme  des  quantités  entièrement 
connues,  pourvu  que  nous  parvenions  à établir  ces  cinq  équations.  iSous 
allons  d’abord  voir  comment  les  composantes  u,  v , w de  la  vitesse 
peuvent  déterminer  l’expression  de  cette  vitesse  ainsi  que  sa  direction. 
Pour  cela,  soit  M un  point  fluide  considéré  h l’expiraiion  du  temps  / , 
et  x,  y,  z les  coordonnées  de  ce  point  à cette  meme  époque  , les  com- 
posantes u,  o et  \v  de  la  vitesse  de  ce  point  étant  multipliées  par  le 
temps  infiniment  petit  dt  qui  succédera  à t,  donneront  les  produits 
udt , vdt , \vdt  pour  les  espaces  parcourus  dans  le  temps  dt  ; car  on 
doit  se  rappeler  que  l’espace  est  égal  au  produit  du  temps  par  la  vi- 
tesse. Au  moyen  de  ces  composantes,  on  trouvera  pour  l’espace  MM' 
2.  (fig.  252)  parcouru  par  le  point  M dans  l’instant  dt , art.  \ 6 et  827  , 

MM'  = \/u2dt2  -f-  v2dt2  + w2dt2  , 
ou  , en  mettant  le  facteur  commun  dt  en  dehors  du  radical , 

MM'  = dt  \/ u 2 -fr2  + w2 . . . (444)  j 

et  comme  l’espace  parcouru  MM' divisé  par  dt  est  égal  à la  vitesse,  on 
voit  que  le  radical  de  l’équation  (444)  n’est  autre  chose  que  cette  vi- 
tesse, que  nous  avons  désignée  ci-dessus  par  V,  ce  qui  est  d’ailleurs  évi- 
dent puisque  u,  v , v"  en  sont  les  trois  projections. 

Pour  en  déterminer  la  position,  soient  6,  9' et  9' les  angles  que 
MM'  fait  avec  les, axes  coordonnés;  si  nous  divisons  les  espaces  parcou- 
rus udt,  vdt,  wdt , par  MM',  nous  obtiendrons,  après  avoir  supprimé 
le  facteur  commun  dt,  aux  deux  termes  de  chaque  fraction, 

u . v 

cos  8 = — ■ ■■■:  - — , cos  8 = — ■ - — , 

)/u2  ~f-  u2-f-  w2  y u*  -f-  v3  -f-  iv2 


{/ U 3 -f-  V2  + w2 

646.  Mais  tandis  que  le  point  fluide  M est  transporté  de  M en  M 
dans  l’instant  dt , voyons  ce  que  devient,  dans  le  même  instant,  un 
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petit  parallélépipède  rectangle  dont  les  dimensions  seraient  dx , dy , et 
dz , et  que  l’on  doit  considérer  comme  l’élément  de  la  masse  fluide. 

Pour  cela,  prenons  deux  points  fluides  infiniment  proches,  et  qui 
correspondent  aux  coordonnées  x , y,  z et  x dy , y -h  dz,  z -f-  dz  , 
et  désignons  ces  points  par  (M)  et  par  (m) , en  mettant  ainsi  des  paren- 
thèses pour  distinguer  les  points  fluides  de  ceux  de  l’espace  représentes  , 
dans  la  figure  253,  par  les  memes  lettres  M et  m • et  soient  M'  et  m'  les  Fig. 253, 
lieux  où  (M)  et  ( m ) seront  transportes  au  bout  du  temps  dt.  Ces  points  [M) 
et  ( m ) étant  séparés  par  un  certain  espace  linéaire,  cet  espace  est  occupé 
par  des  particules  fluides;  et,  comme  il  y a continuité  dans  le  fluide, 
ces  particules  se  touchent  tontes,  mais  sont  susceptibles  de  s’étendre  plus 
ou  moins  dans  un  sens,  selon  les  dimensions  que  prendra  notre  parallé- 
lépipède au  bout  du  temps  L-\-dt.  Cela  posé,  les  points  fluides  (M)  et  (ni) 
se  trouvant  en  M et  en  m a'ant  que  le  temps  dt  ait  commencé,  il  suffit 
pour  passer  de  l’un  h l’autre,  de  supposer  que  les  coordonnées  x , y,  z 
deviennent  x -f-  dx,  y-\~dy , s-f-c/z;  alors  les  composantes  rectangulaires 
de  la  vitesse  qui  an  nieront  yt)  h l’expiration  de  t,  au  lieu  d’ètre  les 
fonctions  u , u et  w des  coordonnées  x , y,  z deviendront  des  fonctions 
des  coordonnées  x -f-  dx  , y -f-  dy , z -f-  dz.  Les  composantes  u , et  vv 
recevront  donc  en  m des  accroissemens  que  nous  allons  déterminer  ; 
mais  auparavant  nous  ferons  remarquer  que  ces  composantes  de  la  vi- 
tesse étant  indépendantes  les  unes  des  autres,  art.  329,  il  en  doit  être  de 
même  des  espaces  parcourus  qui  sont  les  produits  de  ces  vitesses  par  dt. 

647*  On  est  donc  fondé  à considérer  séparément  les  trois  coordonnées 
du  point  m'  qui  représentent  ces  espaces  parcourus.  Ainsi , en  commen- 
çant par  celle  qui  est  dans  le  sens  des  x , et  en  prenant  pour  origine  le 
point  M (fig.  254),  on  vo't  clue  ceNe  coordonnée  se  compose,  i°.  delà  [?;„ 
distance  dx  qui  sépare,  sur  l’axe  des  x , les  projections  des  points  M.  et 
m ; 2°.  du  chemin  que  décrira  la  projection  du  point  (m)  en  vertu  de  la 
vitesse  acquise  à l’expiration  de  t,  vitesse  qui  amènera  ce  point  ( m ) de  m 
en  m',  et  sa  projection  (n)  de  n en  n.  Or,  la  composante  de  la  vitesse 
du  point  (M)  dans  le  sens  des  x étant  u , elle  deviendra 


du  dv  dw  , ..... 

u -f — dx  -f-  dx  H — r — dx . . . (445) 

dx  dx  dx 


lorsqu’on  passera  du  point  (M)  au  point  (m) , dont  la  coordonnée,  dans 
le  sens  des  x , est  plus  longue  de  dx  que  celle  de  (M).  En  considérant 
d’abord  le  premier  terme  u de  l’expfession  (44^) , ce  terme  nous  indique 
dans  (m)  une  vitesse  qui,  dirigée  suivant  l’axe  des  x , est  égale  h celle 
qui  anime  (M)  suivant  le  même  axe. 

il  suit  delà  que,  dans  l’instant  dt , la  projection  (,'î)  parcourt  sur  l’axe 
des  x , en  vertu  de  cette  seule  vitesse,  un  espace  udt  égal  au  chemin  NN 
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décrit  par  la  projection  (N)  du  point  (M)  sur  le  meme  axe;  et  en  repré- 
sentant par  nP  (fig.  254,)  ce  chemin  parcouru  par  la  projection  (n),  on 
a donc 

nP  = NN'; 

et  en  retranchant  la  partie  commune  nN',  il  reste 

WP  —dxh 

mais  la  projection  (n)  |du  point  (m)  arrivée  en  P , doit  continuer  à se 

1 . du  dv  dxv  , . , 

mouvoir  en  vertu  des  vitesses  — dx,  —-dx,  —— dx , et  parcourir  les 

vXtA  C-C*  X iXil/ 

espaces  que  mesureront  les  produits  de  ces  vitesses  par  l’élément  de  temps 

dl.  Le  premier  de  ces  espaces  sera  donc—-  dx.dt,  et  transportera  notre 

projection  (h)  de  P en  Q toujours  sur  la  direction  de  l’axe  des  x ; mais 

la  vitesse  — dx  qui  agit  parallèlement  à l’axe  des  y,  sortira  notre  point 

mobile  qui  est  en  Q de  la  direction  de  l’axe  des  x,  et  lui  fera  décrire 

une  petite  ligne  OR  parallèle  h l’axe  des  y,  et  égale  à --dx.dt.  En- 

dx 

fin , notre  point  de  projection  arrivé  en  R changera  encore  de  direction, 
et  décrira  une  ligne  Rrc'  parallèle  à l’axe  des  z,  et  égale  h 


d\v 

dx 


dx.dt  .(*). 


6 j8-  Il  suit  de  ce  qui  précède  que  quand  (m)  sera  en  ni,  la  projection  de 
(, m ) dans  le  sens  de  l’axe  des  x sera  parvenue  en  n' . Par  conséquent,  dans 
l’intervalle  de  temps  dt,  les  projections  de  (M)  et  de  ( m ) dans  le  sens  des 
x , auront  pris  les  positions  üNf'ct  n'.  La  distance  de  ces  deux  points  est 
Fig  >55  évidemment  la  diagonale  d’un  parallélépipède  rectangle  (fig.  255)  dont 
N'Q,  QR  et  Rn/  seraient  les  trois  arêtes;  cette  distance  aura  donc  pour 
expression 

{/(WP  + PQ)a  + QR2  -f-  R n*...  (446); 

à l’égard  des  valeurs  des  lignes  qui  entrent  sous  ce  radical,  nous  avons 


(*)  Nous  avons  pris  les  chemins  décrits,  à partir  de  P,  par  le  point 
de  projection  dans  cet  ordre  : 


du  dv 

. — dx  • d t y dx  • d L ^ 

sf.nr  n nr 


d\v 


dx.dt ; 


mais  si  l’on  eût  placé  ces  espaces  dans  un  ordre  different,  on  serait  par- 
venu, par  une  autre  construction,  an  meme  point  n'. 
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é\ idcmuient , d’apres  la  théorie  que  nous  venons  d’établir, 

1VP  — udl  = — - dt , PQ  = — dx  .dt , 

dt  * dx 

w'p + pQ  =*  (a- + s *)  ‘“(,+  e *)  ’ 

QR  = ~ R«'  = ^ <Ér.df. 

dx  dx 

■z~  ‘ ' j f r . ' i r 

Mettant  ces  valeurs  dans  l’expression  (44^’),  et  faisant  passer  le  facteur 
commun  d.ra  en  dehors  du  signe  radical , on  aura  pour  la  coordonnée 
de  MW  dans  le  sens  des  x, 

- <$)•*...  («;)■ 

On  voit  que  cette  coordonnée  formant  un  angle  QN'/î'  (*)  avec  cet  axe, 
en  quitte  un  peu  la  direction. 

En  cherchant  par  le  meme  procédé  les  composantes  de  M'/n'  dans 
le  sens  de  l’axe  des  y et  de  l’axe  des  z,  on  trouverait  que  ces  compo- 
santes sont  respectivement 


* VQ+î-y*m-"<$y^-  «»■ 


dz 


y/(.’+*»r+Œ)' **&)’«■■■  m. 


et  qu’elles  s’écartent  un  peu  de  la  direction  des  axes  primitifs.  Par  con- 
séquent, les  trois  cous  de  notre  parallélépipède  changent  un  peu  d’in- 
clinaison : ce  parallélépipède,  de  rectangle  qu’il  était  avant  le  temps 
dt,  devient  donc  obliquanglc  quand  ce  temps  s’est  écoulé. 

fi49.  Mais  pour  pouvoir  affirmer  que,  malgré  l’obliquité  de  ces  arêtes, 
notre  prisme  élémentaire  conserve  encore  la  forme  d’un  parallélépipède 


(*)  Il  n’est  pas  inutile  de  faire  observer  que  l’angle  n'IN'Q  est  infini- 
ment petit,  car  les  quantités  — dx.dt  et  ~-dx.dt,  qui  sont  les  va- 
leurs de  RO  et  de  n'R,  étant  des  infiniment  petits  du  second  ordre , il  en 
doit  être  de  même  de  l’hypotbénuse  n'Q  du  petit  triangle  rectangle  «'QR 
formé  par  ces  côtés.  Mais  le  côté  ]\'n'  des  triangles  rc'N'Q  étant  un  infi- 
niment petit  du  premier  ordre,  il  en  résulte  que  l’angle  n'IS'Q  est  in- 
finiment petit. 
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après  Tinstant  dt , il  faut  prouver  que  tous  ces  côtes  restent  parallèles, 
Or,  c’est  ce  qu’il  est  facile  de  vérifier  en  cherchant  ce  que  deviennent  les 
composantes  u,  v,  w de  la  vitesse  lorsqu’on  passe  du  point  M de  notre 
parallélépipède  primitif  DC  (fig.  256)  à l’un  de  ces  points  B,  C,  D,  etc,, 
qui  sont  aux  extrémités  des  angles.  Or,  si  le  point  M dont  les  coordon- 
nées sont  x , y,  z , a pour  vitesses 


dx 


w = ~...(45o); 


le  point  B qui  correspond  aux  coordonnées  x , y -f-  dy  et  z , aura  pour 
vitesses  r 


ii  — — - 


dx 

dt' 


,=  d{y  + df) 
dt 


w = 


dz 

dt 


(45i)i 


. dv  dv  dv'  , , dv  du  di> 

et  I on  voit  que  ——  , — — et  -7-  devront  remplacer  — -,  ——  et  dans 
A dx  dy  dz  dx  dy  dz 


les  formules  (44;)  > (44^)  et  (449)*  Mais  nous  allons  voir  que  cette  sub- 

dv' 

stitution  est  inutile.  En  effet,  si  l’on  compare  le  terme  - — qui  doit  être 


substitué  au  terme  — — de  la  formule  (447)  ? on  reconnaîtra  à l’aide  des 

dx 

formules  (45o)  et  (45 1)  que  ces  termes  ne  diffèrent  que  par  un  infiniment 
petit  qu’on  a le  droit  de  supprimer.  Par  conséquent  la  formule  (44;)  > 
qui  donne  la  longueur  du  côté  MA  au  bout  du  temps  dt , exprime  aussi 
bien  la  longueur  du  côté  MB  au  bout  du  même  temps. 

On  prouverait  de  même  que  tous  les  autres  côtés  qui  étaient  parallèles 
dans  le  parallélipipède  primitif  sont  encore  égaux  dans  sa  nouvelle  po- 
sition. 


65o.  Négligeant  les  infiniment  peti is  du  second  orilre  (*),  autres  que 
ceux  qui  composent  le  premier  carré,  et  qui  donneront  lieu  par  la  suite  h 
des  réductions,  les  formules  (447) > (44^)  et  (449)»  deviennent 


dx\/Q+7G:dÿ’  s/ 

dzs/  Q+^dty , 


et  en  extrayant  les  racines  carrées,  donnent 


H On  pourrait  croire  qu’on  devrait  aussi  supprimer  les  infiniment  pe- 
tits du  premier  ordre  devant  la  quantité  finie  1 , ce  qui  réduirait  notre 

radical  à \/i.  Si  nous  ne  le  faisons  pas,  c’est  que  l’esprit  de  ce  calcul 
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dx(,  + Èd0’  H'  + JP*)'  ‘b0  + %*)-<453). 

pour  les  trois  projections  de  MW  (fig.  a53)  ; et  comme  dans  l’instant  Fig.  253. 

t les  extrémités  M et  m de  la  petite  droite  dont  dx , dj  et  dz  sont  les 
projections,  arrivent  en  M'  et  en  m',  la  distance  M W représente  donc 
ce  que  devient  la  droite  Mm  au  bout  de  l’instant  dt. 

65 1.  Ayant  ainsi  détermine  les  trois  projections  de  MW,  si  nous  eu 
ormons  le  produit,  c'est-à-dire  si  nous  multiplions  entre  elles  les  trois 
quantités  comprises  sous  le  n°  453,  nous  aurons 

d^Q+%d‘)  (■  + $<*)  (■  + £*)...  (454), 

Tr“  que  S"ra1devenu  le  Para^elépipède  dxdydz  au  bout  ,1e  l’instant 
. ver'te>  ,c  nouvcau  paralldépipètle  serait  obliquante  dans  la 

rigueur  mathématique,  comme  nous  l’avons  vu  , et  par  conséquent  ne 
se.au  pas  t-gal  au  produit  de  ses  trois  arêtes;  mais  l’erreur  ne  porterait 
que  sur  les  termes  en  rff  qne  nous  avons  négligés,  parce  que  ces  termes 
sont  les  seuls  qu.  eeartent  les  projections  de  leurs  directions  primitives 
Ainsi  nous  pouvons  adopter  que  le  nouveau  parallélépipède  est  exacte- 
ment représente  par  la  formule  (454;.  Cela  posé,  en  formant  le  produit 
indique  par  cette  formule,  et  en  effaçant  les  termes  en  dn  et  en  dp 
qui  se  trouvent  compris  entre  les  parenthèses,  il  restera 


dx  dydz  Ç,+±dl+  ± dl  + i £ dt 


dy 


dz 


)• 


65a.  S.  nous  représentons  maintenant  par  f la  densité  du  fluide  L 
bout  du  temps  t , et  par  cette  densité  au  bout  du  temps  t + J,  comme 
la  masse  est  égalé  au  volume  multiplié  par  la  densité,  et  que , pm-  hypo- 
thèse , le  volume  dxdydz  correspond  au  temps  t;  la  masse  fluide 
leimce  dans  ce  volume  sera  donc  exprimée  par  , dxdydz,  et , d’après  ce 

qui  procède,  cette  même  masse  fluide,  au  bout  du  temps  t + dt  de- 
viendra  ’ 

dxdydz  Q+~dt  + ± Jt  + **  jÿ  . 

et  en  représentant  par  A la  quantité  --  -f.  --  _i_  c1m/  0 

dx  dylû'  cct,e  exprcssion 


consiste  à ne  point  frire  de  suite  la  réduction  , parce  que,  comme  nous  le 
verrons , les  quantités  finies  se  détruisent  mutuellement  a la  fin  du  cal- 
cul. Le  mélangé  de  ces  sortes  de  quantités  n’est  que  momentané. 
haléin,  de  Mécanique . ^g 


HYDRODYNAMIQUE, 
pourra  s’écrire  de  celte  manière  abrégée 

f dxdydz  (i  ■+*  kdt). 

S53  Dans  le  cas  où  le  fluide  est  incompressible,  une  masse  donnes 
devant  toujours  occuper  le  même  espace  dans  quelque  temps  que  ce 
s„it  la  densité  sera  constante,  et  les  masses  que  nous  venons  de  con- 
sidérer seront  égales;  rl’où  il  suit  qu’on  aura 

f dxdydz  = P [dxdydz  (i  -t-  hdt)]  , 

réduisant  et  supprimant  les  facteurs  communs,  il  restera  A = o ; met- 
tant la  valeur  que  représente  h,  art.  <M  , on  aura  one 

du  , du  dw_ 

.4-  — — — f—  “ 

dx  dy  dz 

Telle  est  la  condition  qui  doit  être  satisfaite  pour  que  le  fluide  soit  in- 

compressible.  . , . 

65/  Dans  le  cas  où  le  fluide  est  compressible  ou  élastique  , on  d 

Tj  - • î-  au  ÜOint  m' comme  une  fonction  des  co- 

rpoqr(ler  la  densite  qui  a lieu  au  point  no 

g . z * et  cette  fonction  se  déterminera  en  ajoutant  à f les 

ordonnées  x,  J,  z , et  cette  iu» 

accroissemens  dns  aux.  variables  ar,  f,  z’,  on  aura 


, , dp  , àp  d(  +<hdZ".  (455)  ; 

P = F + 7)7  M + d.r  dr  ' dz 


^ di'“'~rdx~~  ' dy 
mats  comme  l’instan.  qui  s’est  écoulé  pendant  le  mouvement  de  notre 
petit  parallélépipède  est  dt  , on  aura 

dx  = udt , dy  = vdt , dz  = vzdl  ; 
remplaçant  dut,  dy  et  ds  par  ces  valeurs,  l’éqnation  (4$5)  deviendra 


ou  plutôt 


-t-L.df-dt+  if-. udt  + -J-  ■ fàt  + f .wdt, 

-t  + dt  dx  dy  az 

, ,(d_l+uiL-i-vdJ-+vd-f)dt, 
t + dx  ' dy  dzj 

équation  qui  est  de  ta  forme 

" — ~ p Ldu 

Or,  la  densité  étant  en  raison  inverse  du  volume,  on  a 

f dxdydz  (t  + hdt)  : dxdydz  ; 

ou  , en  mettant  la 'valeur  de  f,  et  en  supprimant  le  facteur  commun, 

plp  + Ldt:‘.(i+kdt):i-, 

égalant  le  produit  .les  extrêmes  h celui  des  moyens,  on  a 
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p = (p  4*  LcJt)  (1  -f- 

développant  et  négligeant  le  terme  en  dt\  qui  est  un  infiniment  petit 
du  second  ordre  , il  restera 

p hdt  -f-  L dt  z — o , 

et  en  supprimant  le  facteur  commun  dt , cette  équation  se  réduira  à 

P k -f-  L — o. 

Si  1 on  met  dans  ce  dernier  résultat  les  valeurs  de  h et  de  L on  ol>- 
tiendra  enfin 


f 


( 


d-  -4-  i-  _L  O.  dP  , 4 , dp  dp 

dx  + dr  + dzJ  + dï  + Udi+('dy+  W 


o. 


(456). 


6o5.  Cette  équation  peut  se  simplifier;  car,  en  considérant  d’abord 
les  deux  termes  affectés  de  u,  il  est  aisé  de  voir  qu’ils  sont  la  diffé- 
rentielle exacte  de  pu,  par  rapport  kx  et  divisée  par  dx. 

La  meme  observation  pouvant  s’appliquer  aux  deux  termes  en  u , et 

aux  deux  termes  en  w,  il  en  résulte  qu’on  peut  mettre  l’équation  pre- 
cedente sous  cette  forme 


d±  , d-pi\ 
dt  dx 


d . pu 

dy 


, d.  pw 

+ ~h-  = °-  w5")- 


656.  Cette  équation  renferme  comme  cas  particulier,  celui  où  la  den- 
stte  est  constante.  En  effet,  la  différentielle  d’une  constante  étant  nulle  . 

dt 


O; 


donc  le  terme  en  ^ n’existe  pas,  et  dans  les  autres  , étant  constant, 

devient  un  facteur  commun  qu’on  supprime  ; alors  l’équation  precedente 
se  réduit  h 

du  du  dvu 

di+dÿ+-rz=°' 

ce  qui  s’accorde  avec  ce  que  nous  avons  vu , art.  653. 

65p.  L équation  (457) , qui  établit  une  relation  entre  la  vitesse  et  la 
denstte,  est  appelée  l’equation  de  la  continuité  du  fluide,  parce  que 
c est  d après  cette  hypothèse  qu’elle  est  fondée.  En  effet,  lorsque  nous 
passons  des  pentes  arêtes  du  parallélépipède  an  volume  de  ce  parallé- 
leptpède , nous  admettons  que  le  fluide  qui  y est  renfermé  participe 
an  mouvement  que  reçoivent  ces  arêtes  Or,  c’est  ce  qui  a lieu  s’il  n’y 
a po.nt  de  solution  de  continuité  qui  empêche  les  particules  fluides 
de  se  suivre.  Cette  hypothèse  de  la  continuité  du  fluide  se  trouve  en 
derau,  dans  quelques  cas  particuliers.  Par  exemple,  lorsque  les  mole- 

1l8.  . 


^36  hydrodynamique. 

cales  fluides  qu’un  jet  d’eau  a transportées  dans  l’atmosphère  desceto- 
dent  sur  la  terre,  elle  se  subdivisent,  et,  séparées  par  l’action  de  1 air, 
elles  laissent  entre  elles  des  vides  qui  les  font  retomber  en  petites 
comtes  d’eau.  Dans  de  semblables  cas,  la  théorie  générale  que  nous 
avons  exposée  n’est  plus  appliquable,  aussi  n’est-elle  pas  toujours  d ac- 
cord avec  l’expérience. 

658.  L’équation  de  la  continuité  d’un  fluide  étant  loin  de  suffire  poui 
la  détermination  de  nos  trois  inconnues,  nous  en  allons  obtenir  trois 
autres  qui  nous  seront  données  par  la  considération  des  forces  accé- 
lératrices. Pour  cet  effet,  supposons  qu’on  ait  réduit  toutes  les  forces 
accélératrices  à trois  composantes  rectangulaires  X , Y et  Z,  paral- 
lèles à chacun  des  axes,  et  agissant  à l’expiration  du  temps  t sur  les 
molécules  fluides  dont  les  coordonnées  sont  x,  f,  s;  si  ces  forces 
agissaient  librement,  comme  elles  impriment  au  bout  du  temps  t des 

vitesses  qui  sont  «lies  accroîtraient  ces  vitesses  des  quan- 

ti tés  Xdt,  Ydt  et  Zdl  , qui  sont  les  vitesses  que  les  forces  accéléra- 
trices X,  Y,  Z sont  capables  de  produire  dans  l’instant  dt  ; mais 
comme  le  point  fluide  que  nous  considérons  est  lié  aux  autres,  et  par- 
ticipe à leur  commun  mouvement,  les  accroissemens  de  vitesse,  au 
1 dx  , dy 

lieu  d’être  Xdt,  Ydt  et  Zdt , seront  les  accroissemens  d.--,  <1 . ~ , 

J.±  que  reçoivent  — , % « ~ au  bout  du  temps  du  Ainsi,  à l’ex- 
piration  de  dt , nous'aurons  pour  les  accroissemens  de  vitesse  effectifs, 

dx  dy  dz 
d'dt  ’ d'dP  dt  ’ 

et  pour  les  accroissemens  dus  aux  seules  forces  accélératrices , 

Xdt,  Ydt , Zdt  j 

et  comme,  d’après  le  principe  de  d’Alembert , les  vitesses  gagnées  ou 
perdues  doivent  équivaloir  aux  vitesses  que  pourraient  communiquer  les 
forces  accélératrices , moins  celles  qui  ont  réellement  heu , on  aura 
'pour  les  vitesses  perdues  ou  gagnées 


dans  le  sens  des  x Xdt 


d 

d d,t  ’ 
dy 


cas 


, il  y 

dans  le  sens  des  y Ydt  d.  -j-  , 

, dz 

dans  le  sens  des  s Zdt  d.  — • 

Soient  maintenant  X',  T,  Il  les  forces  accélératrices  qui,  dans  le 
de  l’équilibre,  seraient  capables  d’imprimer  ces  vitesses  an  fluide. 


ÉQUATIONS  GÉNÉRALES  IJU  MOUVEMENT  DES  FLUIDES.  ^3'' 

Comme  on  a vu  art.  (298J,  qu’une  lorce  accélératrice  <p>  étant  donnée, 
l’accroissement  qu’elle  est  capable  de  communiquer  à un  mobile  dans 
l’instant  dt  , était  représente  par  <pdt , nous  aurons  donc 

X'dt,  Y 'dt  et  Z 'dt, 

pour  les  accroissemens  de  vitesse  que  peuvent  communiquer  à notre 
molécule  fluide  les  forces,  hypothétiques  X',  Y'  et  Z'.  Or,  comme 
nous  supposons  que  ces  accroissemens  sont  précisément  égaux  aux  vi- 
tesses gagnées  ou  perdues;  nous  aurons  donc,  d’après  le  principe  d« 
d’Alembert , 

/7-,- 

X'dt, 


Xdt  — d.d-- 

dl 


Y dt 


djr 

«.  j- 

dt 

dz 


Y 'dt, 


Z di  — d.-~  — Z' dt , 
dt  ’ 


puisque  dx , djr , dz  , sont  les  espaces  parcourus,  on  a 


dx 

dt 


dy  dz 

dt  dt 


w...  (458). 


En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  précédentes,  nom  rédui- 
rons ces  équations  à 


Xdl  — du  - X'dt 
Y dt  — du  ~ X'dt  ' ...  (459). 
Zdt—dw—Z'dt  j 


) 


D une  autre  part,  Jes  forces  X',  Y',  2/  étant  celles  qui  sont  capables  de 
mettre  le  fluide  en  équilibre,  satisfont  nécessairement  aux  équations 
générales  (385)  des  fluides,  page  357;  donc,  en  y remplaçant  X,  Y, 
Z par  les  composantes  X',  Y',  Z',  on  a 

dx  fA’  dy~pl  ’ — 


dz 


609.  Au  moyen  des  valeurs  de  X',  de  Y'  et  de  Z!  fournie*  par  ces 
équation*,  les  formules  (45g)  deviennent 


Xdt  - du  =zl-E  dt 


Y dt  —du=-  -1  dt 


7 ,dt  -d„  = LdEjt 


p dx 
1 dp 
p djr 
1 dp 
p dz 


(46o). 
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Les  différentielles  du,  du  et  dw , qui  entrent  dans  ces  équations,  de- 
vant être  prises  en  regardant  les  composantes  u,  u e t w de  la  vitesse 
comme  fonctions  des  variables  t,  x , y et  z , on  a en  general 


du  : 
du  : 
dw 


— — dt  — f*  — cix  — f— 


dt 

du 

dt 


dx 

du 

dx 


dz 

, du  , du  , du 

dt  H — 7-  dx  -h  --  dy  -f-  — 

il  'r  a\r  ^ dz 


dw  , dw  , <-*■  w , 

dt  -f-  -r-  d.r  -f-  — - dy  ■ 

ri  'r  ri  *r  ** 


dt 


dy 

du 

dy 

dw 

dy 


dw 


dz  j 


et  , en  mettant  dans  ces  équations  les  valeurs  des  différentielles  dx , dy 
el  dz,  tirées  des  équations  (458),  on  obtient 


du  : 

du 

dw 


——  UL  -f-  — — . UUL  ~i . UU: 

dt  dx  dy 

du  du  , du  . 

--  dt  -f-  — .udt  -f-  -- . ud 
dt  dx  dy 

dw  dw  . dw  -, 
- —, — dt  — f-  — - — . udt  — J—  ■ — ; — . uct 

dt  dx  dy 


du 

— — . wdt , 
dz 


dw  , 
—r— .wdt. 

Cl  Z 


Introduisant  ces  valeurs  dans  les  équations  (46o),  transposant  et  suppri- 
mant le  facteur  commun  dt,  nous  aurons  ce  dernier  résultat, 


X- 

Y 

Z 


i dp 
p dx 
1 dp 

p dr 

I dp 
p dz 


du  du  du  du 

dï+U-dx  + ''-dÿ  + W'dz  l 

dv  dv  di’  dit  ■ 

*+" 11  • ^ v • 7/ 1“  u-’ . —r- 

ut  dx  dy  dz  * 

dw  dw  dw  dw  1 

dt  dx  dy  dz  J 


(46r). 


66o.  Ces  trois  équations  jointes  à celle  de  la  continuité  du  fluide 
et  h l’équation  p=.np,  qui  établit  une  relation  entre  la  pression  et  la 
densité  (démontrée  page  364),  suffiront  pour  déterminer  les  cinq  in- 
connues p,  p,  u et  w. 

Telles  sont  les  équations  générales  du  mouvement  des  fluides,  équa- 
tions dont  l’intégration  présente  des  difficultés  que  l’on  n’a  pu  vaincre 
jusqu’à  ce  jour  que  dans  des  cas  particuliers. 


FIN. 


xrr-jçy.r. 
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1NOTE  PREMIÈRE,  page  4. 

// 

Considérations  sur  deux  manières  différentes 
de  commencer  la  Statique . 

Il  se  présente  deux  manières  différentes  de  commencer 
la  Statique,  selon  qu’on  démontre  à priori  le  parallélo- 
gramme des  forces  ou  le  principe  fondamental  des  forces 
parallèles.  Cette  seconde  marche  me  paraissant  plus  natu- 
relle que  l’autre,  je  l’ai  adoptée.  Cependant  ceux  qui  pré- 
féreront suivre  la  première,  le  feront  aisément  en  rempla- 
çant les  articles  compris  depuis  18  jusqu’à  27  inclusive- 
ment, par  l’une  des  démonstrations  du  parallélogramme 
des  forces  de  MM.  Duchavla  et  Poisson  , que  je  vais  exposer 
dans  cette  note. 

Démonstration  du  parallélogramme  des  forces  de 

M.  Duchayla. 

Cette  démonstration  reposant  sur  les  articles  25  et  26,  le 
lecteur  voudra  bien  en  prendre  connaissance  lorsqu’il  sera 
arrivé  à l’article  17  , et  ajouter  ce  qui  suit  : 

1* . Considérons  maintenant  deux  forces  égales  appli- 
quées à un  point  À (fig.  2.5 7),  et  dirigées  l’une  suivant  AC  Fig. 357 
et  l’autre  suivant  AB.  Si  l’on  représente  les  forces  P et  Q 
par  les  parties  égales  AB  et  AC  de  leurs  directions  ,et  que 
l’on  construise  le  parallélogramme  ACDB , la  diagonale  AD 
partagera  l’angle  CAB  en  deux  parties  égales;  donc  larésul- 
, tante  des  forces  P et  Q sera  dirigée,  art.  26,  suivant  la  dia- 
gonale de  ce  parallélogramme. 

2*.  Si  l'on  augmente  ensuite  la  force  AB  (fig.  258)  d’une  Fig.  358. 
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partie  Bé  qui  lui  soit  égale , et  qu’on  foroie  le  second  paral- 
lélogramme DB6R,  comme  les  droites  BD  et  B b sont  égales, 
leur  résultante  sera  encore  dirigée  suivant  la  diagonale  BR. 
Cela  posé,  on  va  démontrer  que  la  résultante  Pi  des  forces 
AC  et  A b sera  aussi  dirigée  suivant  la  diagonale  A R de  leur 
parallélogramme.  Pour  cet  effet, on  remarquera  que  le  point 
A tiré  par  les  forces  égales  AB  et  AC  , doit  se  mouvoir  de  la 
meme  manière,  art.  26,  que  si  une  force  unique  l’entraînait 
suivant  AD;  or,  cette  force  ne  peut  agir  sur  A qu’à  l’aide 
d’une  suite  de  points  contigus  liés  immédiatement  entre  eux , 
et  dont  l’un,  en  s’avançant  vers  S,  contraindrait  tous  les 
autres  à marcher  dans  le  même  sens.  Le  point  D faisant  par- 
tie de  ces  points,  puisqu’il  est  dans  leur  direction  , on  sent 
qu’au  lieu  de  considérer  A comme  tiré  par  les  forces  égales 
AC  et  AB,  c’est  la  même  chose  que  de  supposer  que  D , 
qui  lui  est  lié  par  les  points  mobiles  intermédiaires,  soit 
poussé  par  les  forces  égales  CD  et  BD  dans  la  direction 
DS.  O11  peut  donc,  au  système  des  trois  forces  AC,  AB  et 
B b,  substituer  celui  des  forces  CD,  BD  et  B b.  La  force 
BD  qui  pousse  le  point  D,  agît  comme  si  elle  entraînait 
B;  par  conséquent  on  a le  droit,  art.  1*,  de  remplacer 
les  forces  BD  et  B b qui  sont  appliquées  en  B,  par  BR; 
nos  trois  forces  se  réduisent  donc  à deux,  hune  dirigée  sui- 
vant CD , et  l’autre  suivant  BR  : or  une  force  pouvant  tou- 
jours être  transportée  en  tout  point  pris  sur  sa  direction 
art.  12  , on  peut  transporter  les  deux  forces  qui  agissent 
suivant  CD  et  BR  à leur  point  de  concours  R,  et  ce  point 


de  ees  deux  forces,  par  conséquent  il  sera  un  point  de  leur 
résultante.  D’une  autre  part,  cette  résultante  , étant  celle 
de  tout  le  système,  passe  aussi  par  le  point  A.  Ainsi  voilà 
deux  points  A et  R par  lesquels  elle  passe,  ce  qui  suffit  pour 
en  déterminer  la  direction  et  pour  qu’on  puisse  affirmer 
qu’elle  agit  suivant  AR< 
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3*.  Par  cette  démonstration  on  prouve  donc  que  lorsqu’on 
a deux  parallélogrammes  CB  et  D b dans  lesquels  les  résu!-  « 
tantes  suivent  les  directions  des  diagonales  AD  et  BR,  le  pa- 
rallélogramme G b jouira  de  la  même  propriété  d’indiquer 
par  sa  diagonale  AR  la  direction  de  la  résultante  des  forces 
AC  et  A b. 

4*.  Construisons  les  deux  parallélogrammes  AD  et  B F 
(Il  g.  25g) , dont  les  côtés  AC  et  AB,  BD  et  BE  soient  égaux  ; t i- 
la  résultante  dans  chacun  sera  dirigée,  art.  i*,  suivant  la 
diagonale;  par  conséquent  le  parallélogramme  AF,  qui  ré- 
sulte de  leur  assemblage,  et  dont  les  côtés  AC  et  AE  sont 
dans  le  rapport  de  i à 2,  aura  sa  résultante,  art.  3*,  diri- 
gée suivant  la  diagonale  AF.  Prenons  ensuite  EG  — EF,  le 
parallélogramme  AH  aura  encore,  art.  3*,  sa  résultante 
dirigée  suivant  la  diagonale;  et  l’on  voit  que  les  côtés  AC 
et  AG  seront  entre  eux  dans  le  rapport  de  1 à 3.  En  conti- 
nuant à augmenter  ainsi  l’un  des  côtés  du  parallélogramme 
de  parties  égales  à AB  , on  obtiendra  une  suite  de  parallélo  - 
grammes  dont  les  côtés  seront  successivement  dans  les  rap- 
ports de  1 à 4 ; 1 à 5 , etc-,  et  qui  jouiront  tous  de  la 

même  propriété.  Donc  en  général,  dans  un  parallélogramme 
formé  par  deux  forces  dont  les  intensités  sont  entre  elles 
dans  le  rapport  de  l’unité  à un  nombre  entier  a , la  dia- 
gonale indique  la  direction  de  la  résultante. 

5*.  Si  les  côtés  AR  et  AI  (iig.  260)  d’un  parallélogramme  Eig.aGo. 
sont  commensurables , c’est-à-dire  s’ils  sont  entre  eux  dans 
le  rapport  de  deux  nombres  entiers  m et  n,  la  résultante 
sera  encore  dirigée  suivant  la  diagonale  AM.  En  effet,  en  par  - 
tageant AK  et  Al  en  parties  égales  à l’unité  de  mesure  AC, 
on  formera  une  suite  de  parallélogrammes  AL,  CL',  C E", 

C"L'",  etc.,  qui  tous  ayant,  leurs  côtés  dans  le  rapport  de 
AC  à Al  ou  de  1 ‘ n,  jouiront  chacun,  art.  4*j  <le  l)r0~ 
priélé  requise.  Donc,  arl.  3*,  les  deux  premiers  prouveront 
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qu’il  en  est  de  même  du  parallélogramme  AL  qui  résulte  de 
leur  réunion,  et  dont  les  côtés  sont  dans  le  rapport  de  2 à n. 
Le  parallélogramme  AL'  et  le  3e  B'L",  montreront  à leur 
tour  que  la  meme  propriété  appartient  au  parallélogramme 
AL",  dont  les  côtés  sont  dans  le  rapport  de  3 à n,  et  ainsi 
de  suite  jusqu’au  parallélogramme  AM  , dont  les  côtés  sont 
dans  le  rapport  de  m à n (*). 

6*.  Pour  traiter  le  cas  où  les  côtés  du  parallélogramme 
sont  incommensurables , on  Ta  démontrer  préliminairement 
Fig.  261  que  la  résultante  de  deux  forces  inégales  P et  Q (fig.  261  et 
et  262.  0 02)  quj  concourent  en  un  point  À , est  dans  l’angle  formé 
par  les  directions  de  ces  forces  : cela  se  réduit  à prouver  que 
Fig. 261.  cette  résultante  ne  peut  agir  dans  l’espace  K (fig.  261)  , ter- 
Fig.  262.  miné  par  la  droite  indéfinie  mm  , ni  dans  l’espace  L (fig.  262), 
Fig. 261.  terminé  par  la  droite  indéfinie  nri.  En  effet  (fig.  261)  la 
force  Q ne  peut  faire  mouvoir  le  point  A dans  l’espace  K , 
puisque  son  action  est  dirigée  dans  le  sens  de  A vers  m\  la 
force  P ne  peut  faire  mouvoir  ce  point  dans  l’espace  K , 
puisqu’elle  agit  dans  un  sens  opposé,  ainsi  rien  ne  peut  con- 
tribuer à faire  mouvoir  A dans  l’espace  K.  Un  même  rai- 
sonnement s’appliquerait  à la  figure  262,  pour  prouver  que 
A ne  peut  se  mouvoir  dans  l’espace  L. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède,  qu’un  point  A sollicité  par 
deux  forces  quelconques , doit  se  mouvoir  dans  l’angle 
formé  par  les  directions  de  ces  forces. 


(*)  Si  l’on  voulait  se  contenter  des  considérations  de  l’infini,  on  pour- 
rait se  dispenser  de  lire  les  articles  7*  et  8*,  et  conclure  de  suite  de 
la  manière  suivante,  que  la  proposition  est  encore  vraie  dans  le  cas  où  les 
\ ig.  260.  droites  AK  et  AI  (fig.  260)  sont  incommensurables  ; eneffet , si  l’on  partage 
AK  en  parties  égales  , plus  leur  nombre  sera  grand , plus  l’une  de  ces  par- 
ties, que  nous  représenterons  par  <7,  sera  petite.  Or,  si  en  portant  q un  cer- 
tain nombre  de  lois  sur  AI  on  ne  recouvre  pas  entièrement  cette  droite  , 
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7*.  Soient  deux  forces  représentées  (fig.  263)  par  les  par-  ‘h 
ties  AB  et  AC  qui  leur  sont  proportionnelles  : on  va  prou- 
ver que  si  Ton  augmente  la  composante  AB  d’une  partie 
B b,  la  résultante  s’approchera  de  AB.  En  effet,  soit  AR  la 
résultante  inconnue  des  forces  AB  et  AC;  la  nouvelle  force 
B3  pouvant  être  transportée  à ttmt  point  pris  sur  sa  direction, 
transportons-la  au  point  A,  en  prenant  A b'  = B b:  alors  la 
nouvelle  résultante  sera  la  même  que  celle  des  forces  AC , 

AB  et  A3'.  Ces  trois  forces  pouvant  être  remplacées  par  ces 
deux- ci,  AR  et  Ab',  il  suit  de  l’article  6*  que  la  nouvelle 
résultante  passera  dans  l’angle  R A3'  formé  par  la  direction 
de  ces  forces,  et  par  conséquent  s’approchera  plus  de  AB 
que  AR  ne  s’en  approchait. 

8*.  Considérons  maintenant  deux  forces  incommensu- 
rables AB  et  AC  (fig.  264).  Si  leur  résultante  11’était  pas  Fig-  ^64 
dirigée  suivant  la  diagonale  AD  , elle  ne  pourrait  qu’être 
située  au-dessus  ou  au-dessous,  comme  le  sont  AR'  et  APC. 

Dans  le  premier  cas , on  partagerait  CA  en  parties  égales 
plus  petites  que  DR';  et  en  portant  un  certain  nombre  de  ces 
parties  sur  CD,  P un  des  points  de  division  D' tomberait  né- 
cessairement dans  l’intervalle  compris  entre  R'  et  D;  alors 


il  y aura  un  reste  r moindre  que  q ; par  conséquent  en  partageant  AI  en 
un  nombre  convenable  de  parties  égales,  q , et  à plus  forte  raison  r qui 
lui  est  inferieur , deviendra  aussi  petit  que  l’on  voudra;  ce  qui  nous  fait 
voir  que  ce  reste  rpeut  cire  pris  au-dessous  de  toute  quantité  donnée,  et 
par  conséquent  être  compté  pour  nul.  Cela  deviendra  encore  plus  évident 
si  l’on  fait  attention  que  la  quantité  variable  r devenant  d’autant  plus  pe- 
tite qu’on  augmente  davantage  les  points  de  division,  on  a la  possibilité 
de  prendre  r au-dessous  de  toute  ligne  donnée,  quelque  peu  d’étendue 
qu’elle  ait.  Or,  cela  ne  revient-il  pas  à dire  que  toute  quantité  linéaire 
qui  existe  est  au-dessus  de  r,  ou  , en  d’autres  termes,  que  / doit  être  re- 
garde comme  nul?  Il  résulte  donc  de  cette  démonstration  que  la  propo- 
sition est  vraie  dans  tontes  les  hypothèses. 
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le  parallélogramme  AD'  aurait  ses  côtés  commensurables; 
clone  sa  diagonale  serait  dirigée  suivant  AD'  : mais  il  s’en- 
suivrait qu’en  augmentant  de  B'B  le  côté  AB'  de  ce  paral- 
lélogramme, la  diagonale  qui  était  AD' deviendrait  AR',  efc 
qu’ai n si , au  lieu  de  s’approclier  de  AB,  elle  s’en  écarterait; 
ce  qui  est  absurde  par  l’article  précédent. 

Dans  le  second  cas,  si  la  résultante  du  parallélogramme 
AD  était  dirigée  suivant  AR",  on  partagerait  CA  en  parties 
égales  plus  petites  que  DR";  et  en  portant  un  nombre  suffi- 
sant de  ces  parties  sur  la  droite  CD  prolongée , l’un  des 
points  de  division  D"  tomberait  entre  D et  R".  Alors  le 
parallélogramme  AD"  ayant  ses  côtés  commensurables,  la 
résultante  des  forces  AC  et  AB"  serait  dirigée  suivant  AD"; 
mais  la  résultante  du  parallélogramme  AD  étant,  par  hypo- 
thèse, AR",il  en  résulterait  que  si  l’on  augmentait  AB  de  BB", 
la  résultante,  qui , dans  le  premier  cas  , est  AB." , deviendrait 
dans  le  second  AD",  et  par  conséquent  s’éloignerait  du  côté 
AB;  ce  qui  est  encore  absurde  d’après  ce  qui  précède  : donc 
la  résultante  ne  peut  être  que  AD. 

9*.  On  démontrerait  ensuite,  comme  dans  l’article  28, 
que  lorsque  les  composantes  P et  Q sont  représentées  en  in- 
Fig.  2G4.  tensité  par  les  droites  AC  et  AB  ( fig  264)  la  résultante 
doit  l’être  par  les  diagonales  AD. 

Dè  monstration  du  parallélogramme  des forces  de  M.  Poisson 
présentée  avec  quelques  modifications. 


Fig.  j65. 


Soient  deux  forces  égales  P et  P'  (fig.  265)  qui  sollicitent 
un  point  A,  et  o.x  l’angle  qu’elles  forment  entre  elles  : il  y a 
deux  choses  à déterminer  dans  ce  problème;  i°.  l’angle  que 
forme  la  résultante  avec  l’une  des  composantes;  20.  l’inten- 
sité de  cette  résultante.  Nous  avons  vu , art.  26 , que  cette 
résultante  passait  par  le  milieu  de  l’angle  des  forces  : ainsi 
il  ne  s’agit  que  d’en  trouver  l’intensité.  Or,  il  est  évident 
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•que  la  résultante  dépendant  de  l'angle  x qu’elle  forme  avec 
l’une  des  composantes,  et  de  l’intensité  P de  cette  compo- 
sante, nous  avons 

R — F (P,  x). 

Représentons  (fig.  2.65)  l’intensité  de  la  force  P par  AB,  Eg-iGS. 
et  l’unité  de  force  A b par  / : si  / est  renfermé  un  certain 
nombre  de  fois  dans  AB,  quatre  fois,  par  exemple,  nous 
aurons 

P = 4 /. 

En  général  si  n exprime  le  facteur  entier,  fractionnaire 
ou  irrationnel,  qui,  multiplié  par/,  doit  reproduire  P, 
nous  aurons 

P — ni. 

La  question  est  de  trouver  la  longueur  inconnue  AR  de 
la  résultante , et  par  conséquent  le  nombre  de  fois  que 
A b = / est  renfermé  dans  AR.  Soit  z ce  nombre  , nous 
aurons 

R — zl , 

on  tire  de  ces  équations, 

P ni 

ir  ~Tr 


Si,  au  lieu  de  / — A/;,  on  prend  une  droite  arbitraire  p 
pour  unité  de  force,  et  qu’on  représente  par  m Je  nombre 
qui  , multiplié  par  p , doit  reproduire  / , nous  aurons 
/ — jnp.  Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  précé- 
dente , on  obtiendra  , après  avoir  supprimé  les  facteurs 
communs  , 

P __  n 
R ~~V 


('e  résultat  nous  montre  que  le  rapport  — 
de  l’unité  de  force  représentée  par  p. 


est  indépendant 
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\ 

Cela  posé,  R étant  une  fonction  de  P et  de  x,  ordon- 
nons cette  fonction  par  rapport  aux  puissances  de  P,  nous 
aurons 

R = A + BP  + CP2  -f-  DP3  -f-  etc. , 

\ 

divisant  par  P , il  viendra 

|=^  + B+CP  + DP*-|-etc., 

et  en  mettant  dans  le  second  membre  de  cette  équation  la 
valeur  de  P , on  obtiendra 


R 

P 


mnp 


-f-  R -f-  C mnp  -j-  I) m*n?p2  -f-  etc. 


R 


Or,  — devant  être  indépendant  de  p , il  faut  que  les  termes 
affectés  de  p s’évanouissent;  donc 

: B: 


R 

P 


les  puissances  de  P étant  en  évidence  dans  le  développement 
de  R , il  s’ensuit  que  B est  une  quantité  qui  ne  contient  pas  P : 
donc  P ne  peut  renfermer  que  x • ainsi  nous  supposerons 


B 


<p  r , 


hypothèse  qui  n’empêche  pas  que  <px  ne  soit  une  cons- 
tante , si  le  cas  l’exige  : cette  valeur  étant  mise  dans  l’équa- 
tion précédente , la  convertit  en 


R 

pr  = 


d’où  l’on  tire 


R — Vcpx. 


(46a). 


Occupons-nous  maintenant  à déterminer  la  forme  deçx. 
Fig. 566.  Pour  cela,  regardons  P et  P'  (fig.  266)  comme  les  résul- 
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tantes  de  quatre  forces  égaies  Q,Q',  Q",  Q"  qui  forment 
chacune  un  angle  z avec  P ou  P',  nous  aurons 

QAQ'  =2«,  Q"AQW  = 2Z. 

Or , par  la  meme  raison  que  la  résult  ante  R des  forces 
égales  P et  P'  qui  forment  entre  elles  un  angle  2x,  est 
donnée  par  l’équation  (462)  , la  résultante  des  forces  égales 
Q et  Q',  qui  forment  entre  elles  un  angle  2Z,,  nous  sera 
donnée  par  l’équation 

P = Q(pz (463). 

Les  forces  Q et  Qw  étant  aussi  égales  à Q , et  comprenant 
entre  elles  un  angle  QAQ'"  — QAP  -4-  P AP'  -f-  P'AQ'" 
= z]-{-  2x  -f-  - = 2 (x  z) , la  résultante  de  ces  forces  sera 
représentée  par 

Q<P  (*  -f-  2). 

De  même  les  forces  Q'  et  Q"  égales  à Q,  qui  forment  entre 
elles  un  angle  QAQ  = PAP'  — PAQ'  — P'AQ"  — 2x  — 2z 
= 2 (x  — s)  , auront  pour  résultante 

Q <P  (x  — z). 

Nous  avons  vu,  art.  26,  que  lorsque  les  forces  étaient 
égales,  leur  résultante  passait  par  le  milieu  de  l’angle  de 
ces  forces;  il  suit  de  là  que  les  résultantes  des  forces  Q 
et  Q",  Q'  et  Q"  coïncideront  ; par  conséquent  il  suffira  de 
les  ajouter  pour  former  la  résultante  totale  R;  nous  aurons 
donc 

R = Q<P  O’  4-  s)  +Q(p  (x  — z) (464)* 

Si  maintenant  nous  éliminons  P entre  les  équations  (462) 
et  (463)  , nous  trouverons  cette  autre  valeur  de  la  ré- 
sultante 


R — Qq>z . <px. 
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Substituant  celte  valeur  dans  l’équation  (464)  , et  divisant 
par  Q , facteur  commun  , nous  obtiendrons 


ÇZ  , <p X = <p  (x  -f-  z)  -f-  <p  (x  z). 

Développant  le  second  membre  par  la  formule  de  Taylor 
(. É lé  me  ns  de  Calcul  différentiel,  page  36),  on  obtient 


A . dq>x  d*<px  z 2 


-f-  <px 


dçx 

dx 


d2Çx  z 2 
dx 2 2 


d3<px  z3  d4<px 

dx i 2.3  dxx 

d3<px  z ’ ^ dd<px 
dx  ' 2.3  * dx*  2.3.4 


4- etc.. 


etc., 


et  en  réduisant,  on  trouve 

dü<px 


<pz  <px 


? ~ 2,  Ç 


Ç>X  -f' 


, d‘Çx  zd 
+ ~~r~7  z 0 7 4-  etc 


dx%  2 dx[  2.3.4 


■> 


Divisant  par  <px , on  tire  de  cette  équation 


d/Qx  z2, 

— -j- 2 f* 

çxax  2 


d*çx  z * 

Çxdx+ 2.3.4 


Or,  l’angle  z est  indépendant  de  l’angle  x des  forces  P 
et  P';  car  cet  angle  z peut  être  donné  arbitrairement,  et  l’on 
conçoit  qu’il  peut  exister  deux  forces  égales  Q et  Q , qui 
formant  chacune  avec  P un  angle  z,  produiront  ensemble 
le  même  effet  que  P,  A la  vérité  l’intensité  Q,  nécessaire 
pour  produire  cet  effet,  ne  sera  pas  connue;  mais  nous 
n’avons  pas  besoin  ici  de  la  connaître  : z pouvant  donc 
être  pris  à volonté,  est  indépendant  de  l’angle  x qui  ré- 
sulte nécessairement  des  directions  données  des  forces  ; 
d’où  il  suit  que  Qz  est  une  quantité  indépendante  de  x ; 
car  si  z était  égal  à une  fonction  de  x que  je  représen- 
terai par  X,  alors  <pz  deviendrait  <pX  , et  par  conséquent 
dépendrait  de  x. 

Cela  posé,  le  développement  de  <pz  se  trouvant  ordonné 
par  rapport  aux  puissances  de  z , les  coeffieiens  qui  y entrent 
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11e  peuvent,  par  cela  même,  renfermer  que  des  * et  des 
constantes.  Or,  nous  venons  de  prouver  que  dans  le  dé- 
veloppement de  <pz,  il  n’entrait  aucun  terme  en  xy  donc 
ces  coefficiens  sont  constans , et  nous  avons 


d*<px  d-\<px 

Çxdx*  ’ (pxdx^  ~ 

La  première  équation  nous  donne 


etc. 


différentiant  deux  fois  de  suite  cette  équation,  et  divi- 
sant par  aka,  on  en  déduit 

d'(px d^Çx 

dx*  dx%  1 


le  second  membre  de  cette  équation  se  réduit,  au  moyen 
de  la  précédente,  à b*çx‘,  donc 


dfyx 

r=  o • 

Çxdxî  7 

déterminant  de  même  les  autres  constantes,  on  en  mettra 
les  valeurs  dans  le  développement  de  <pz,  et  l’on  obtiendra 


çz  _ 2 (i  + — + ^ 4-  etc). 

Si  1 on  fait  b = — a2,  on  trouvera 


/ a2z*  cdz^  aez 6 

ÇZ  = 2 ( I 

V 2 2.3.4  2.3.4  i 


4 5.6 


-f-  etc 


cette  valeur  de  çz  est  précisément  le  développement  de 

2 cos  az,  ainsi  qu’011  peut  Je  vérifier  en  réduisant  en  série 

2 cos  oz  par  la  formule  de  Maclaurin  ( Élémens  de  Calcul 

différentiel j page  21);  donc 
» 
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ÇZ  = 2 COS  ÆZ  J 

changeant  3 en  # dans  cette  équation,  on  a 

çx  = 2 cos  ao:  ; 

substituant  cette  valeur  dans  celle  de  R,  on  obtient  enfin 

r 

R ~ 2P  cos  a#.  . . (465). 

Pour  déterminer  la  constante  a,  soit  2.x  — 200°  : alors  P 
et  P'  se  trouvent  directement  opposés;  et  comme  ces  forces 
sont  égales,  elles  se  font  équilibre;  la  résultante  est  donc 
nulle  dans  ce  cas  , et  Ton  a 

2P  cos  ( a X 100)  =.  o, 

et  en  supprimant  le  facteur  2P,  il  reste 

eos  ( a X io°)  — o. 

Or,  le  cosinus  qui  est  nul  ne  peut  appartenir  qu’à  l’un 
Fig.  169.  de  ces  arcs  (fig.  169), 


BE,  BEAF,  BEAFBE,  etc.; 
e’est-à-dire  à l’un  des  suivans , 

100,  3.ioo,  5.ioo,  etc.; 

donc  a ne  peut  être  qu’un  nombre  impair. 

Je  dis  maintenant  que  a = 1 ; car  aucune  autre  hypo- 
thèse de  nombre  impair  ne  peut  subsister.  Par  exemple, 
si  l’on  faisait  a =s  3,  comme  x est  arbitraire,  011  pourrait 
supposer 

100 

X~T  ’ 

et  l’angle  2x  des  forces  deviendrait 


2.  ÎOO 


2 

y ï oa; 


PAR  ALlIlüGRAMMF.  DES  FORCES,  2*“*  DÉMONSTRATION.  7f5 1 
ces  forces  formant  alors  un  angle  moindre  que  200°,  au- 
raient une  résultante;  car  il  faudrait  que  leurs  directions 
se  confondissent  pour  qu’il  n’y  en  eût  pas. 

D’une  autre  part,  l’hypothèse  de  a = 3 et  de  * = — 

3 

change  l’équation  (465)  en 

R ==  2P  cos  1 00 , 

et,  en  observant  que  le  cosinus  de  ioo°  est  nul,  cette 
équation  se  réduit  à 

R = o , 

résultat  qui  est  en  contradiction  avec  le  précédent , car 
nous  avons  vu  que,  dans  cette  hypothèse,  les  forces  au- 
raient une  résultante;  donc,  puisqu’on  ne  peut,  sans  ab- 
surdité , prendre  pour  le  nombre  impair  a une  autre  va- 
leur que  l’unité,  concluons  que  a = 1 , et  que  l’on  a 

R r=r  2P  cos  x. 

Si  l’on  construit  maintenant  la  losange  BAB'D  (fig.  267),  Fig. 267 
le  côté  AB  étant  représenté  par  P,  et  l’angle  BOA  par  x] 
on  a évidemment 

AO  = P cos  x; 

donc 

2AO  ou  AD  m 2F  cos  x. 

Il  est  facile  maintenant  de  démontrer  que  la  proposition 
est  vraie , lorsque  les  forces  P et  P'  sont  inégales  et  rec- 
tangulaires. En  effet , ayant  achevé;  le  parallélogramme 
PAP  D ( fig.  %68  ) , on  mènera  la  parallèle  EF  à la  tlia-  Fig.  368 
gonale  PP',  et  les  parallèles  PE , P'F  à la  diagonale  AD. 

Cela  posé,  les  diagonales  PP'  et  AD  se  coupant  en  quatre 
parties  égales  au  point  O,  on  aura 

AO  — OP. 


f 
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D’une  autre  part,  les  droites  OP  et  EA  étant  égales  comme 
parallèles  comprises  entre  parallèles,  il  s’ensuit  qu’on  a 

AO  = EA  : 

le  parallélogramme  EAOP  est  donc  uue  losange  qui  a AP 
pour  diagonale  ; par  conséquent  , en  vertu  du  théorème 
précédent,  on  peut  substituer  à la  force  AP  les  deux  forces 
égales  AE  et  AO. 

On  prouverait  de  même  qu’on  peut  remplacer  AP'  par 
les  forces  égales  AO  et  AF;  donc,  au  lieu  du  système  des 
forces  AP  et  AP',  on  peut  mettre  celui  des  forces  2 AO  , 
AE  et  AF;  ces  deux  dernières  forces  se  détruisent  comme 
directement  opposées  et  égales  chacune  à la  moitié  de  PP'. 
Ainsi,  il  ne  reste  plus  que  2AO  pour  la  résultante  de  AP 
et  de  AP'.  Or, 

2AO  = AO  -f-  OD  = AD  ; 

donc  la  résultante  des  forces  AP  et  AP'  peut  être  repré- 
sentée par  la  diagonale  du  parallélogramme  PAP'D. 

Dans  le  cas  où  les  forces  sont  inégales,  mais  non  rec- 
tangulaires, la  proposition  est  encore  vraie;  car  soient  AP 
Fîg.269.  et  AP'  (fig.  269)  ces  deux  forces,  on  substituera  à AP  les 
deux  composantes  rectangulaires  AG  et  AD;  alors  le  sys- 
tème des  forces  AP  et  AP'  sera  le  même  que  celui  des  forces 
AD  -f-  AP'  -p  AC.  Or , AD  étant  égal  à P'F,  on  peut  mettre 
AF  à la  place  de  AD  + AP',  et  il  ne  s’agira  plus  que  de 
déterminer  la  résultante  des  forces  AF  et  AC.  Cette  résul- 
tante , d’après  ce  qui  précède,  est  évidemment  AE  ; et 
comme  AE  est  la  diagonale  du  parallélogramme  APEP', 
il  s’ensuit  que  la  proposition  est  vraie  quel  que  soit  l’angle 
des  forces. 
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NOTE  DEUXIÈME,  page  21. 

Démonstration  dont  le  but  est  de  prouver  que  la 
somme  des  carrés  du  sinus  et  du  cosinus  est 
égale  à Vunité. 

On  parviendrait  encore  à démontrer  de  la  manière  sui- 
vante , que  la  somme  des  carrés  des  cosinus  des  angles 
formés  par  les  composantes,  est  égale  à l’unité.  Soit 
l’angle  DAC  formé  par  la  droite  AD  (fig.  29)  avec  sa  projec-  F 
tion  AC  sur  le  plan  xA y , et  9 l’angle  BAC  que  cette  projec- 
tion fait  avec  l’axe  A*;  les  triangles  ABC,  ADC  , rectangles 
en  C , nous  donnent 

AB  — AC  cos  9 , BC  = AC  sin  9 , 

AC  = AD  cos  <p,  DC  = AD  sin  <p. 

On  tire  des  trois  premières  de  ces  quatre  équations, 

A B — AD  cos  <p  cos  9 , BC  = AD  cos  <p  sin  9. 

Substituant  ces  valeurs  et  celles  de  DC  dans  les  équations 
(7)  e>i  page  21,  et  supprimant  le  facteur  commun,  il 
restera 

cos  et  — cos  cos  9 , cos  £ =.  cos  ç sin  9 , cos  y — sin  <p. 

Ces  équations,  élevées  au  carré  et  réduites,  reproduisent 
l’équation  (8). 

NOTE  TROISIÈME , page  27. 

I\  ouveau  procédé  pour  déterminer  les  équations  de 
la  résultante  des  Jorces  appliquées  à un  point . 

Voici  un  moyen  très  simple  de  trouver  les  équations  de 
la  résultante.  Ou  sait  qu’une  droite  dans  l’espace,  assujettie 


4^4  NOTE  TROISIÈME. 

à passer  par  un  point  dont  Les  coordonnées  sont  x\  y > z , 
a pour  équations 

z — z A (x  — x)  y z — z = B — y) . . . (466). 

Supposons  que  les  coordonnées  des  points  extrêmes  de  la 
droite  qui  représente  en  intensité  la  résultante,  soient  res- 
pectivement x\  y' , z et  x ",  y" j z" , les  équations  (466) 
nous  donneront 

* — z — k (*"  — x')  , z — / = B (/  - /); 


d’oii  Foa  tirera 


A = 


— fl/* 


J' 


(467)- 


Or,  il  est  évident  que  les  différences  x — 0:4  y"  — y t 
%u  — z des  coordonnées  des  points  extrêmes  de  la  résul- 
tante ne  sont  autre  chose  que  les  projections  X , Y et  Z 
de  cette  droite  sur  les  axes  des  x , des  y et  des  z \ par  con* 
séquent  les  équations  (467)  peuvent  s’écrire  ainsi , 


substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (466),  on  aura 


z 


z = y O'  ~ /)• 


NOTE  QUATRIÈME , page  52. 

Réflexions  sur  les  équations  d équilibre. 

Les  équations  (52) , (53)  et  (54)  , page  52  , nous  of- 
frent des  conséquences  remarquables.  En  considérant  d’a- 
bord les  deux  premières , on  reconnaît  celles  que  nous 
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avons  trouve  être  nécessaires , art.  4°  et  4^  > pour  que 
les  forces  soient  en  équilibre  autour  d’un  point  fixe;  c’est 
ee  qui  résulte  immédiatement  de  la  théorie  que  nous  avons 
exposée  ; car  en  supposant  que  l’équation  (54)  soit  satis- 
faite, les  forces  du  système  concourent  nécessairement  en 
un  point,  et  si  l’on  transporte  toutes  les  forces  du  sys- 
tème en  ce  point , on  pourra  les  décomposer  en  deux 
groupes  de  forces,  les  unes  parallèles  à l’axe  des  x , et 
les  autres  parallèles  à l’axe  des  y.  Ces  nouvelles  compo- 
santes auront  les  mêmes  intensités  que  lorsque  les  forces 
étaient  appliquées  en  différens  points,  parce  que  ces  forces 
ayant  été  transportées  parallèlement  à elles-mêmes,  art.  92, 
les  parallélogrammes  n’ont  pas  changé.  Il  suit  de  là  que  si 
la  somme  des  composantes  parallèles  à chacun  des  axes  est 
nulle,  le  point  de  concours  qui  est  sur  la  résultante  ne 
pourra  se  mouvoir  dans  aucun  sens;  car  s’il  avait  cette 
laculté,  le  système  des  forces  aurait  une  résultante,  et  cette 
résultante  serait  décomposable  en  deux  forces  X et  Y,  pa- 
rallèles aux  axes  coordonnés;  or,  par  la  nature  des  équa- 
tions (52)  et  (53),  les  composantes  parallèles  aux  axes 
coordonnés  étant  nulles  , nous  tomberions  dans  une  con- 
tradiction. 

Lorsque  l’équation  (54)  n’est  pas  satisfaite  , les  équa- 
tions (52)  et  (53)  ne  suffisent  pas  pour  obtenir  l’équi- 
libre. En  effet,  soit  R la  résultante  de  toutes  les  forces, 
hors  P et  P ; ayant  réduit  le  système  aux  trois  forces  P, 

P'  et  R , ces  forces  ne  pourront  concourir  en  un  point  , 
parce  que  l’équation  (54)  n’est  pas  satisfaite;  par  consé- 
quent le  point  de  concours  R ( fig.  270)  des  forces  P et  pjg.a^r. 
P'  ne  sera  pas  le  même  que  le  point  d’application  A de 
la  force  R.  Nommons  R'  la  résultante  des  forces  P et  P'; 
et  supposons  que  R et  R'  forment  respectivement  avec 
les  axes  coordonnés  des  angles  a , b , et  a , b',  nous  au- 


rons 
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K'  COS  a P COS  ot  -f-  P'  COS  0i\ 

IV  cos  b'  = P cos  C -j-  P'  cos  £', 

Il  cos  a = P"cos«é'-f-  P* cos  uu -f-  etc., 

R cos  6 = P"cosC//-f-  P"cos  C'" -f-  e(c. 

Au  moyen  de  ces  valeurs  les  équations  (52)  et  (53)  de- 
viendront 

Pt  cos  a — — R'  cos  a , 

R cos  b = — PV  cos  b' . 

Ces  composantes  étant  égales  et  de  signes  contraires , il 
suit  de  là  que  si  R cos  a et  R cos  b sont  représentés  par 
les  droites  AC  et  AD  , les  deux  autres  composantes  le 
seront  par  les  droites  RE  et  BF,  respectivement  égales  à 
AC  et  à AD;  par  conséquent  les  rectangles  CD  et  EF  se- 
ront égaux.  D’où  il  résulte  que  les  forces  R et  R'  repré- 
sentées par  les  diagonales  de  ces  rectangles,  seront  égales 
et  parallèles.  Ainsi , en  supposant  que  les  forces  R et  R' 
agissent  par  pulsion , la  force  R transportera  le  point  A 
en  A/,  tandis  que  R'  transportera  le  point  B en  B'  ; et 
comme  , d’après  ce  qui  précède  , ces  forces  ont  la  même 
intensité  , les  points  A et  R parcourront  des  chemins 
égaux;  de  sorte  que  l’effet  de  ces  forces  sera  de  faire 
prendre  à la  droite  AB , la  position  A'B',  et  par  consé- 
quent lui  imprimera  un  mouvement  de  rotation  autour 
du  point  O. 

On  a donné  aux  équations 

SP  COS  a,  = O et  SPcOSbrrO, 

le  nom  d’ équations  dé équilibre  de  translation  j et  à l’é- 
quation 

2 P/>=  O, 

relui  d’ équation  d3 équilibre  de  rotation . 


RÉDUCTION  A DEUX  RESULTANTES . 
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NOTE  CINQUIÈME,  page  76. 

Manière  cle  réduire  toutes  les  forces  situées  dans 
le  plan  des  y,  à deux  résultantes. 

Voici  de  quelle  manière  on  peut  exécuter  cctle  opéra- 
tion. On  réduira  d’abord,  art.  1 14 ? toute  les  forces  situées 
dans  le  plan  des  x , y à deux  résultantes  MA  et  NB  (fig.  27 1) 
égales  et  dirigées  en  sens  contraires;  on  en  fera  autant 
à l’égard  des  forces  parallèles  à l’axe  des  z,  et  il  ne  s’agira 
plus  que  de  composer,  deux  à deux,  les  quatre  résultantes 
qu’on  aura  ainsi  obtenues. 

Pour  cela,  soient  P et  Q les  points  où  les  deux  résul- 
tantes parallèles  à l’axe  des  z rencontrent  le  plan  des  x , y\ 
il  faudra  faire  en  sorte  qu’en  changeant  les  directions  de 
MA  et  de  NB,  ces  forces  passent  par  les  points  P et  Q.  On 
parviendra  à ce  but  par  la  construction  suivante  : Sur  le 
prolongement  de  PM  , on  formera  le  parallélogramme 
AMDC , et  en  prenant  NE  = MD,  on  formera  le  second 
parallélogramme  BNEF  : alors  on  pourra  substituer  au 
système  des  forces  MA  et  NB  celui  des  forces  MA,  NB, 
MD  et  NE,  parce  que  ces  dernières,  directement  oppo- 
sées , se  détruisent.  Remplaçant  ces  quatre  forces  par  les 
diagonales  MC  et  NF,  ces  diagonales,  d’après  notre  cons- 
truction, seront  égales  et  dirigées  en  sens  contraires;  et 
comme  alors  la  direction  de  MC  passera  par  le  point  P , 
on  y transportera  le  point  d’application  M de  cette  force. 
Par  le  meme  procédé,  on  changera  la  direction  de  NF,  et 
l’on  transportera  le  point  d’application  de  cette  force  au 
point  Q-  De  cette  manière , le  système  des  forces  situées 
dans  le  plan  des  .r , y,  se  réduira  à deux  forces  égales  di- 
rigées en  sens  contraires  , qui  rencontreront  aux  points 
P et  Q les  forces  de  même  genre  P Z'  et  QZ",  paraboles  à 


Fig. 272. 


I 
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l’axe  des  z;  par  conséquent  la  résultante  des  deux  forces 
situées  au  point  P,  sera  égale  à la  résultante  des  forces  si- 
tuées en  Q,  et  agira  en  sens  contraire. 


NOTE  SIXIÈME,  page  76. 

Démonstration  qui  tend  à prouver  que  la  projec- 
tion  d'une  aire  sur  un  plan  est  égale  au  produit 
de  cette  aire  par  le  cosinus  de  l inclinaison. 

On  pourrait  démontrer  cette  proposition  par  la  simple 
considération  des  triangles  rectangles  , en  prouvant  que 
toute  ordonnée  qui,  dans  la  projection,  serait  perpendi- 
culaire à la  commune  section  du  plan  de  projection  et 
de  la  surface  plane  projetée  est  égale  à l’ordonnée  corres- 
pondante de  cette  surface,  multipliée  par  le  cosinus  de 
Finclinaison,  mais  nous  ne  nous  y arrêterons  pas:  nous 
préférons  démontrer  ce  théorème  en  faisant  voir  que  si 
l’on  décompose  la  surface  projetée  en  triangles , chaque 
triangle , multiplié  par  le  cosinus  de  l’inclinaison  des  plans, 
sera  égal  au  triangle  de  projection.  Pour  le  prouver,  soit 
ABC  (fig.  272)  l’un  de  ces  triangles;  sa  projection  DEF  est 
déterminée  par  les  pieds  des  perpendiculaires  AD,  BE  , 
CF  qui  sont  abaissées  dessus. 

Celte  projection  DEF  peut  être  regardée  comme  la  hase 
d’un  prisme  triangulaire  tronqué,  dont  AD,  BE  et  CF  se- 
raient les  trois  arêtes.  Or  on  sait,  par  la  Géométrie,  que  le 
volume  de  ce  prisme  est  égal  au  produit  de  Faire  de  la 
hase  par  le  tiers  de  la  somme  des  trois  perpendiculaires 
abaissées  des  sommets  A,  B et  C sur  cette  base;  ces  per- 
pendiculaires n’étant  autre  chose  que  les  trois  arêtes  AD  , 
BE  et  CF,  le  volume  de  notre  prisme  aura  pour  expression 
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aire  DEF  X 5 (AD  -f-  BE  -f-  GF) . . . (468). 

Mais,  en  posant  le  prisme  sur  le  triangle  ABC,  ce  triangle 
en  deviendra  la  nouvelle  base,  et  le  prisme  aura  pour  me- 
sure le  produit  de  ABC  par  le  tiers  de  la  somme  des  trois 
perpendiculaires  Du?,  Ee,  F f menées  clés  extrémités  D,  E, 
F sur  le  plan  ABC;  de  sorte  que  la  solidité  de  notre  prisme 
tronqué  aura  encore  pour  expression 

aire  ABC  X ^ (Dû?  -f-  E<?  -f-  F f) . . . (46q). 

Cela  posé,  les  droites  D d,  Ee , Vf  étant  perpendiculaires 
au  plan  ACB  sont  parallèles,  et  font  les  mêmes  angles  avec 
les  anciennes  arêtes.  Or,  AD  et  Dd  étant  deux  droites  per- 
pendiculaires aux  plans  DEF  et  ABC,  mesurent  l’angle 
d’inclinaison  de  ces  plans;  nommons  <p  cet  angle  d’incli- 
naison, nous  aurons  donc 

angle  AD  d = ç>  ; 

par  conséquent  le  triangle  AE)d  rectangle  en  d , nous 
donnera 

T)d  :==  AD  cos 

On  prouverait  de  même  qu’on  a 

Ee  = DE  cos  <p  , Yf  ~ CF  cos  <p  ; 

substituant  ces  valeurs  dans  l’expression  (469),  on  ob- 
tiendra 

aire  ABC  X -5  (AD  -f-  BE  -f-  CF)  cos  <p  ; 

et  comme  cette  expression  du  volume  du  prisme  est  égale 
à celle  qui  est  désignée  par  (468),  nous  trouverons  enfin,  en 
les  égalant  et  en  supprimant  le  facteur  commun  , 

aire  DEF  = aire  ABC  cos  p , 

<ee  qui  démontre  notre  proposition. 
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ISOTE  SEPTIÈME  , page  76. 

Sur  la  mesure  de  l’angle  formé  par  deux 

plans. 

Voici  de  quelle  manière  on  pourrait  démontrer  que 
Pangle  formé  par  deux  plans  se  mesure  par  l’angle  com- 
pris entre  deux  perpendiculaires  menées  d’un  même  point 
•2î5.  G ( fig.  72  ) à chacun  de  ces  plans  : Ayant  mené  d’un 
même  point  C les  deux  perpendiculaires  CR  et  CH  aux 
plans  MF  et  EN,  nous  pourrons,  d’après  les  principes  de 
la  Géométrie , faire  passer  un  plan  KCH  par  ces  deux 
droites.  Ce  plan,  à cause  des  perpendiculaires  qu’il  ren- 
ferme,  sera  perpendiculaire  à chacun  des  plans  MF,  EN  * 
ii  le  sera  donc  à leur  commune  section  EF.  Réciproque- 
ment , EF  doit  être  perpendiculaire  aux  intersections 
KD,  DH,  formées  par  le  plan  KCH;  donc  l’angle  KDH 
mesure  l’inclinaison  des  plans  MF  et  EN.  Cela  posé,  la 
somme  des  angles  du  quadrilatère  CKDH  valant  quatre 
angles  droits , si  l’on  en  retranche  les  angles  K et  H qui 
sont  droits  par  hypothèse,  il  restera 

KDH  -|-  KCH  = deux  angles  droits  ; 

mais  ACK  -f-  KCH  équivaut  aussi  à deux  angles  droits. 
Retranchant  la  partie  commune  KCH  , il  reste 

ACK  = KDH  ; 

et  comme  KDH  mesure  l’angle  des  deux  plans , il  en 
doit  être  de  même  de  l’angle  ACK  formé  par  les  deux  per- 
pendiculaires. 


OBSERVATIONS  SUR  LE  LEVIER. 
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NOTE  HUITIÈME,  page  isS. 

Observations  sur  le  levier. 

Nous  avons  dit,  art.  225,  que  si  la  puissance  P (fig.  1 15)  Fig.  u5. 
était  dirigée  en  sens  contraire  de  la  résultante,  la  charge 
du  point  d’appui  serait  P— J—  S — P".  Si  l’on  en  avait  quelque 
doute,  soit  R la  résultante  de  P-f-  S;  le  système  des  forces 
sera  remplacé  par  celui  de  la  figure  2^3.  Le  point  d’appui  Fig.  373. 
étant  pressé  par  CB,  fait  résistance  à ce  levier;  par  con- 
séquent C a l’effet  d’une  force  qui  agirait  suivant  CL.  Soit 
L cette  force,  nous  aurons 

L-f  P'  = R; 

donc 

L — R — P'  : 

mettant  pour  R sa  valeur  P -f-  S , il  viendra 

L = P + S - P'. 

Or,  il  est  évident  que  la  force  L,  qui  tend  à entraîner  le 
point  C,  a la  même  intensité  que  la  force  qui  pousse  le  le- 
vier contre  le  point  d’appui;  par  conséquent  l’intensité  de 
L mesure  la  pression  que  supporte  le  point  d’appui. 

NOTE  NEUVIÈME,  page  194. 

Sur  les  composantes  de  la  vitesse, 

La  vitesse  étant  représentée  par  la  droite  mm  (fig.  2^4)»  Fig.  374. 
si  l’on  abaisse  des  extrémités  ni  et  m ies  perpendiculaires 
mn  et  m n!  sur  l’axe  des  x , il  est  possible  que  ces  perpen- 
diculaires ne  soient  plus  parallèles;  mais  cette  circonstance 
n’empêche  pas  que  l’on  n’ait  encore 

nri  — mm  cos  «. 
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Voici  de  quelle  manière  je  le  démontre  : Je  fais  passer 
par  les  points  n et  ri  les  plans  KL  et  K L',  perpendi-* 
culaires  à nri  : alors  toutes  les  perpendiculaires  menées 
aux  points  n et  ri  de  l’axe  des  x,  doivent  se  trouver 
dans  ces  plans  ; donc  les  perpendiculaires  mn  et  jriri  y 
seront  renfermées.  Cela  posé,  si  par  le  point  m nous  menons 
jusqu’à  Ja  rencontre  du  plan  Krl/,  une  parallèle  mo  à l’axe 
des  x , les  droites  mo  et  nri  seront  égales  comme  paral- 
lèles interceptées  par  des  plans  parallèles  , et  le  triangle 
irimo  sera  rectangle  en  o , parce  que  mo  étant  perpen- 
diculaire au  plan  K'L',  devra  l’ètre  à toute  droite  tracée 
dans  ce  plan  par  le  point  o.  Il  suit  de  là  qu’on  a 

mo  = mm  cos  m mo  * 

or,  l’angle  rrimo  étant  égal  à a,  cette  équation  devient 

mo  = mm!  cos  u \ 

et  comme  nous  avons  vu  que  mo  était  égal  à nri,  nous 
avons  donc  aussi 

nri  = mm  cos  a. 


NOTE  DIXIÈME,  page  278. 

Sur  l’intégration  d’une  jonction  radicale  et 

exponentielle . 

Pour  obtenir  l’intégrale  du  premier  membre  de  l’équa- 
tion (3o5),  j’intègre  par  parties,  ce  qui  me  donne 

fdp  v/i+pa  = pv/i+pa—  f— y==- ■ • (47° )• 

■ ' J y \ +pa 

D’une  autre  part,  je  multiplie  et  divise  dp  [Z  1 +p*  par 
V 1 +p‘>  et  j’obtiens  l’équation  identique 


SUR  UNE  INTEGRATION. 
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dp  {/ 1 -f-  p*  = 


o'p 


en  intégrant,  je  trouve 

__  r dp 


V i H- p3  V i -h  p*  ' 


fdpVi+p2  = r — f—f— — ■•  • • (470. 

^ j ÿi+p%  j \/i ^ - ; 

Ajoutant  cette  équation  à l’équation  (470),  et  divisant 
par  2,  j’ai  ce  résultat 

fdP  V 1 +p‘  — 1 pV  I +p  + i f (4t2). 

^ J V 1 4-  »a 


Pour  intégrer 


f//? 


, je  fais 


d’où  je  déduis 


V 1 -f  p5 

V/ 1 -+-  pa  = -f-  z ; 

✓ 1 “h/>a  — p — z -, 

différentiant  et  réduisant  au  même  dénominateur,  je  trouve 

V 1 + p%' 


(P_=V±±£  \dp  = dz. 


par  conséquent 


intégrant,  j’ai 


l/  1 +/> 

dp 

V 1 +/>* 


dz 

z 


y\/Tqf s=_  ,o8z-— i°s(v/i+p!“— />). 

Cette  intégrale  peut  se  mettre  sous  une  autre  forme;  car 
l’équation  identique  1 -h  p'  — p*  — 1,  décomposée  en  fac- 
teurs, nous  donne 


( 1 + pa  — />)  ( l/ 1 -h  />a  + /?)  = * 

on  tire  de  cette  équation  , 
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V 1 +/?a  — P 


V I + P%  + 


Au  moyen  de  cette  valeur  , l’intégrale  que  nous  venons 
d’obtenir  devient 


dp 


log 


= lûg  ( V7 1 + p‘  + p) 


f_J_ 

J l/ 1 + P*  V ’ +p*+p 

et  l’équation  (472)  peut  être  changée  en 

Jdp  [/ 1 + p2  = i p V7  * + P*  ~h  i log  ( [/  1 ,-f  />*  4*/?  >» 

A l’égard  de  l’intégrale  du  second  membre  de  l’équation 
(3o5),  j’observe  que  puisqu’on  a en  général 


on  trouve 


deax  = eax  adx , 


comparant  <?2m/  c/s  à cette  formule,  on  obtient 

e*ms 

2/71 


On  parviendrait  encore  plus  promptement  à trouver 
l’intégrale  qui  entre  dans  le  second  membre  de  l’équation 
(472) , en  opérant  de  la  manière  suivante:  on  multiplierait 

— ■ - — - par  p -\-\/ 1 4“  p*i  ce  qui  donnerait,  en  rédui- 

V 1 4 ~ P" 

sant , 


dL= + dp. 

I 4-  p2 


Mais  pour  détruire  l’effet  de  cette  multiplication,  on  di- 
viserait ce  résultat  par  p y 1 4~/>%  et  l’on  obtiendrait 
une  fraction  dans  laquelle  le  numérateur  serait  la  diffé- 


RAPPORT  INVERSE  DES  MASSES  ET  DES  VITESSES.  4^5 

rentielle  du  dénominateur  p+VE+P;  par  conséquent 
on  verrait  que  l’expression  ~^=  a pour  intégrale 

'og  (P+  l/i  +/>")  , vqleur  qu’on  substituerait  dans  l’é- 
quation  (27 o). 


NOTE  ONZIÈME,  page  287. 

Démonstration  pour  prouver  que  les  masses  sont 
en  raison  inverse  des  vitesses. 

En  général,  supposons  que  l’on  ait 


on  représentera  par  m l’unité  de  masse,  et  par  Y,  Y' et  v 

les  vitesses  respectives  qui  animent  les  masses  M,  M'  et  m 
et  I on  aura 

m'  : m ;;  t,  : v'; 

d’où  l’on  tirera 

M : M'  ; ; Y'  : V. 

i^Iais  si  les  masses  M et  M sont  incommensurables,  re- 
présentons par  m une  masse  très  petite  qui  ne  soit  pas 
contenue  un  nombre  juste  de  fois  dans  les  masses  M et  M', 
et  appelons  p et  q les  quotiens  de  M et  de  M' par  m , et 
^ , è les  restes,  nous  trouverons 

M ses  pm  -4-  £ i 
et  1 1 

qm  -f-  y. 

Nommons  V et  V'  les  vitesses  qui  animent  les  masses  pm  et 
qm,  on  aura,  dans  le  cas  où  elles  se  font  équilibre, 

V • Y'  " qm  l pm, 

Oi , plus  m sera  petit,  plus  J et  è'  le  seront;  de  sorte 
f'ièm.de  Mécanique.  3o 


^(,6  NOTE  DOUZIEME. 

qu’en  regardant  ï et  F comme  au-dessous  de  toute  quan- 
tité donnée,  on  pourra  mettre  M et  M' à ia  place  de pm 
et  de  qm,  ; ce  qui  donnera 

v : Y'  ::  M Y:  M. 


NOTE  DOUZIÈME,  page  3i5. 

Détermination  des  momens  d’inertie  des  surfaces 

et  des  volumes. 

La  détermination  des  inomens  d’inertie  devant  s’appli- 
quer à des  corps  plutôt  qu’à  des  lignes  et  à des  surfaces, 
qui  ne  sont  que  des  abstractions , proposons-nous  de  trou- 
ver le  moment  d’inertie  d’un  corps  terminé  par  une  sur- 
face dont  l’équation  serait  donnée.  Mais  avant  que  de  ré- 
soudre ce  problème,  nous  allons  nous  occuper  du  suivant, 
qui  servira  à en  faciliter  la  solution. 

Trouver  le  moment  T inertie  d'une  surface  plane  BA.C 
5 (lig.  275  ) comprise  entre  les  axes  rectangulaires  Ax  et 
Ay,  dont  le  plan  serait  perpendiculaire  à l'axe  fixe  Az 

mené  par  V origine. 

Pour  cet  effet,  soit  Up  une  tranche  élémentaire  paral- 
lèle à l’axe  des  y *,  nous  pourrons  regarder  cette  tranche 
comme  un  assemblage  de  petits  élémens  rectangulaires  posés 
les  uns  sur  les  autres.  Représentons  par  dm  l’un  de  ces 
élémens,  et  par  mA  sa  distance  à l’axe  fixe;  le  moment 
d’inertie  de  dm  sera  évidemment 

.a 

Am  X dm , 

et  en  remplaçant  dm  par  dxdy , et  Am  pai  r A 
nous  aurons  pour  le  moment  d’inertie  de  dm , 

(xa-f-  y2)  dxdy...  (473). 

Soit  dm  un  second  élément  qui  reposerait  sur  dm , et  qu  i 
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correspondant  à la  même  abscisse,  aurait  y pour  ordon- 
née; le  moment  d’inertie  de  dm  serait 


(x1  + /a)  dxdy  . 

En  général , soient  y,  y',  y",  y'°,  etc. , les  ordonnées  suc- 
cessives d’une  suite  d’élémens  qui  reposeraient  les  uns  sur 
les  autres,  et  qui  correspondraient  à la  même  abscisse;  la 
somme  des  raomens  d’inertie  de  ces  élémens  sera  exprimée 
par 

(xa  -f-^y2)  dxdy  -f-  (ar2  y'a)  dxdy  -f-  (x2  -{-y  "*)  dxdy  ' 

-f-  ( x 2 -\-y"j2')dxdy" -f-  etc.; 

x et  dx  étant  les  mêmes  dans  cette  suite  de  termes , on 
peut  l’écrire  de  cette  manière, 

x^dx  (dy  -f-  dy  -f-  dy"  -f-  dym  -f-  etc.) 

4*  dx  ( y*dy  -f-  ÿ*dÿ  -f-  y"*dy"  -f-  ÿu*dÿ" etc.) 


Ces  expressions  reviennent  évidemment  à 

x*dxfdy  + dxfy'dy.  . . (474), 

et  n’expriment  autre  chose  que  l’expression  (47 3),  qu’on 
intégrerait  en  y regardant  x et  dx  comme  des  constautes. 
En  effectuant  les  intégrations  indiquées,  on  trouve 

y1» 

x*dx.y  -f-  dx.~. 

5 

Cette  expression,  prise  entre  les  limites  y=zo  et,  yz=. PM, 
donnera  pour  le  moment  d* inertie  de  la  tranche  élémen- 
taire M p , 

PM3 

x*dx  x PM  + dx  x -3- . . . (475). 


Considérant  maintenant  la  surface  ABC  comme  composée 
de  tranches  élémentaires  parallèles  à l’ordonnée  PM  ; lors- 
qu’on passera  de  l’une  de  ces  tranches  à l’autre,  l’ordonnée 
PM  qui  entre  dans  l’expression  (475),  variera  en  raison 

de  la  valeur  qu’on  donnera  à x\  par  conséquent  on  devra 

3o . . 


Fig-  3 
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regarder  PM  comme  une  fonction  de  x : cette  fonction  sera 
donnée  par  l’équation  de  la  courbe.  Ainsi,  en  supposant 
que  cette  équation  soit  représentée  par 

y=f*> 


il  faudra,  dans  l’expression  (47^),  changer  PM  en  fx , 
et  nous  aurons  pour  le  moment  d’inertie  de  l’élément  de 
la  surface  plane  ABC, 


x *dx.fx  + 


dx  (fx)3 
3 


Cette  expression  étant  intégrée  entre  les  limites  x = o et 
x — AB , nous  donnera  le  moment  d’inertie  de  la  surface 
plane  ABC. 

Si  la  courbe,  au  lieu  d’être  renfermée  dans  l’angle  yk.x  > 
s’étendait  dans  les  autres  angles  formés  par  le  prolongement 
des  axes  coordonnés,  le  moment  d’inertie  de  l’aire  de  cette 
courbe  se  déterminerait  de  la  même  manière , moyennant 
que  les  intégrales  fussent  prises  entre  les  limites  conve- 
nables. 

La  même  marche  que  nous  avons  employée  pour  déter- 
miner le  moment  d’inertie  d’une  surface  courbe  donnée  par 
une  équation , peut  être  suivie  lorsqu’on  veut  obtenir  le 
moment  d’inertie  d’un  volume  terminé  par  une  surface 
courbe  dont  l’équation  serait  donnée. 

6<  En  effet,  soit  ABCD  (fig.  276)  un  solide  compris  entre 
trois  plans  rectangulaires  coordonnés  et  une  surface  courbe. 
Représentons  l’équation  de  cette  surface  par 

f(x,  y,  a)  =0.. . (476); 

on  regardera  le  solide  comme  composé  de  parallélépipèdes 
élémentaires  posés  les  uns  sur  les  autres;  le  moment  d’i- 
nertie de  l’un  de  ces  parallélépipèdes  par  rapport  à l’axe 
AB,  sera 

(x2  -f-  f)  dxdydz  ; 
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intégrant  en  ne  faisant  varier  que  z , on  trouvera 

(xfl  -f-  y*)  zdxdy , 

et  en  prenant  l’intégrale  entre  les  limites  z~o  et  2=:  PM, 
on  obtiendra  pour  l’expression  du  moment  d’inertie  du  pa- 
rallélépipède élémentaire  dont  PM  sera  la  hauteur, 

(xa  -f-  y a)  dxdy  X PM. 

Si  l’on  suppose  que  l’équation  (476)  de  la  courbe  étant  ré- 
solue par  rapport  à 2,  donne 

* = <P  O,  y) , 

on  remplacera  PM  par  cette  valeur  de  s,  et  l’on  aura 
(x2  -f-  j2)  dxdy  X (p  O,  y)  : 

alors,  en  regardant  x et  dx  comme  constans,  l’intégrale  de 
cette  expression  représentera  le  moment  d’inertie  d’une  por- 
tion de  tranche  élémentaire,  disposée  parallèlement  au  plan 
des  zy\  l’intégrale  obtenue  dans  cette  hypothèse  ne  pourra 
être  qu  une  fonction  de  la  variable  y et  des  constantes  x et 
dx , dont  la  derniere  n’entrera  dans  la  fonction  que  comme 
facteur  commun;  par  conséquent  cette  fonction  aura  évi- 
demment la  forme 

F(*>  y)Xdx...  (477), 

et  pour  qu’elle  représente  toute  la  tranche  élémentaire  abc , 
il  faudra  prendre  cette  intégrale  depuis  le  point  a ou 
y=  °)  jusqu’au  point  c ou  y — ac.  Or,  ac  n’est  autre 
chose  que  l’ordonnée  y de  la  courbe  CcD,  dont  A a — x 
serait  1 abscisse;  l’equation  de  la  courbe  CcD  s’obtient  en 
faisant  z = o dans  l’équation  (476)  de  la  surface  courbe, 
qui  donne  alors 

y—/*’, 

mettant  cette  valeur  à la  place  de  y dans  l’expression 
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(277),  0a  obtient,  pour  le  moment  d’inertie  de  la  tranche 
élémentaire  bac , 

F (a; , fx ) X dx , 

ou  plus  simplement  dxFx.  Regardant  maintenant  x comme 
variable,  et  intégrant  entre  les  limites  x ~ o et  x=  AD, 
on  aura  enfin  le  moment  d’inertie  du  volume  proposé. 

NOTE  TREIZIÈME,  page  37î. 

Nouvelle  démonstration  qui  tend  à prouver  que 
les  forces  horizontales  des  fluides  se  détruisent . 

Voici , je  crois,  de  quelle  manière  on  pourrait  démon- 
trer que  les  forces  horizontales  se  détruisent.  Imaginons 
que  le  corps  qui  est  plongé  dans  un  fluide,  soit  partagé 
en  tranches  très  minces  par  les  plans  parallèles  horizon- 
taux coupés  par  des  plans  parallèles  verticaux  ; la  partie  du 
corps  comprise  entre  quatre  de  ces  plans,  c’est-à-dire  entre 
• les  deux  plans  parallèles  horizontaux  AB'  et  DC'  (fig.  277), 
et  les  deux  plans  parallèles  verticaux  AD'  et  BC',  sera  dé- 
terminée par  les  surfaces  ABCD  et  A'B'C'D';  ces  surfaces 
ont  en  général  des  inclinaisons  différentes,  puisque  le  corps 
est  quelconque,  et  peuvent  être  considérées  comme  planes, 
parce  que  les  plans  étant  très  rapprochés,  elles  sont  infi- 
niment petites.  Cela  posé,  la  pression  qu’exerce  le  fluide 
étant  la  même  sur  tous  les  points  du  corps,  les  pressions 
P et  P'  que  supportent  les  surfaces  ABCD  , A'B'C'D',  „au 
ront  pour  expressions 

P=pX  ABCD  , V'  = p X A'B'C'D'. 

Remplaçant  les  parallélogrammes  ABCD , A'B'C'D',  par 
les  produits  AB  X am  et  A B'  X ai  n des  bases  par  les 
hauteurs , nous  aurons 
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P = p X AB  X mn , P'  = p X A'B'  X rriri  ; 

et  comme  les  largeurs  AB  et  A'B'  sont  les  mêmes  , il  y 
aura  égalité  entre  les  produits  p X AB  et  p X A'B'  ; 
nommons  Q l’un  de  ces  produits,  les  équations  précé- 
dentes deviendront 

P — Qmn , P'  = Qm'n  . . . (477)* 

Or,  les  pressions  P et  P'  étant  perpendiculaires  à leurs 
surfaces  respectives,  et  par  conséquent  aux  droites  mn  et 
mn  , nous  pouvons  représenter  ces  pressions  par  les  droites 
IH  et  l'H'  (fig.  278)  ; décomposons  chacune  de  ces  forces  F 
en  deux  autres  1K  et  IL,  I'R'  et  I L',  l’une  horizontale  et 
l’autre  verticale  , et  menons  les  perpendiculaires  mr  et 
mr  entre  les  plans  horizontaux  , nous  formerons  des 
triangles  semblables  mnr , mn  r aux  triangles  IRH  et 
l'R'H',  comme  ayant  des  côtés  perpendiculaires.  On  eu 
déduira  donc  les  proportions  suivantes: 


IH  ou  P \ IR  \ IL  y.  mn  ! mr  * nr , 
i'H'  ou  P':i'R/:i,L'::mV:mV:nV; 

d’où  l’on  tirera 


tt-  r,  mr  tt  -r»  71  r 

IR=:PX  - , IL  = P X — , 

mn  mn 


r t 

m r 


r t 

m r 


I'R  = P'X  — 7—7  , I L'=  P'X  —T—,- 
m n rn  n 


Mettant  les  valeurs  de  P et  de  P',  données  par  les  équa- 
tions (477)  > on  obtiendra 

IR  = Q X mr  , IL  Q X nr , 

I'R'  = Q X m/y  l'L'  = Q X nr. 

Or  , les  droites  mr  et  mr  étant  égales  comme  parallèles 
comprises  entre  parallèles,  on  voit  que  les  pressions  în>- 


4/ 2 NOTE  TREIZIÈME.  SUR  LA  DESTRUCTION  DES  FORCES, 
rizontales  Iiv  et  i'iv  sont  égales  et  se  détruisent , puis- 
qu’elles agissent  en  sens  opposé.  Il  n’en  est  pas  de  même 
des  pressions  verticales  IL  et  I L'  qui,  à cause  du  facteur 
commun  Q,  sont  entre  elles  dans  le  rapport  des  projec- 
tions jir  et  ri  r des  longueurs  nm  et  r'm'. 


FIN  DES  NOTES. 
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